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H I G H L I G H T S  G R A P H I C A L     A B S T R A C T 
• Derivation of governing equations for 

cantilever beam made of shape 
memory alloy in contact with fluid. 

• Solving the obtained equations by the 
differential quadrature method. 

• Investigating the effect of different 
problem parameters on the dynamic 
response of cantilever beam. 
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In this research, the forced vibration of a cantilever beam made of shape 
memory alloy in contact with fluid was investigated. The governing 
equations are derived based on the first-order shear theory and 
Hamilton's principle, and the Boyd-Lagodas three-dimensional model was 
used to model the behavior of superelastic material. The pressure applied 
from the fluid to the beam was obtained by solving Laplace's equation and 
satisfying its boundary conditions. Also, in the state without phase change 
(pure Austenite), the investigated cantilever beam was analyzed in linear 
conditions and compared with the results of other researchers. In the 
following, to analyze the vibrations of the cantilever beam made of shape 
memory alloy and to solve the equations in the state where the phase 
transformation was performed, the method of square differences, 
Newmark, and the return mapping algorithm were used. At the end, the 
effect of different geometric parameters on the beam is studied. The 
results show that the numerical method used to analyze the time and 
frequency response of the shape memory alloy beam has high 
convergence and predicts well the nonlinear effects of the material due to 
phase transformation during motion. 
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Introduction 

In recent years, Shape Memory Alloys (SMAs) have attracted significant attention due to their 

nonlinear mechanical behavior and their ability to recover original shape under changes in 

temperature or stress. These materials are widely used in smart structures and adaptive systems. 

On the other hand, the dynamic behavior of beams in contact with fluid is of great importance in 

various engineering applications such as marine structures, turbine blades, and micro-actuators 

operating in fluidic or biological environments. The present study aims to investigate the 

dynamic response of a cantilever beam made of SMA interacting with an incompressible fluid, 

employing the Differential Quadrature Method (DQM) as a high-accuracy numerical approach. 

Methodology 

The beam is modeled according to Euler–Bernoulli beam theory, subjected to external forces 

and pressure resulting from the surrounding fluid. The governing equations are derived based on 

the first-order shear theory and Hamilton's principle, and the Boyd- Lagodas three-dimensional 

model was used to model the behavior of superelastic material. The pressure applied from the 

fluid to the beam was obtained by solving Laplace's equation and satisfying its boundary 

conditions. Also, in the state without phase change (pure Austenite), the investigated cantilever 

beam was analyzed in linear conditions and compared with the results of other researchers. In 

the following, to analyze the vibrations of the cantilever beam made of shape memory alloy and 

to solve the equations in the state where the phase transformation was performed, the method of 

square differences, Newmark, and the return mapping algorithm were used. At the end, the 

effect of different geometric parameters on the beam is studied. 

Results and Discussion 

The results show that the numerical method used to analyze the time and frequency response of 

the shape memory alloy beam has high convergence and predicts the vibration behavior of the 

beam well by considering the nonlinear effects of the material due to the phase change during 

movement. The transverse displacement of the SMA beam in contact with the fluid decreases 

with the presence of the fluid. This is because the presence of the fluid increases the equivalent 

mass of the beam and leads to a decrease in its displacement. With increasing fluid height, the 

transverse displacement of the SMA beam increases slightly and further increase in fluid height 

does not have much effect on the transverse displacement of the beam. With increasing fluid 

density (heavier fluid), the transverse displacement of the beam decreases. This is because the 

fluid is assumed to be inviscid and has only inertia that is equivalent to the mass added to the 

beam. Therefore, with increasing fluid density, the mass added to the beam increases, which 

leads to a decrease in its displacement. The transverse displacement of the beam increases with 

increasing excitation load amplitude. Because increasing the load amplitude increases the 
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vibration amplitude and increasing the vibration amplitude leads to increasing the transverse 

displacement. When the excitation frequency increases, the transverse displacement 

amplitude of the SMA beam decreases and the maximum transverse displacement occurs with a 

time delay. 

Conclusion 

The study confirms that the Differential Quadrature Method provides a highly efficient and 

accurate tool for analyzing the dynamic response of SMA beams in fluid-structure interaction 

problems. The coupling between the fluid domain and the nonlinear thermo- mechanical 

behavior of the SMA introduces complexity in the system’s dynamics, but also offers an 

opportunity for smart vibration control by tuning temperature or stress. Future work may extend 

this approach to doubly clamped beams, two-dimensional SMA structures, or compressible fluid 

environments. 
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 در دارحافظه یاژاز جنس آل یکنسول یرت یک يارتعاش اجبار یبه بررس یقتحق یندر ا
و با  کلاسیک يورـــاساس تئ است. معادلات حاکم بر شده پرداخته سیال با تماس

رفتار ماده  يسازمدل يو برا شده استخراج یلتوناز اصل هم یريگرهـــبه
از  واردشدهاست. فشار  شده استفاده سلاگودا-یدبو بعدي سهاز مدل  یکسوپرالاست
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 ییرکه تغ یدار و حل معادلات در حالتحافظه یاژاز جنس آل یکنسول یرارتعاش ت تحلیل
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 موردمطالعه یرت يرو بر یمختلف هندس ياثر پارامترها یاناست. در پا شده گرفته

براي تحلیل  شده گرفتهدهد که روش عددي به کار نتایج نشان می .است قرارگرفته
 تأثیراتداراي همگرایی بالایی بوده و  دارپاسخ زمانی و فرکانسی تیر آلیاژ حافظه

   کند.بینی میپیش خوبی بهغیرخطی ماده ناشی از تغییر فاز هنگام حرکت را 
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 مقدمه -1

هستند که در  اژهایاز آل ی) گروهSMA( 1دارحافظه ياژهایآل
هستند. در  يزیخواص متما يدارا اژهایآل ریبا سا سهیمقا
 ياژهایآل فرد منحصربه هاي ویژگی ر،یچند دهه اخ یط

توجه  کسوپرالاستی و شکلی حافظه مانند دارحافظه
مختلف  ياستفاده در کاربردها يرا برا نیاز محقق ياریبس

 یارتجاع تیخاص نی. همچن]1[جلب کرده است  دبه خو
 ياژهایسبب شده است که از آل یحرارت یبالا، حافظه شکل

از  .]2[ استفاده شود یپزشک يدار در کاربردهاحافظه
در برابر  توجه قابلدار مقاومت آلیاژهاي حافظه هاي ویژگی

-هاي کرنشی بزرگ، پایایی و دوامخستگی تحت چرخه
. استدر برابر خوردگی  توجه قابلپذیري زیاد، مقاومت 

تواند ارتعاشات موجود را کاهش این آلیاژها می که ازآنجایی
هاي طبیعی ساختار تنظیم گردد، دهد و باعث شود فرکانس

 ها آنسازي ها و مقاومسبب تقویت سازه ها آناستفاده از 
 .]3[شود می

-، اثر حافظهغیرخطیرفتار تنش کرنش این مواد دو پدیده 
و داراي دوفاز دما  گیرد برمیداري و اثر شبه الاستیک را در 

 .]4[به نام مارتنزیت هستند  دماپایینبالا به نام آستنیت و 
دار اثر حافظه شکلی به خاطر تغییر فاز ناشی در آلیاژ حافظه

آید و اثر سوپر الاستیسیته به علت ا به وجود میاز تغییر دم
ایجاد خواهد  𝐴𝑓اعمال تنش در یک دماي ثابت بالاتر از 

شد. در این تحقیق تنها رفتار سوپر الاستیک ماده آلیاژ 
نمودار  1 در شکل گیرد.قرار می موردمطالعهدار حافظه
شماتیک رسم  صورت بهکرنش براي اثر شبه الاستیک -تنش

شود در اثر که در شکل مشاهده می شده است. همانطور 
بارگذاري و باربرداري یک سیکل هیسترزیس در ماده به 

آید که سطح محصور داخل آن انرژي میرا شده را وجود می
 .]3[دهد نشان می

مسیرهاي پیموده شده در هنگام یک سیکل کامل بارگذاري 
1)باربرداري بدین شرح است:  – → : مسیر بارگذاري (2

فاز آستنیت خالص که خطی بوده و شیب آن  –الاستیک 
𝐸𝐴  .برابر مدول یانگ ماده در فاز آستنیت خالص است

(2 → ترکیبی از فاز  –: مسیر انتقال فاز پیشرو (3
3)آستنیت و مارتنزیت. → –: مسیر بارگذاري الاستیک(4

 برابر 𝐸𝑀فاز مارتنزیت خالص که خطی بوده و شیب آن 

                                                           
1 . Shape Memory Alloys 

4)یانگ ماده در فاز مارتنزیت خالص است.  مدول → 5) :
فاز مارتنزیت خالص که شیب  –مسیر باربرداري الاستیک 

5)است.  𝐸𝑀آن  → ترکیبی –: مسیر انتقال فاز پسرو(6
6)از فاز آستنیت و مارتنزیت.  → : مسیر باربرداري (1

 .]2[ است 𝐸𝑀فاز آستنیت خالص که شیب آن–الاستیک
 

 
 ]1[ دارسوپرالاستیک آلیاژ حافظهنمودار رفتار :  1شکل

 
محقـقان بسیاري به مطالعه رفتار پیچیده دینامیــکی 

اند که شامل دار پرداختههاي داراي آلیاژهاي حافظهسیستم
 باسیم شده تقویتهاي کامپوزیتی رفتار ارتعاشی تیرها و ورق

در  ]5[کولت و همکاران  شود. براي نمونهدار میآلیاژ حافظه
تحت یک SMA دار ، ارتعاشات تیر یکسر گیر2001سال 

. در قراردادند موردمطالعهتحریک الکترومغناطیس سبک را 
این بررسی از دو روش المان محدود و روش آزمایشگاهی 

هاي طبیعی تیر در دو فاز آستنیت و براي محاسبه فرکانس
ی هاي فرکانسمارتنزیت استفاده شد. نتایج مربوط به پاسـخ

دهد رفتار نرم شوندگی در پاسخ فرکانسی تیر نشان می
 .شودمیمشاهده  خوبی به موردمطالعه

، به مطالعه ارتعاشات آزاد و 2002در سال  ]6[سیلکه
اجباري سیستم یک درجه آزادي جرم صلب آویزان شده 

دار تحت بارگذاري پیچشی پرداخت. توسط لوله آلیاژ حافظه
آخنباخ براي –مولر  شده اصلاحدر این تحقیق از مدل 
دار در حالت شبه پلاستیسیته و بررسی رفتار آلیاژ حافظه

سوپرالاستیسیته استفاده شد. تحلیل ارتعاشات آزاد نشان 
دهد که ماده در حالت شبه پلاستیسیته میرایی بیشتري می

 دهد.از خود نشان می
، مروري بر رفتار 2002در سال  ]7[اورتین ودیلاي 

 همکاراندار داشتند. هان و هیسـترزیس در آلیاژهاي حافظه
هاي ، به ارائه یک دمپر بر پایه سیــم2003در سال  ]8[
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اي پرداختند. دار جهت کنترل ارتعاشات سازهآلیاژ حافظه

هاي نتایج تجربی نشان داد که افت ارتعاشات سازه
تر بوده بسیار سریع شده ارائهي دمپر گیربا بکار موردمطالعه

 هاي ویژگی، 2005در سال  ]9[ همکاراناست. پیکزیکا و 
تیتانیوم -دار نیکلمیرایی و ذخیره انرژي در آلیاژهاي حافظه

سوپر الاستیک  هاي ویژگیتجربی بر اساس  صورت بهرا 
 موردمطالعهمکانیکی مختلف تحت شرایط بارگذاري ترمو

 .قراردادند
مدل ریاضی بر اساس  2006در سال  ]10[هاشمی و خادم 

مدل آریکیو ارائه کردند که عدم تقارن در کشش و فشار و 
نیز اثرات دما بر هیسترزیس ماده در شرایط 

گیرد. ایشان همچنین به سوپرالاستیسیته را در نظر می
تیتانیوم با شرایط  -تحلیل رفتار دینامیکی یک تیر نیکل 

گیردار و دوسر مفصل در ارتعاشات  یکسر –دآزا یکسرمرزي 
اي و سینوسی آزاد و ارتعاشات اجباري تحت بارهاي ضربه

 پرداختند.
خطی یک ، دینامیک غیر2007در سال  ]11[ماکادو 

دستگاه میراگر و عایق ارتعاشی را با استفاده از شبیه سازي 
قرار داد. دستگاه  موردبررسیهاي تجربی عددي و تست

هاي شامل جرم متصل به بدنه با استفاده از سیم عهموردمطال
اي از توابع شتاب دار بود که تحت مجموعهآلیاژ حافظه

 پیوسته به فرم سینوسی قرار داشت.
، به ارائه پاسخ 2008در سال  ]12[جعفري و غیاثوند 

دار تحت بار متمرکز متحرك دینامیکی تیرهاي آلیاژ حافظه
مولر،  -آریکیو یافته توسعهمدل  پرداختند. در این تحقیق از

اي که بیانگر تغییر معادلات لاگرانژ و تابع آزمون چند جمله
شکل تیر است، استفاده شد و رفتار نرم شوندگی تیر ناشی 

 مشاهده شد. خوبی بهاز تغییر فاز ماده 
میرایی آلیاژهاي  هاي ویژگی 2011در سال  ]13[چنک 
تیتانیوم را براي اولین بار -منگنز-دار نیکلحافظه

. نتایج این بررسی نشان داد که این قراردادند موردمطالعه
دار داراي میرایی بالا براي کاربردهاي با دماي آلیاژ حافظه

 بالاست.
-آنالیز تحلیلی لوله 2010در سال  ]14[ همکارانرینالدي و 

هاي با مقیاس میکرو عبور دهنده سیال و اثرات سرعت 
 موردبررسیسیال بر میرایی، پایداري و شیفت فرکانسی را 

. تحلیل بر اساس مکانیک پیوسته کلاسیک صورت قراردادند

اي، شرایط مرزي و سرعت سیال گرفت و اثرات میرایی سازه
 بر ارتعاشات بحث شد.

آلیاژهاي  تأثیر 2011در سال  ]15[ همکارانشیائو و 
هاي دار بر رفتار ارتعاش آزاد و کمانش ورقحافظه

-را با تغییر فاصله فیبرهاي آلیاژ حافظه چندلایهکامپوزیتی 
و مطالعه  موردبررسیدار با استفاده از روش المان محدود 

. نتایج حاصله از این تحقیق نشان داد که افزایش قراردادند
هاي جاییبه کاهش جابهدار منجر کسر حجمی آلیاژ حافظه

 طور بههاي طبیعی آن ورق و اصلاح فرکانس پس کمانش
 شود.چشمگیري می

، به طراحی یک 2012در سال  ]16[ همکارانونگ و 
سیستم نوسانگر شامل جرم متمرکز متصل به انتهاي میله 

تحلیل  منظور بهدار پرداختند. در این بررسی آلیاژ حافظه
خطی دینامیکی و نیز یک ارتعاشی سیستم، یک مدل غیر

 ها آنبازده پیشنهاد شد. نتایج تحقیق روش حل عددي پر
-دار بهنشان داد که در دماهاي پایین، میله آلیاژ حافظه

 کند.صورت یک دمپر رفتار می
، ارتعاشات با دامنه 2013در سال  ]17[ همکاراناسدي و 

 شده تقویتحرارتی تیرهاي کامپوزیتی  پس کمانشبالا و 
چینی متقارن و دار با لایهتوسط فیبرهاي آلیاژ حافظه

. در این تحقیق از تئوري قراردادندرا مورد برسی  غیرمتقارن
سازي بعدي برینسون جهت شبیهبرنولی ومدل تک -تیر اولر

اي براي تحلیل دار استفاده و حل فرم بستهرفتار آلیاژ حافظه
حرارتی چنین  پس کمانشخطی و اشات آزاد غیرارتع

 تیرهایی ارائه شد. 
، ارتعاشات آزاد 2013در سال  ]18[ همکاراناسدي و 

دار را در با آلیاژ حافظه شده تقویتتیرهاي کامپوزیتی 
. قراردادند موردبررسیحرارتی  پس کمانشمحدوده پیش و 

خطی حرکت بر اساس تئوري سی معادلات غیرردر این بر
برشی مرتبه اول و معادلات وون کارمن با استفاده از اصل 

سازي و از مدل برینسون جهت مدل شده استخراجهمیلتون 
هاي استفاده شد. نتایج نشان داد که وجود سیم SMAرفتار 
SMA  در تیر باعث افزایش دماي کمانش و فرکانس پایه در

 شود. کمانش میمحدوده پیش
، به مطالعه پاسخ 2013در سال  ]19[ همکارانخلیلی و 

هاي سطحی خطی یک تیر ساندویچی با ورقدینامیکی غیر
دار در حالت سوپرالاستیک با استفاده از مدل آلیاژ حافظه

برینسون و تئوري المان محدود مرتبه بالا پرداختند. خلیلی 



 

2/ شماره21/ دوره 1404مکانیک هوافضا/ سال    

                                       

  شهروز یوسف زاده و همکاران ؛ .دار در تماس با سیال با استفاده از .....پاسخ دینامیکی یک تیر یکسر گیردار از جنس آلیاژ حافظه 87

-، مدل المان محدود غیر2013در سال  ]20[ همکارانو 
 چندلایههاي خطی جدیدي را براي تحلیل دینامیکی ورق

 دار ارائه کردند. کامپوزیتی شامل فیبرهاي آلیاژ حافظه
، به ارائه تحلیل 2015در سال  ]21[ خلیلی و دهکردي

فرکانسی ورق ساندویچی با صفحات کامپوزیتی حاوي 
و هسته وابسته به دما پرداختند. در این  SMA سیمهاي 

خطی و مدل برینسون جهت هاي غیرنشبررسی از کر
نشان داد  ها آناستفاده شد. نتایج  SMAسازي رفتار دلـــم

هاي طبیعی در که افزایش دما منجر به کاهش فرکانس
هاي مـــهاي ساندویچی کلاسیک بدون سیورق

 شود.می SMA کننده تقویت
، به تحلیل ارتعاشات 2015در سال  ]22[فروزش و جعفري 

دار پرداختند. نتایج  اي از جنس آلیاژ حافظهپوسته استوانه
 شده ارائههاي حل عددي نشان داد که فرمولاسیون و روش

اي از هاي استوانهبراي تحلیل پاسخ زمانی و فرکانسی پوسته
دار داراي صحت و سرعت همگرایی جنس آلیاژ حافظه

هاي را با رفتار ارتعاشی چنین پوسته خوبی بهبالایی بوده و 
خطی ماده ناشی از انتقال فاز غیر تأثیراتدر نظر گرفتن 

 کنند.بینی میهنگام حرکت، پیش
سازي و ، مدل2017در سال  ]23[مجابی و خیري خواه 

دار کنترل هوشمند ارتعاشات ورق کامپوزیتی یکسر گیر
. قراردادند موردبررسیدار را هاي آلیاژ حافظهباسیممسلح 

دامنه  شده طراحی هاي کننده کنترلنتایج نشان داد که 
دهند و جایی پایدار ورق را بطور چشمگیري کاهش میجابه

کلاسیک بهترین -کننده ترکیبی فازيکنترل بین دراین
 عملکرد را داراست.

تجربی  صورت به،  2018در سال  ] 24کومبهار و همکاران [
و تحلیلی به بررسی پاسخ دینامیکی سیستمی پرداختند که 

دار و الاستومر مغناطیسی با هم ترکیب در آن آلیاژ حافظه
یک سیستم دمپر جرم فنري هوشمند در  عنوان بهشدند تا 

از  ها آنعمل کنند.  شده تنظیمیک جاذب ارتعاشی 
عنصر تنظیم سختی دوطرفه در جاذب  عنوان بهکامپوزیت 

ارتعاشی براي به حداقل رساندن اثرات نامطلوب دماي 
 پایین، با افزایش سختی معادل استفاده کردند.

 تأثیر، 2018] در سال 25و همکاران [ والدر استفن
 پذیر انعطافدار بر رفتار دینامیکی روتورهاي آلیاژهاي حافظه

ارزیابی عملکرد  منظور به ها آن. قراردادند موردمطالعهرا 
سیستم بررسی عددي و تجربی انجام دادند و از مدل 

یک بعدي برینسون براي توصیف رفتار  شده اصلاحساختاري 
 دار استفاده کردند.آلیاژ حافظه

، تجزیه و تحلیل 2018] در سال 26رضویلار و همکاران [
دار شبه الاستیک را دینامیکی یک تیر آلیاژ حافظه

معادلات حاکم بر حرکت را با  ها آن. ادندقرارد موردبررسی
برنولی و با استفاده از اصل -استفاده از تئوري تیر اویلر

همیلتون استخراج کردند و معادلات دیفرانسیل بدست آمده 
را با استفاده از روش گالرکین و نیومارك حل کردند. نتایج 

نشان داد که به دلیل اثر میرایی  ها آنعددي حاصل از کار 
شی از هیسترزیس، دامنه ارتعاش در مقایسه با یک تیر نا

-الاستیک معادل کوچکتر است و در نتیجه، تیر آلیاژ حافظه
هاي رزونانس از خود نشان تري در فرکانسدار رفتار پایدار

 دهد.می
، به تجزیه و 2018] در سال 27خیرخواه و خسروي [

هاي ساندویچی تحلیل کمانش و ارتعاش آزاد ورق
دار هاي آلیاژ حافظهتوسط سیم شده تقویتکامپوزیتی 
را براي  بعدي سهروش المان محدود  ها آنپرداختند. 

. قراردادندمدلسازي و تحلیل ورق ساندویچی مورد استفاده 
نتیجه گرفتند که  شده ارائههمچنین بر اساس نتایج 

صفحات هاي دار در ورقهاي آلیاژ حافظهجاسازي سیم
بخشد و ظرفیت ساندویچی رفتارهاي مکانیکی را بهبود می

هاي طبیعی ورق ساندویچی را افزایش بار کمانش و فرکانس
 دهد.می

، به تجزیه و تحلیل 2019] در سال 28نکویی و همکاران [
 چندلایههاي مخروطی کامپوزیتی ارتعاش آزاد پوسته

از  ها آنختند. دار پردابا فیبرهاي آلیاژ حافظه شده تقویت
دار استفاده خاصیت وابسته به دماي فیبرهاي آلیاژ حافظه

کردند و با استفاده از قانون ساختاري یک بعدي برینسون، 
هاي بازیابی، مدول خواص حرارتی مکانیکی مانند تنش

الاستیسیته و مدول برشی با تغییر دماي یکنواخت براي 
 ها آن. نتایج کار دار را محاسبه کردندالیاف آلیاژ حافظه

دار حاکی از آن بود که استفاده مناسب از الیاف آلیاژ حافظه
ی فرکانس و کنترل ارتعاش پوسته توجه قابل طور به

-دار را افزایش میمخروطی کامپوزیتی شامل آلیاژ حافظه
 دهد.

، رفتار ارتعاشی 2019] در سال 29کریمی اصل و همکاران [
آزاد و اجباري پوسته هاي مرکب کامپوزیتی  غیرخطی

دار را با آلیاژ حافظه شده تقویتمنحنی چند مقیاسی 
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ها را با استفاده ها و تنشکرنش ها آن. قراردادند موردمطالعه

 غیرخطیاز تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم و روابط 
کارمن تعیین کردند. معادلات حاکم با استفاده از اصل -فون

ون استخراج گردید و با استفاده از روش اغتشاش چند همیلت
نشان داد که شکل  ها آنمقیاسی حل شد. نتایج حاصل کار 

خطی ی  بر فرکانس غیرتوجه قابل تأثیرمودهاي ارتعاشی 
 پوسته مرکب دارد.

بار دو پیش تأثیر، 2019] در سال 30فرج پور و همکاران [
زیتی در مقیاس هاي کامپومحوره بر رفتار ارتعاشی ورق

دار را مورد توسط نانو الیاف آلیاژ حافظه شده تقویتکوچک 
از مدل برینسون،  ها آن. قراردادندتجزیه و تحلیل 

و مدل پایه پاسترناك براي در نظر  غیرخطیالاستیسیته 
وابسته بودن به اندازه و  تأثیردار، گرفتن اثرات آلیاژ حافظه

رتعاشی استفاده کردند. ماتریس الاستیک بر رفتار ا تأثیر
همچنین اصل همیلتون را براي استخراج معادلات حرکت به 

هاي طبیعی کار بردند و با استفاده از روش گالرکین فرکانس
 را تعیین کردند.

تجربی  طور به]، 31[ 2020گل زردیان و همکاران در سال 
خمشی و ارتعاش آزاد تیرهاي کامپوزیتی  هاي ویژگی
 موردبررسیدار را هاي آلیاژ حافظهباسیم شده تقویت

ابزاري  عنوان بهدار از فیبرهاي آلیاژ حافظه ها آن. قراردادند
هاي استاتیکی و دینامیکی گذاري و تنظیم پاسخ تأثیربراي 

 سازه استفاده کردند.
، میرایی و ارتعاش 2020] در سال 32اشرفی و همکاران [

دار شبه فظهمیکرو تیر با لایه آلیاژ حا غیرخطیآزاد 
 موردبررسی شده اصلاحالاستیک را بر اساس تئوري تنش 

معادله حاکم بر حرکت را با استفاده از  ها آن. قراردادند
از  شده اصلاحبرنولی همراه با تئوري تنش -تئوري تیر اویلر

نشان  ها آنطریق اصل همیلتون استخراج کردند. نتایج کار 
به ضخامت اثر  داد که افزایش مقیاس طول مواد نسبت

 کاهشی بر ظرفیت میرایی دارد.
به بررسی ] 33[ 1400نصراله براتی و همکاران در سال 

از جنــس آلیاژ ارتعاشات اجباري ورق دایروي تو خالی 
هاي گیردار تحت نیروي هارمونیک با لبهدار حافظه

میدان جابجایی بر اساس تئوري مرتبه اول تغییر  پرداختند.
شکل برشی به دست آمد. معادلات حرکت با استفاده از 

سازي رفتار ماده  و براي مدل شده استخراجاصل همیلتون 
 . نتایجکردندلاگوداس استفاده -سوپر الاستیک از مدل، بوید

که تغییر فاز آلیاژ موجب کاهش  دادنشان  ها آنتحقیق 
شود و رفتار غیرخطی نرم شوندگی در م ماده میاستحکا

 .شودآلیاژ حاصل می
] یک روش 34، محمودآبادي و همکاران [2023در سال 

تحلیلی براي مطالعه ارتعاشات آزاد و اجباري تیر -نیمه
دار با در نظر گرفتن رفتار ساخته شده از آلیاژ حافظه

از روش گالرکین براي حل  ها آنسوپرالاستیک ارائه دادند. 
داد نشان  يعدد جینتامعادلات حاکم بر تیر بهره گرفتند. 

از خود نشان  یرخطیغ اریبس یکینامیرفتار د SMA تیرکه 
 ياتلاف انرژ يمحرك برا کی عنوان به تواند یو م دهد یم

 استفاده شود.
 یلیمدل تحل ک، ی2024در سال ] 35[ باسکار و همکاران

با آلیاژ  شده تقویت ریت کی یعیطب يها فرکانس یابیارز يبرا
مختلف  ياثرات پارامترها ها آن. دادندارائه دار را حافظه
) وستهی) و کوتاه (ناپوستهیبلند (پ SMA افیال يبرا یطراح

. مشاهده شد که کردند یبررسرا ها تیشده در کامپوز هیتعب
-توانند فرکانس یمکوتاه با نسبت ابعاد بالاتر  SMA افیال

 میبلند تنظ SMA بریف يهاتیخود را مشابه کامپوز يها
 کنند.

-لرزهتوان به جداسازي پایهاز کاربردهاي بارز این تحقیق می
ها براي مقاومت در برابر زلزله و حفاظت از اي ساختمان

هاي نایتینول در پزشکی و ساختمان در برابر نیروها، مته
مرور کارهاي گذشته محققان هاي عینک اشاره کرد. فریم

دهد که در بالا اشاره شد نشان می ها آنکه بخشی از 
تاکنون تحقیقی در زمینه تحلیل ارتعاشات اجباري تیر 

دار در تماس با سیال صورت کنسولی از جنس آلیاژ حافظه
در این مقاله براي نخستین بار به  رو ایننگرفته است. از 

بررسی رفتار ارتعاشی یک تیر کنسولی از جنس آلیاژ حافظه 
دار در حالت سوپرالاستیک تحت نیروي هارمونیک 

است. در این پژوهش از تئوري کلاسیک و  شده پرداخته
 شده استفادهاصل همیلتون براي استخراج معادلات حاکم 

-بوید بعدي سهوسط مدل دار تاست و رفتار آلیاژ حافظه
هاي لاگوداس مدل شده است. همچنین براي بررسی پاسخ

هاي تفاضلات مربعی، روش زمانی و فرکانسی تیر از روش
زمانی نیومارك و الگوریتم نگاشت برگشتی صفحه برنده 

گذاري نتایج است. در پایان براي صحه شده استفادهمحدب 
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پیک دارد در حالت آستنیت خالص که شرایط ایزوترو
𝜉شوند و هاي کرنش انتقال حذف می(تمامی مولفه = 0 

نتایج با مرجع  غیرخطیقرار داده خواهد شد) و در حالت 
اعتبارسنجی  منظور بههمچنین  مقایسه شده است. ]36[

دار و نتایج این تحقیق با در نظر گرفتن رفتار آلیاژ حافظه
افزار آباکوس مورد بدون تماس با سیال، نتایج حاصل با نرم

 است. قرارگرفتهمقایسه 

 معادلات حاکم -2

در این پژوهش ارتعاشات اجباري یک تیر کنسولی از جنس 
دار تحت فشار هارمونیک در تماس با سیال آلیاژ حافظه
، Lتیر داراي طول  2گیرد. مطابق شکل قرار می موردبررسی

 Hاست که در تماس با سیال به ارتفاع  bو پهناي  hارتفاع 
 .است

 
دار تحت فشار هارمونیک تیر کنسولی آلیاژ حافظه: 2شکل

 در تماس با سیال و نحوه استقرار محورهاي مختصات

 
هاي جابجایی هر نقطه در تئوري کلاسیک بصـورت مولفه

 .]18[شود ) تعریف می1رابطه (

)1( 𝑈(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

 
𝑊(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤0(𝑥, 𝑡) 

به ترتیب  𝑊و  𝑈فاصله یک نقطه از لایه میانی و  zکه 
. همچنین است  zو  xجابجایی ورق در راستاي محورهاي 

𝑢0 و 𝑤0  به ترتیب بیانگر جابجایی صفحه میانی تیر در
 .است  z و x راستاي محورهاي

تغییر -با استفاده از روابط غیرخطی ون کارمن، روابط کرنش
 :]17[گردد  زیر بیان می صورت بهمکان در مختصات دکارتی 
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+
𝜕𝑉
𝜕𝑥
� +

1
2
�
𝜕𝑊
𝜕𝑥

𝜕𝑊
𝜕𝑦

� 

𝜀𝑥𝑧 =
1
2
�
𝜕𝑈
𝜕𝑧

+
𝜕𝑊
𝜕𝑥

� +
1
2
�
𝜕𝑊
𝜕𝑥

𝜕𝑊
𝜕𝑧

� 

𝜀𝑦𝑧 =
1
2
�
𝜕𝑉
𝜕𝑧

+
𝜕𝑊
𝜕𝑦

� +
1
2
�
𝜕𝑊
𝜕𝑦

𝜕𝑊
𝜕𝑧

� 

هاي ) و صرفنظر از ترم2) در روابط (1با جایگذاري روابط (
زیر حاصـــل  صورت بهتغییرمکان -غیرخطی، رابطه کرنش

 شود:می
)3( 𝜀𝑥 =

𝜕𝑢0
𝜕x

− 𝑧
𝜕2𝑤0
𝜕x2

 

زیر  صورت بهدار  کرنش براي آلیاژ حافظه -رابطه تنش
 :]2[گردد  تعریف می

)4( σ𝑥𝑥 =
𝐸(𝜉)(1 − 𝜗)

(1 + 𝜗)(1 − 2𝜗)
[𝜀𝑥𝑥 − 𝜀𝑥𝑡] 

 𝜀𝑡به ترتیب مدول یانگ و نسبت پواسون و  𝜈و  Eکه 
کسر حجمی مارتنزیت براي  𝜉هاي کرنش برگشتی و  مولفه

) در رابطه 3باشد. با جایگذاري از رابطه ( دار می آلیاژ حافظه
 ها تعیین کرد: جایی جابهها را بر حسب  توان تنش ) می4(

)5( 𝜎𝜎𝑥 =
𝐸(𝜉)(1 − 𝜗)

(1 + 𝜗)(1 − 2𝜗) ��
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

� − 𝜀𝑥𝑡� 

گردد  زیر تعریف می صورت بههاي منتجه  نیروها و ممان
]16[ 

)6( (𝑁𝑥,𝑀𝑥) = �(1, 𝑧)𝜎𝜎𝑥

ℎ
2

−ℎ2

𝑑𝑧      

باشد. با  گشتاور منتجه می M نیروي منتجه و Nکه 
گیري در  و انتگرال) 6) در رابطه (5جایگذاري از رابطه (

زیر  صورت بههاي منتجه  راستاي ضخامت، نیروها و تنش
 تعیین خواهد شد:

)7( 
𝑁𝑥 = 𝐸1ℎ �(1 − 𝜗)

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− (1 − 𝜗)𝜀𝑥𝑡� 

𝑀𝑥 = −
𝐸1ℎ3

12
�(1 − 𝜗)

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

� 

 گردد: زیر تعریف می صورت به 𝐸1که 

)8( 𝐸1 =
𝐸(𝜉)(1 − 𝜗)

(1 + 𝜗)(1 − 2𝜗) 

استفاده براي تعیین معادلات حرکت حاکم از اصل همیلتون 
 ]15[گردد. طبق این اصل  می

)9( δ �(𝑇 − 𝑈 + 𝑊𝑛.𝑐)𝑑𝑡 = 0

𝑡2

𝑡1
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کار نیروهاي   𝑊𝑛.𝑐انرژي کرنشی و  Uانرژي جنبشی،  Tکه 

انرژي کرنشی ذخیره شده در . باشد خارجی غیر پایستار می
 ]40[شود تیر از رابطه زیر تعیین می

)10( 
𝑈 =

1
2
�𝜎𝜎𝑖𝑗 𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉

=
1
2
� � � 𝜎𝜎𝑥𝜀𝑥𝑑𝑥 𝑑𝜃𝑑𝑧

𝐿

0

𝑏

0

ℎ
2

−ℎ2

 

) و 10) در رابطه (5) و (3با جایگذاري از روابط (
و با  δگیري در راستاي ضخامت و اعمال عملگر  انتگرال

استفاده از انتگرال جز به جز روي عبارت حاصل، تغییرات 
 زیر خواهد شد: صورت بهانرژي کرنشی 

)11( 𝛿𝛿𝑈 = −� � �𝑁𝑥,𝑥𝛿𝛿𝑢0 + 𝑀𝑥,𝑥𝑥𝛿𝛿𝑤0�𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐿

0

𝑏

0
 

 ]63[شود  جنبشی تیر از رابطه زیر تعیین می انرژي
)12( 𝑇 =

1
2
�𝜌�𝑈̇2 + 𝑉̇2 + 𝑊̇2� 𝑑𝑉 

) انرژي جنبشی 12) در رابطه (1با جایگذاري از رابطه (
 گردد: زیر تعیین می صورت به

)13( 
𝑇 =

1
2
� � �𝜌�𝑢̇02−2𝑧𝑢̇0

𝜕𝑤̇0

𝜕𝑥
+ 𝑧2 �

𝜕𝑤̇0

𝜕𝑥
�
2𝐿

0

𝑏

0

ℎ
2

−ℎ2

+ 𝑤̇0
2� 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

) و اعمال 13گیري در راستاي ضخامت در رابطه ( با انتگرال
جزء و صرفنظر از  و با استفاده از انتگرال جزءبه δعملگر 

زیر در  صورت بههاي چرخش، تغییرات انرژي جنبشی  ترم
 آید:می

)14( � 𝛿𝛿𝑇𝑑𝑡 = � � � −𝜌ℎ(𝑢̈0𝛿𝛿𝑢0
𝐿

0

𝑏

0

𝑡2

𝑡1

𝑡1

𝑡1
+ 𝑤̈0𝛿𝛿𝑤0)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡 

شامل دو قسمت  کار ناشی از نیروهاي خارجی ناپایستار
ناشی از -ناشی از بار گسترده روي تیر. ب -الف :باشد می

,𝑞(𝑥اگر تماس با سیال.  𝑡)  بار گسترده اعمالی و𝑝(𝑥, 𝑡) 
فشار اعمالی ناشی از سیال به تیر باشد، تغییرات کار 

 شود:زیر تعریف می صورت بهنیروهاي خارجی ناپایستار 

)15( 𝛿𝛿𝑊𝑛.𝑐 = � � (𝑝(𝑥, 𝑡) − 𝑞(𝑥, 𝑡))
𝐿

0

𝑏

0
𝛿𝛿𝑤0𝑑𝑥𝑑𝑦 

) و 9) در رابطه (15) و (13)، (10با جایگذاري از روابط (
معادلات حاکم بر حرکت  ،حساب تغییرات اصلاستفاده از 

 گردد: زیر استخراج می صورت بهتیر مفروض 

)16( 𝑁𝑥,𝑥 = 𝜌ℎ𝑢̈0 
𝑀𝑥,𝑥𝑥 − 𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝜌ℎ𝑤0̈ − 𝑝(𝑥, 𝑡) 

 فشار دینامیکی سیال -3

دست آوردن مدل ریاضی یک سیال فرضیات زیر براي به 
شود:  می  براي رفتار مدل دینامیکی آن در نظر گرفته

شود (به همین  ها و سرعت سیال کوچک فرض می جابجایی
توان از اثر نیروهاي درگ و لیفت سیال صرفنظر  دلیل می

شود.  خطی در نظر گرفته می صورت بهنمود). رفتار سیال 
شود به نحوي که براي آن یک تابع  آل فرض می سیال ایده

توان یافت. شرایط اولیه سیال صفر و  پتانسیل می
بندي براساس تابع پتانسیل سرعت در نظر گرفته  فرمول

شود. در نظر گرفتن دامنه محدود براي سیال، صرفنظر  می
غیر ویسکوز و غیر کردن از اثر امواج، تراکم ناپذیري، 
 .استچرخشی بودن سیال از دیگر فرضیات 

با توجه به فرضیات گفته شده براي سیال در تماس با تیر، 
باید معادله لاپلاس را در دامنه  Фتابع پتانسیل سرعت 

سیال ارضا کند. این معادله در مختصات دکارتی به فرم زیر 
  ]:39و  38می باشد [

)17( 𝛻2Ф(𝑥, 𝑧, 𝑡) =  
𝜕2Ф
𝜕𝑥2

+
𝜕2Ф
𝜕𝑧2

= 0 

,𝑥)هاي سرعت در دو راستا مولفه 𝑧) زیر مشخص  صورت به
 شود: می

)18( 𝑉𝑥 =
𝜕Ф
𝜕𝑥

, 𝑉𝑧 =
𝜕Ф
𝜕𝑧

 

با توجه به مطالب بیان شده در قسمت قبل، سرعت سیال و 
تیر در سطح تماس در راستاي عمود بر سطح تیر (راستاي 

z:برابر است، بنابراین ( 

)19( 𝑉𝑧 = �
𝜕Ф
𝜕𝑧
�
𝑧=−ℎ/2

=
𝜕𝑤
𝜕𝑡

 

با استفاده از روش جداسازي متغیرها تابع پتانسیل سیال را 
 گیریم: زیر در نظر می صورت به
)20( Ф = 𝐹(𝑧)𝐺(𝑥, 𝑡) 

 ) داریم:19) در رابطه (20با جایگذاري از رابطه (

)21( 𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

𝐹′(−ℎ/2)
𝜕𝑤
𝜕𝑡

 

 زیر خواهد شد: صورت بهبنابراین تابع پتانسیل 

)22( Ф = �
𝐹𝑛(𝑧)

𝐹𝑛′(−ℎ/2)
𝜕𝑤
𝜕𝑡

∞

𝑛=1

 

) قرار داده 17) در رابطه (20، رابطه (𝐹(𝑧)براي تعیین 
 شود:شود و روابط زیر حاصل می می

)23( 𝐹𝑛′′ − 𝜆𝑛
2𝐹𝑛 = 0          

𝐺𝑛′′ + 𝜆𝑛
2𝐺𝑛 = 0         
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 Gباشد. شرایط مرزي براي تابع  مقدار ثابت مثبت می 𝜆𝑛که 
با توجه به صفر بودن سرعت سیال در ابتدا و انتهاي تیر به 

 فرم زیر است:
)24( 𝐺𝑛′ (0) = 𝐺𝑛′ (𝐿) = 0 

به فرم زیر  𝐹𝑛) و اعمال شرایط مرزي 23با حل معادلات (
 خواهد شد:

)25( 

𝐹𝑛(𝑧) = 𝐶1 �𝑐𝑜𝑠ℎ �
𝑛𝜋
𝐿
𝑧�

+ 𝑡𝑎𝑛ℎ �
𝑛𝜋
𝐿
�𝐻

+
ℎ
2
�� 𝑠𝑖𝑛ℎ �

𝑛𝜋
𝐿
𝑧�� 

توجه به شرایط مرزي تعیین مقداري ثابت بوده و با 𝐶1 که 
) تابع 22) در رابطه (25شود. با جایگذاري از رابطه ( می

 زیر خواهد شد: صورت بهپتانسیل 

)26( Ф = �
𝑐𝑜𝑠ℎ (𝑛𝜋𝐿 (𝑧 + 𝐻 + ℎ

2))

�𝑛𝜋𝐿 � 𝑠𝑖𝑛ℎ (𝑛𝜋𝐿 𝐻)

𝜕𝑤
𝜕𝑡

∞

𝑛=1

 

با استفاده از معادله برنولی و صرفنظر از عبارات 
سازه  -اس سیالغیرچرخشی، فشار سیال در سطح تم

 باشد. اینگونه می

)27( 
𝑝 = 𝑝|𝑖𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑐𝑡 𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒

= −𝜌𝑓
𝜕Ф
𝜕𝑡
�
𝑖𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑐𝑡 𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒

 

توان فشار دینامیکی  ) می27) و (26با استفاده از روابط (
 اعمالی از سیال به تیر را تعیین کرد:

)28( 
𝑝 = −𝜌𝑓 �

𝜕Ф
𝜕𝑡
�
𝑧=−ℎ/2

= −𝜌𝑓�
𝑐𝑜𝑡ℎ (𝑛𝜋𝐿 𝐻)

�𝑛𝜋𝐿 �

𝜕2𝑤
𝜕𝑡2

∞

𝑛=1

 

) در رابطه 28) و (7توان با جایگذاري از روابط ( اکنون می
ها تعیین کرد  جایی ) معادله حرکت تیر را برحسب جابه16(
]2[: 

)29( 

𝐸1 �(1 − 𝜗)
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

− (1 − 𝜗)𝜀𝑥,𝑥
𝑡 �

+ 𝐸1,𝑥 �(1 − 𝜗)
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− (1 − 𝜗)𝜀𝑥𝑡� = 𝜌
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

 

−
𝐸1ℎ3

12
�(1 − 𝜗)

𝜕4𝑤0
𝜕x4

�

−
𝐸1,𝑥ℎ3

6
�(1 − 𝜗)

𝜕3𝑤0
𝜕x3

�

− −
𝐸1,𝑥𝑥ℎ3

12
�(1 − 𝜗)

𝜕2𝑤0
𝜕x2

�

− 𝑞(𝑥, 𝑡)

= �𝜌ℎ

+ 𝜌𝑓�
𝑐𝑜𝑡ℎ (𝑛𝜋𝐿 𝐻)

�𝑛𝜋𝐿 �

∞

𝑛=1

�
𝜕2𝑤0
𝜕𝑡2

 

 هاي عدديروش -4

از دو  یکنسول ریارتعاشات ت یبررس يپژوهش برا نیدر ا
معادلات  يحل عدد ياست. برا شده استفاده يروش عدد

که  یروش تفاضلات مربع ،یحاکم بر حرکت از نظر مکان
نقاط . است دهیاست استفاده گرد قیو دق عیروش سر کی

در نظر  يبا فاصله مساو یروش تفاضلات مربع در یانتخاب
 است )30(رابطه  صورت به r يکه در راستا است شده گرفته

]2[: 

)30(  𝑟𝑖 =
𝑖 − 1
𝑁𝑟 − 1

(𝑏 − 𝑎)   ;               𝑖 = 1, … . .𝑁𝑟 
) معادله 29مربعی در معادلات (با اعمال روش تفاضلات 

 آید:) به دست می31ماتریسی (
)31(  𝑀∆̈ + 𝑘∆= 𝐹1 + 𝐹2      ,      ∆= �{∆𝑏}

{∆𝑑}�   
) همه نقاط zبردار جابجایی (در راستاي محور  ∆که در آن 

است که به ترتیب بردار جابجایی  𝑑∆و   𝑏∆شامل بردارهاي 
یر نقاط مربوط به نقاط مرزي و بردار جابجایی مربوط به سا

هاي جرم و به ترتیب ماتریس Kو    M هستند. همچنین
بوده و هنگام تغییر فاز ماده عوض  𝜉سختی هستند که تابع 

بردار ناشی از کرنش  𝐹1بردار فشار خارجی و  𝐹2 .شوندمی
 .استانتقال 

هاي زمانی هاي عددي متفاوتی براي تقریبهمچنین روش
-قرار دارد که به انتگرالمعادلات دیفرانسیل در دسترس 
ها عبارتند از شرو اینترین گیري مستقیم شهرت دارد. رایج

کوتا و -روش تفاضل مرکزي، روش ویلسون، روش رانگ
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در معادلات حرکت مشتق زمانی  که ازآنجاییروش نیومارك. 

 شده گرفتهوجود دارد در این پژوهش از روش نیومارك بهره 
عت و شتاب بصورت زیر ش بردارهاي سررو ایناست. در 

 :]23[شودتخمین زده می

)32(  ∆̈��⃗ 𝑞+1= 𝑎0�∆��⃗ 𝑞+1 − ∆��⃗ 𝑞� − 𝑎2∆̇��⃗ 𝑞 − 𝑎3∆̈��⃗ 𝑞 
∆̇��⃗ 𝑞+1= ∆̇��⃗ 𝑞 + 𝑎6∆̈��⃗ 𝑞 + 𝑎7∆̈��⃗ 𝑞+1 

⃗��∆که  𝑞+1  ،بردار جابجایی∆̇��⃗ 𝑞+1 بردار سرعت و ،∆̈��⃗ 𝑞+1  بردار
𝑡𝑞+1همچنین  .استشتاب  = 𝑡𝑞 + Δ𝑡  که𝑡𝑞 زمان ،

معرف گام  𝑞که زیر نویس  استگام زمانی  Δ𝑡پیشین و 
) 33بصورت رابطه ( 𝑎𝑖ام است. همچنین ضرایب𝑞زمانی 

 :]14[شود بیان می

)33(  

𝑎0 =
1

𝛼Δ𝑡2
   , 𝑎1 =

𝛿𝛿
𝛼Δ𝑡

    ,   𝑎2 =
1
𝛼Δ𝑡

 

𝑎3 =
1

2𝛼
− 1  , 𝑎4 =

𝛿𝛿
𝛼
− 1 , 𝑎5 =

Δ𝑡
2
�
𝛿𝛿
2
− 2� 

 𝑎6 = Δ𝑡(1 − 𝛿𝛿) , 𝑎7 = 𝛿𝛿Δ𝑡 
پارامترهایی براي کنترل صحت و پایداري روش  𝛼 و  𝛿𝛿که 
 25/0و  5/0برابر  ]23[ مرجع د که به ترتیب طبقنباشمی

) منجر به 31) در رابطه (32هستند. جایگذاري روابط (
 شود.) می34رابطه (

)34(  

𝐾�𝑞+1∆��⃗ 𝑞+1= 𝐹⃗𝑞,𝑞+1  ,   𝐾�𝑞+1 = 𝑎0𝑀𝑞+1 + 𝐾𝑞+1 

𝐹⃗𝑞,𝑞+1 = �𝐹⃗1 + 𝐹⃗2�𝑞+1
+ 𝑀𝑞+1 �𝑎0∆��⃗ 𝑞 + 𝑎2∆̇��⃗ 𝑞

+ 𝑎3∆̈��⃗ 𝑞� 
مربوط به زمان حال با ) بردار جابجایی 34بر اساس رابطه (

مشخص بودن بردارهاي جابجایی، سرعت و شتاب مربوط به 
شود. در این تحقیق براي محاسبه زمان قبل محاسبه می

بردارهاي جابجایی و شتاب در هر لحظه از زمان از یک 
شود. روند کار بدین صورت فرایند تکرار شونده استفاده می

زیت و تانسور کرنش است که ابتدا مقادیر کسر حجمی مارتن
شود و این حدس اولیه در نظر گرفته می عنوان بهانتقال 

    Mو K هايو ماتریس K هايماتریسحدس براي محاسبه 
شود و بردار استفاده می موردبررسیدر زمان  𝐹⃗1و بردار 

جابجایی در گام بعدي با استفاده از روش نیومارك محاسبه 
جابجایی -گردد سپس با استفاده از معادلات کرنشمی

 موردبررسیزمان  جایی جابهتانسور کرنش مربوط به بردار 
آید. سپس با مشخص شدن تانسور کرنش با به دست می

گردد. محاسبه می 𝜀𝑡و  𝜉توجه به الگوریتم نگاشت برگشتی 

  𝜀𝑡و  𝜉بعد از این مرحله با توجه به محاسبه مقادیر جدید 
شوند. در می روزرسانی به 𝐹⃗1و بردار   Mو K هايماتریس

ادامه با توجه به مقادیر بروز رسانی شده، روش نیومارك 
کند سپس با جایی را در گام بعدي محاسبه میبردار جابه

ها در دومین گام و اولین گام اگر تفاوت جاییمقایسه جابه
-از مقدار مشخصی کمتر باشد فرآیند تکرار متوقف می ها آن

پاسخ نهایی در نظر گرفته  عنوان بهجایی شود و بردار جابه
فرآیند تا زمانی که اختلاف  این صورتشود در غیر می

-ها از مقدار تلرانس مشخصی کمتر باشد ادامه میجابجایی
 یابد.

 بحث بر روي نتایج -5

از تحلیل ارتعاشات  در این بخش نتایج عددي حاصل
تیتانیوم -دار نیکلاجباري تیر کنسولی از جنس آلیاژ حافظه

شود. است بررسی می شده ارائه) 1که خواص آن در جدول (
تیر ابتدا در فاز آستنیت کامل قرار دارد که در این شرایط 

گراد است درجه سانتی 25تیر بدون تنش بوده و دماي آن 
 است.𝐴𝑓 که با توجه به خواص ماده، بالاتر از 

سنجی نتایج بدست آمده از پژوهش حاضر، صحت منظور به
است. در این مرجع  شده استفاده ]36[از نتایج مرجع 

ارتعاش اجباري یک تیر ایزوتروپ در تماس با سیال بررسی 
از پژوهش حاضر  آمده دست بهنتایج  3شده است. در شکل 

مقایسه شده است که  ]36[از مرجع  آمده دست بهبا نتایج 
𝑇انطباق خوبی بین پاسخ ارتعاشی در زمان 
2

در طول تیر  
 وجود دارد.

 
از  آمده دست بهمقایسه نتایج تحقیق حاضر با نتایج  :3شکل
 ]36[مرجع 

آمده از سنجی نتایج بدست اعتبار منظور بههمچنین، 
، داربا در نظر گرفتن رفتار آلیاژ حافظه پژوهش حاضر
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 با نتایج  جابجایی عرضی تیر در حالت بدون تماس با سیال
مورد مقایسه  4افزار آباکوس مطابق شکلاز نرم آمده دست به

براي  1سازي، از خواص جدولاست. در این مدل قرارگرفته
𝑃0 دار وآلیاژ حافظه = 2𝑀𝑃𝑎 است.  دهش استفاده

دهد انطباق خوبی بین که این شکل نشان می گونه همان
 شود. نتایج مشاهده می

 
از  آمده دست بهمقایسه نتایج تحقیق حاضر با نتایج : 4شکل

 افزار آباکوس.نرم

تیر تحلیل ارتعاشات اجباري  منظور بهدر مطالعه حاضر 
هاي زمانی و و مطالعه رفتار غیرخطی پاسخ یکسر گیردار

 شده استفادهو نیومارك  SMA ،DQMفرکانسی ورق از کد 
 است. شده آماده MATLAB افزار نرماست که توسط 

مربوط به الگوریتم نگاشت برگشتی بر  SMAهمچنین کد 
است. تعداد  شده نوشتهلاگوداس -بوید بعدي سهاساس مدل 

نقاط مناسب در روش تفاضلات مربعی از تست همگرایی 
در تحلیل  N=20ها بدست آمده است که بر اساس آن پاسخ

 است. شده استفادهارتعاشات اجباري تیر 
 ]1[تیتانیوم–دار نیکلحافظهخواص آلیاژ  :1جدول

 خواص ماده (واحد) مقدار
1 L(m) 

270 𝐴𝑠(𝐾) 

280 𝐴𝑓(𝐾) 

245 𝑀𝑠(𝐾) 

230 𝑀𝑓(𝐾) 

3/0  𝜈 

6500 𝜌 �
𝑘𝑔
𝑚3� 

55 𝐸𝐴(𝐺𝑃𝑎)∗ 
46 𝐸𝑀(𝐺𝑃𝑎)∗ 

22E-6 𝛼 �
1
𝐾� 

4/7 E6 𝑐𝐴 = 𝑐𝑀 =
−𝜌Δ𝑠0
𝐻 �

𝐽
𝑘𝑔𝐾� 

0 Δ𝑐 
 به ترتیب مربوط به فاز آستنیت و مارتنزیت است  Mو A هايبالا نویس*

شود که تیر جهت بررسی ارتعاشات اجباري تیر، فرض می
یکنواخت سرتاسري هارمونیک به فرم زیر  بار یکتحت 

 است: قرارگرفته
)35(  𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑝𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑓𝑡) 

. در استفرکانس تحریک  𝑓دامنه نیروي تحریک و  𝑝که 
این مطالعه، براي تعیین پاسخ ارتعاشی تیر و بررسی 

بردارهاي پارامترهاي موثر، یک فرایند تکراري براي محاسبه 
شود. ابتدا، مقادیر جابجایی و شتاب در هر زمان انجام می

یک  عنوان بهکسر حجمی مارتنزیت و تانسور کرنش انتقال 
شود که براي محاسبه فرض اولیه در نظر گرفته می

-استفاده می در زمان حال𝐹⃗1 و بردار   K ،Mهاي ماتریس
ش شوند. در مرحله بعدي، بردار جابجایی از طریق رو

شود. سپس، با استفاده از معادلات نیومارك محاسبه می
جابجایی، تانسور کرنش مربوط به بردار جابجایی در -کرنش

با تعیین تانسور  𝜀𝑡و  𝜉آید. در ادامه، زمان حاضر بدست می
-کرنش با توجه به الگوریتم نگاشت برگشتی محاسبه می

با  𝐹⃗1و بردار  Mو K هايماتریسمرحله،  ازاین پسشوند. 
شوند. می روزرسانی به 𝜀𝑡و  𝜉توجه به محاسبه مقادیر جدید 

شده، روش نیومارك بردار جابجایی  روز بهبا توجه به مقادیر 
کند. سپس، اگر اختلاف به میـــرا در مرحله بعدي محاس

در مرحله اول و دوم کمتر از یک مقدار  ها جابجاییبین 
شود، و بردار جابجایی قف میخاص باشد، روند تکرار متو

پاسخ نهایی در نظر گرفته خواهد شد. در غیر این  عنوان به
تا زمانی که اختلاف جابجایی  یابد میصورت، روند ادامه 

 کمتر از یک تلرانس خاص باشد.
کرنش محوري در نقطه -نتایج مربوط به تنش 5در شکل

 سیکلنیم دار تحت فشار خارجی در میانی تیر آلیاژ حافظه
و  𝑠 0.005نشان داده شده است که در آن دوره تناوب 

𝑃0دامنه فشار  = 900𝑘𝑃𝑎  است. با  شده گرفتهدر نظر
به میزانی است  شده انتخابتوجه به این نمودار، شدت فشار 

که منجر به تغییر فاز در ماده نشده و همچنان در فاز 
 است. مانده باقیآستنیت خالص 
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کرنش محوري براي دامنه فشار -نمودار تنش :5شکل

𝑃0 = 900𝑘𝑃𝑎. 
کرنش محوري در نقطه -نتایج مربوط به تنش 6در شکل 

دار تحت فشار خارجی در یک سیکل میانی تیر آلیاژ حافظه
 𝑠 0.005کامل نشان داده شده است که در آن دوره تناوب 

𝑃0و دامنه فشار  = 2𝑀𝑃𝑎  است. با توجه  شده گرفتهدر نظر
میرایی به وجود آمده در ماده به دلیل  تأثیربه این نمودار، 

تر مارتنزیت و در استحکامتغییر فاز از آستنیت به فاز کم
نتیجه ایجاد سیکل هیسترزیس حین یک سیکل بارگذاري و 

 باربرداري را به نمایش گذاشته است.

 
کرنش محوري براي دامنه فشار -نمودار تنش :6شکل

𝑃0 = 2𝑀𝑃𝑎. 

زمان در نقطه -تغییرات مربوط به کرنش انتقال 7در شکل 
دار تحت فشار خارجی در یک سیکل میانی تیر آلیاژ حافظه

 𝑠 0.005کامل نشان داده شده است که در آن دوره تناوب 
𝑃0و دامنه فشار  = 2𝑀𝑃𝑎  است.  شده گرفتهدر نظر 

 
زمان براي دامنه فشار -نمودار کرنش انتقال  :7شکل

𝑃0 = 2𝑀𝑃𝑎. 

زمان مربوط به -نمودار کسر حجمی مارتنزیت 8شکل در 
دار تحت فشار خارجی در یک نقطه میانی تیر آلیاژ حافظه

سیکل کامل نشان داده شده است که در آن دوره تناوب 
0.005 𝑠  و دامنه فشار𝑃0 = 2𝑀𝑃𝑎  شده گرفتهدر نظر 

 است. 

 
زمان براي دامنه -نمودار کسر حجمی مارتنزیت :8شکل
𝑃0فشار  = 2𝑀𝑃𝑎 

براي بررسی پارامترهاي موثر بر رفتار ارتعاشی تیر با توجه 
𝑓)به فرکانس تحریک  = 𝜔/2𝜋 = 190𝐻𝑧) پاسخ ،

و براي نقطه  𝑠 0.005ارتعاشی سیستم در یک بازه زمانی 
اثرات تغییر ارتفاع  9گردد. در شکل میانی تیر بررسی می

سیال بر روي پاسخ دینامیکی تیر در تماس با سیال را براي 
نشان داده شده است. همانطور که  𝑠 0.005دوره تناوب 

نشان داده شده است، با افزایش ارتفاع سیال، جابجایی 
یابد و این تغییرات با افزایش بیشتر افزایش می ی تیرـعرض

ارتفاع سیال ناچیز شده و افزایش ارتفاع آن از یک حدي به 
چندانی بر جابجایی عرضی تیر ندارد. علت این  تأثیربعد، 

توان به دور شدن دیواره صلب کف مخزن از تیر پدیده را می
 و کاهش امواج بازگشتی از آن نسبت داد.
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حضور سیال بر پاسخ ارتعاشی تیر از  تأثیرجهت بررسی 
همانطور که  است. شده ارائه 10دار، شکل جنس آلیاژ حافظه

ی دامنه توجه قابلشود حضور سیال به طرز مشاهده می
به علت اینکه سیال دهد. پاسخ ارتعاشی را کاهش می

که معادل  استغیرلزج فرض شده و فقط داراي اینرسی 
کند. لذا با وجود سیال به تیر عمل می 2جرم افزوده شده

جرم معادل تیر افزایش یافته و در نهایت جابجایی آن 
 یابد.کاهش می

 
یکسر حضور سیال بر پاسخ دینامیکی تیر  تأثیر: 10شکل
 دار تحت بار هارمونیک.ساخته شده از آلیاژ حافظه گیردار

چگالی سیال بر روي پاسخ  تأثیربراي بررسی  11 شکل
دار در تماس با سیال رسم شده دینامیکی تیر آلیاژ حافظه

با افزایش چگالی سیال شود، است. همانطور که مشاهده می
 .یابدتر شدن سیال) جابجایی عرضی تیر کاهش می(سنگین

سیال غیرلزج توضیح داده شده  10همانطوري که در شکل 
که معادل جرم افزوده  استفرض شده و فقط داراي اینرسی 

کند. لذا با افزایش چگالی سیال، جرم شده به تیر عمل می
اضافه شده به تیر افزایش یافته که منجر به کاهش جابجایی 

 شود.آن می

                                                           
2 . Added Mass 

 
تحت بار  SMAپاسخ دینامیکی تیر کنسولی  :11شکل

 هارمونیک براي مقادیر مختلف چگالی سیال.

اثر تغییرات دامنه بار خارجی بر روي پاسخ  12شکل
دار در تماس با سیال را نشان دینامیکی تیر آلیاژ حافظه

 دهد. همانطور که مشخص است، با افزایش دامنه بارمی
دامنه ارتعاش افزایش یافته و افزایش دامنه ارتعاش منجر به 

 د.شوجابجایی عرضی تیر می افزایش

 
تحت بار  SMAپاسخ دینامیکی تیر کنسولی  :12شکل

 هارمونیک براي مقادیر مختلف دامنه بار تحریک.

فرکانس تحریک بر پاسخ تیر آلیاژ  تأثیربراي بررسی 
رسم شده است.  13دار در تماس با سیال، شکل حافظه

فرکانس تحریک  که هنگامیهمانطور که مشخص است، 
یابد و می افزایشیابد، دامنه جابجایی عرضی تیر می کاهش

 افتد.حداکثر جابجایی عرضی با تأخیر در زمان اتفاق می

 
تحت بار  SMAپاسخ دینامیکی تیر کنسولی  :13شکل

 
تحت بار  SMAپاسخ دینامیکی تیر کنسولی  :9شکل

 هارمونیک براي مقادیر مختلف ارتفاع سیال.
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 مقادیر مختلف فرکانس بار تحریک.هارمونیک براي 

 گیرينتیجه -6

از  یکسر گیردار یرت یک يحاضر ارتعاشات اجبار یقدر تحق
قرار  موردبررسی سیال با تماس در دارحافظه یاژجنس آل

استفاده شد.  یککلاس ياز تئور یرت یلگرفت و جهت تحل
از حل معادله لاپلاس  یالس یرفتار نوسان یینتع يبرا

حل معادلات حاکم بر  يسرعت استفاده شد. برا یلپتانس
بهره گرفته شد. با  یتفاضلات مربع ياز روش عدد یرت

 شد:حاصل  یرز یجخلاصه نتا طور به يعدد یجنتا یبررس
 شده گرفتهدهد که روش عددي به کار نتایج نشان می -1

دار براي تحلیل پاسخ زمانی و فرکانسی تیر آلیاژ حافظه
داراي همگرایی بالایی بوده و رفتار ارتعاشی تیر را با در نظر 

غیرخطی ماده ناشی از تغییر فاز هنگام  تأثیراتگرفتن 
 کند.بینی میپیش خوبی بهحرکت 

با وجود  یالدر تماس با س SMA یرت یعرض ییجابجا -2
چون وجود سیال جرم معادل تیر را  .یابدیکاهش م یالس

 شود.افزایش داده و منجر به کاهش جابجایی آن می
به  SMA یرت یعرض ییجابجا یال،ارتفاع س یشبا افزا -3

یابد و افزایش بیشتر ارتفاع سیال یم یشافزا یزيطرز ناچ
 چندانی بر جابجایی عرضی تیر ندارد. تأثیر

شدن سیال) جابجایی تر با افزایش چگالی سیال (سنگین -4
یابد. چون سیال غیرلزج فرض شده و عرضی تیر کاهش می

که معادل جرم افزوده شده به تیر  استفقط داراي اینرسی 
کند. لذا با افزایش چگالی سیال، جرم اضافه شده به عمل می

 شود.تیر افزایش یافته که منجر به کاهش جابجایی آن می
 یشافزا یک،دامنه بار تحر یشبا افزا یرت یعرض ییجابجا -5
. چون افزایش دامنه بار، دامنه ارتعاش را افزایش یابدیم

داده و افزایش دامنه ارتعاش منـــجر به افزایش جابجایی 
 گردد.  عرضی می

دامنه  یابد،یم یشافزا یکفرکانس تحر که هنگامی -6
و حداکثر  یابدیکاهش م SMA یرت یعرض ییجابجا
 .افتدیدر زمان اتفاق م یرخأبا ت یعرض ییجابجا
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