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 چکیده

شده شده از مواد هدفمند همسانگرد و همسانگرد عرضی بررسی ساختهمستطيلی های ورق حالت ماندگاراجباری ارتعاشات تحليل ، مقالهدر این 

با استفاده از اصل کار معادلات حاکم  ،ه استارائه شد یدولیباترا و وقائم که توسط بالاتر تغيير شكل برشی و  مرتبهجدید بر پایه تئوری  .است

خيز ورق در امتداد  ،همچنين .شودمیلحاظ  در راستای ضخامت قائمهر دو اثر تغيير شكل برشی و  تئوریاین در . آیندمی دستهمجازی ب

نتایج عددی  خامت از تابع توانی، استفاده شده است.ض راستایمواد هدفمند در برای بيان خواص مكانيكی  شود.میضخامت ثابت درنظر گرفته ن

امترهای خواص مواد هدفمند و پار اند. اثرنمودارها بيان شدهو  هاولبراساس تئوری مرتبه اول تا پنجم تغيير شكل برشی و قائم در قالب جد

 ،ضخيمنازک و نيمه هایتئوری نه تنها برای ورق ایندهد که  این بررسی نشان میمورد بررسی قرار گرفته است. ها هندسی ورق روی خيز و تنش

 دهد.يم نيز نتایج بسيار دقيقی میضخ هایبلكه برای ورق
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ABSTRACT 
In this paper, forced vibration steady analysis of thick functionally graded isotropic and transversely isotropic 

rectangular plates has been investigated. Based on the higher-order shear and normal deformable plate theory 

which was introduced By Batra and Vidoli, the governing equations are obtained using the principle of virtual 

work. In this theory, both shear and normal deformation effects in the thickness direction are considered. Also, the 

deflection of the plate along the thickness is not constant. A power law distribution is used to describe the 

mechanical properties of the functionally graded materials through the thickness. The numerical results have been 

presented for first to fifth order shear and normal deformable theory in tables and diagrams. The effects of 

functionally graded material properties and the geometric parameters of the plate on deflection and stresses have 

been studied. This investigation is shown that this theory gives accurate results not only for thin and moderately 

thick plates, but also for functionally graded thick plates. 
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 مقدمه -1

مواد هدفمند، مواد مرکبی هستند که حاصل ترکيب دو فلز یا 

ها باشند و در آنمی)معمولا سراميك(  یك فلز و یك نافلز

       طور پيوسته از یك در یك یا چند جهت به واداص مخو

ها  کند. مقاومت بسيار خوب سراميكلایه دیگر تغيير میبهلایه

کنار چقرمگی بالای فلزات این در برابر حرارت و سایش، در 

گانه تبدیل کرده است. امروزه با کارایی دو وادیرا به م وادم

هایی با دمای بالا صورت ترین کاربرد این مواد در محيطبيش

 گيرد.می

های دوبعدی ورق های مختلفی برای تحليلتاکنون تئوری    

د ضخامت به طول ورق مور ارائه شده است، که براساس نسبت

بعدی ها، تحليل دو گيرند. در تمامی این تئوریاستفاده قرار می

     بجایی در راستای ضخامت صورت ورق و بسط ميدان جا

های  های برشی ورق در تحليل ورق گيرد. اگرچه تئوری می

اثر  دليل درنظرنگرفتندهند، اما به ضخيم نتایج خوبی می

قيق فاصله دارند. برای های د های عمودی، هنوز با جواب کرنش

نام تئوری تغيير شكل برشی رفع این مشكل، تئوری جدیدی به

معرفی شده است. این تئوری،  ]3[ 3و قائم توسط باترا و ویدولی

های قبل بوده و هر دو اثر تغيير شكل برشی  تئوری  کامل کننده

 گيرد.  و قائم را در راستای ضخامت در نظر می

خواسته باعث ایجاد مكانيكی ارتعاشات نا هایسامانهدر      

، نقص ها  سازهشدن اتصالات، شكست ترک در قطعات، لق

شود. با  یمعملكرد وسایل الكترونيكی و بسياری از موارد دیگر 

ی ها فرکانسهمچون  سامانهگيری مشخصات نوسانی  اندازه

ی دور از حالت تشدید را انتخاب ها  سرعت توان  یمطبيعی آن 

مطلوب ارتعاشات جلوگيری نمود.  رده و از بسياری از آثار ناک

مطالعه جامعی بر اصول حاکم در  3333ر سال د ]7[ 7ردی

های کلاسيك و تئوری های مورد استفاده همچون تئوریتئوری

[ در سال 1های هوشمند داشت. ردی ]برشی در تحليل ورق

ستاتيكی و مدل اجزاء محدود برای آناليز ا به ارائه 7222

ی از تئوریی از جنس مواد هدفمند با استفاده ها ورقدیناميكی 

 در سال [4و همكارانش ] 1برشی مرتبه سوم پرداخت. شن

 
1  - Batra and Vidoli 

2- Reddy 

3- Shen 

 

 

 
 

های مستطيلی با به بررسی ارتعاشات آزاد و اجباری ورق 7223

 شرایط مرزی آزاد تحت بستر الاستيك پرداختند. در سال

های یناميكی ورقهای د[ پاسخ5، شن و همكارانش ]7221

های ساده تحت اثر بستر الاستيك گاهای با تكيهمستطيلی لایه

. های مكانيكی و حرارتی را مورد مطالعه قرار دادندناشی از بار

ارتعاشات آزاد و اجباری  7221[ در سال 1و باترا ] 4کيان

های مستطيلی ضخيم را با استفاده از تئوری مرتبه بالاتر  ورق

شی و عمودی و روش بدون المان محلی پتروف تغيير شكل بر

با  7224در سال  ]12[ژانگ و یانگ بررسی کردند. 5گالرکين –

اليز آنبعدی به بررسی استفاده از تئوری الاستيسيته سه

[ در ۸] 2افشار و زنكور های هدفمند پرداختند.استاتيكی ورق

های هدفمند با استفاده از به بررسی خمش ورق 7225سال 

[ در سال 3] ۸ری برشی مرتبه اول پرداختند. باترا و ایمنیتئو

های مستطيلی همگن و ارتعاشات آزاد و توزیع تنش ورق 7225

بالاتر تغيير شكل برشی  همسانگرد را با استفاده از تئوری مرتبه

به  7222[ در سال 32باترا و ایمنی ]و قائم را بررسی کردند. 

خطی غيرقابل تراکم  های الاستيكبررسی ارتعاشات ورق

بالاتر تغيير شكل برشی و   همسانگرد با استفاده از تئوری مرتبه

با استفاده از اصل  7222[ در سال 33عمودی پرداختند. باترا ]

بالاتر تغيير شكل برشی و عمودی را   کار مجازی، تئوری مرتبه

های الاستيك خطی غيرقابل تراکم هدفمند ارائه کرد.  برای ورق

دست آورد. هادلات حرکت را برای ارتعاشات آزاد ورق باو مع

بالاتر  ، نوعی از تئوری مرتبه722۸[ در سال 37] 3ماتسوناگا

سری تيلور برای آناليز  برشی و عمودی را با استفاده از بسط

گاه ساده ارائه کرد. های هدفمند با تكيهارتعاشات و پایداری ورق

ر نحوه فرض ميدان تفاوت اصلی ميان این دو تئوری، د

باشد. سعيدی و  جابجایی و بسط آن در راستای ضخامت می

     به تحليل ارتعاشات آزاد  722۸در سال  ]31[پور آتشی

اساس تئوری  های ضخيم مستطيلی همسانگرد عرضی برورق

امينی و همكارانش  7223برشی مرتبه اول پرداختند. در سال 
                                                                             
4- Qian 

5-Petrov–Galerkin 

6- Zhong and  Yang 
7- Zenkour 

8- Aimmanee 

9- Matsunaga 
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3ی چبيشف و روش ریتزهاایگرفتن چندجملهنظر[ با در34]
32 ،

شده از مواد هدفمند های مستطيلی ساختهرفتار ارتعاشی ورق

بعدی مطالعه کردند. در سه را با استفاده از تئوری الاستيسيته

33لی 7223سال 

های ای کمك چندجمله[ به35و همكارانش ] 7

شده از های مستطيلی ساختهچبيشف به بررسی ارتعاشات ورق

در سال  ]31[داختند. حسنی و همكاران مواد هدفمند پر

حل دقيق برای شرایط مرزی مختلف، ارتعاشات  با ارائه 7232

شده از مواد هدفمند را مورد های مستطيلی نازک ساخته ورق

ها با استفاده از تئوری کلاسيك   اند. آن مطالعه قرار داده

بر دست آوردند. در این تحقيق علاوههمعادلات حرکت را ب

       گرفتن نظرهای هندسی، به بررسی اثر دررسی پارامتربر

نيز  سامانههای طبيعی  ای بر فرکانس صفحههای درون  جاییبجا

1اند. ليو پرداخته
با فرض  7232[ در سال 32و همكارانش ] 37

و با استفاده از تئوری  ای مواد هدفمندتوزیع درون صفحه

شده از مواد لی ساختههای مستطيکلاسيك ورق، ارتعاشات ورق

[ در سال 3۸هدفمند را بررسی کردند. یانگ و همكارانش ]

بعدی به بررسی  با استفاده از تئوری الاستيسيته سه 7233

های هدفمند همسانگرد و همسانگرد عرضی با خمش ورق

ها و شرایط مرزی مختلف پرداختند و در نهایت تنش

افرانی و همكاران دست آوردند. بهای مجهول را به جاییجاب

های  جوابی دقيق برای ارتعاشات ورق 7233در سال  ]33[

مستطيلی هدفمند ضخيم قرار گرفته روی بستر الاستيك ارائه 

ه سوم ها با استفاده از تئوری تغيير شكل برشی مرتب کردند. آن

ای  صفحههای درون بجاییگرفتن جاو اصل هميلتون و با درنظر

دست آوردند، و به این نتيجه دست یافتند همعادلات حرکت را ب

ای اثری  صفحههای درون بجاییکه در برخی از شرایط مرزی، جا

های هدفمند ضخيم  های طبيعی ورق  مهم بر روی فرکانس

به  7233[ در سال 72هاشمی و همكاران ]دارند. حسينی

    های نسبتا ضخيم مستطيلی  بررسی ارتعاشات آزاد ورق

های پيزوالكتریك پرداختند.  از مواد هدفمند با لایه شدهساخته

با استفاده از  7231[ در سال 73الاسلامی و سعيدی ] شيخ

بالاتر برشی و عمودی به بررسی ارتعاشات آزاد   تئوری مرتبه

گاه ساده های هدفمند همسانگرد با شرط مرزی تكيهورق

به  7223سال  در ]77 [عيسوند زیبایی و همكارانپرداختند. 

 
1- Chebyshev Polynomials and Ritz  

2- Li 

3- Liu 

 

ای نازک با رینگ  بررسی ارتعاشات آزاد یك پوسته استوانه

که ترکيبی از فولاد  تقویت شده ساخته شده از مواد هوشمند

اساس تئوری  باشد، پرداختند. این تحقيق بر ضدزنگ و نيكل می

اساس اصل هميلتون انجام  سوم تغيير شكل برشی و بر  مرتبه

شده روی رینگ تقویت دهد که پذیرفت، این مطالعه نشان می

گذارد و این اثر به موقعيت رینگ و شرایط  ها اثر می فرکانس

  موسوی و سعيدیهوشمند بستگی دارد.  ای استوانهمرزی بدنه 

ضخيم  هایبه بررسی ارتعاشات آزاد ورق 7235در سال  ]71 [

تئوری مرتبه بالاتر برشی و عمودی  هدفمند بر پایه مستطيلی

 پرداختند.

  ورق اجباریارتعاشات در این مقاله برای نخستين بار،      

، بر ضخيم مستطيلی هدفمند همسانگرد و همسانگرد عرضی

ارائه شده  قائم اساس تئوری مرتبه بالای تغيير شكل برشی و

روی سطح بر  و بار  گاه ساده استچهار طرف تكيهورق است. 

ی بر اساس های ميدان جابجای . مؤلفهگرددبالای ورق اعمال می

های لژاندر در امتداد ضخامت تا پنج ترم بسط داده  ای چندجمله

 شوند. با استفاده از اصل کار مجازی معادلات حاکم بر ورق می

های متفاوت ضخامت  شوند. نتایج عددی برای نسبت حاصل می

به طول با مقالات معتبر مقایسه شده و نشان داده شده است 

های ضخيم نتایج  برای تحليل ورقپنجم این تئوری   که مرتبه

 دهد. بسيار دقيقی ارائه می

 

 جایی و تنشمیدان جاب -2

و 2l و عرض 1l صورت مستطيلی با طول بهرا ورق  هندسه

( متغيير است zکه خواص آن در راستای ضخامت ) hضخامت 

نحوی گرد به دستگاه مختصات دکارتی ساعتدر نظر بگيرید.  را

های گيرد که محورروی جسم قرار می
1x  و

2x ترتيب به

بوده و صفحه ميانی ورق منطبق بر  2lو  1lموازی اضلاع 

صفحه
1 2
,x x (1باشد )شكل می. 

 
 .نمای شماتيك ورق :(1) شکل



 3131 زمستان، 4، شماره 31جلد  پژوهشی مكانيك هوافضا، -فصلنامه علمی                                                                                24

         طور پيوسته در راستای ضخامت بهورق تغييرات خواص 

 :]73[ کندتغيير میزیر تابع توانی صورت  به

(3) 1
( ) ( )( )

2

N

d u d

z
E z E E E

h
     

ص فيزیكی یا مكانيكی جسم بيانگر خوا Eکه در این رابطه، 

باشد.  مانند چگالی، مدول الاستيسيته، مدول برشی و غيره می

،که
uE  و

dE رترتيب معرف خواص دبه  2
z h 

و 2
z h   بوده و پارامترN دفمند دهنده توان ماده هنشان

 باشد.می

جایی ب در تئوری تغيير شكل برشی و عمودی ورق، ميدان جا

 :]33[شود صورت زیر درنظر گرفته میبه

(7) 1 2 1 2 1 2 3( , , , ) ( , , , ) ( , , , )ii iu x x z t v x x z t w x x z t       

 ،که در آن
iu بجایی کلی جسم های ميدان جامعرف مؤلفه

بوده، 
v  وw ای و صفحهجایی درونبهترتيب مؤلفه های جابه

های دهنده راستانشان باشند. زیرنویس خارج از صفحه می

1x  و
2x  بوده و باشد. از آنجا  كر میبيانگر تابع دلتای کرون

توان که ضخامت ورق نسبت به ابعاد دیگر کوچك است، می

صورت بسط چند به zبجایی را در راستای های ميدان جا مؤلفه

صورت زیر تعریف ها بهایاین چندجمله. ای لژاندر نوشتجمله

 :]73[شوند می

(1) , 0,1,2,...,a b K 2

2

( ) ( )

h

h ba b aL z L z dz 


 

(4) 

1 1

0

1

1 1

(2 1)
( ) ( ) 1

( ) 1,

2
( ) ,

2 1 2
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1

n n

n n n

n
L z P z n

h

P z

z
P z

h

n z n
P z P z P z

n h n

 

 


 






 

 

 

 

 . باشدتئوری مورد استفاده می مرتبه K ،که در آن

های ميدان توان مؤلفههای فوق میایبا استفاده از چندجمله

 صورت زیر بازنویسی کرد:بجایی را به جا

(5) 

1 1

2

1 2 1 2

1 2 12 2

1 2 1 2

( , , , ) ( ) ( , , ),

( , , , ) ( ) ( , , ),

( , , , ) ( ) ( , , ).

0,1,2,...,









a

a
a

a

a

a

v x x z t L z v x x t

v x x z t L z v x x t

w x x z t L z w x x t

a K

 

های لژاندر را در قالب ترکيب خطی یاتوان مشتق چندجملهمی

 صورت زیر نوشت:ها بهایاز خود چندجمله

(1) ( ) ( )a ab bL z D L z  
باشد. برای  ماتریس ضرایب مشتق می Dکه در معادله فوق، 

صورت زیر های این ماتریس بهدرایه 5 نمونه، برای تئوری مرتبه

 باشند:می

(2) 

0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0

0 15 0 0 0 02
[ ]

7 0 35 0 0 0

0 3 3 0 3 7 0 0

11 0 55 0 3 11 0

D
h

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

را  zبجایی نسبت به های ميدان جابنابراین مشتق اول مؤلفه

 صورت زیر بيان کرد:توان به می

(۸) 
, , ,

, , ,

, ,

, .

a a
a ab b

a a

z

b
a a

bz

v L v v D L v

w L w w D L w

     

 

 

 
 

,های  یرنویسزکه در این روابط،   دهنده راستاهای نشان

1 2,x x د.باشنمی 

 شود:صورت زیر تعریف مینهایت کوچك بهکرنش بی تانسور

(3) 1
( )

2

ji
ij

j i

uu

x x



 

 
 

     کرنش برحسب  (، رابطه3( در )۸معادلات )گزینی با جای

 :]73[شود بجایی حاصل میجا

(32) 

, , 3 3

, 3 3

1 1
[ ( ) ( )
2 2

.( ) ]

a a
i j i ji j a

b
b

i j

a b
a

a
b

i j

L v v

D v w D w

       

 

      

 

   

 

 

 

صورت زیر بيان بههدفمند  مادهکرنش برای -روابط بين تنش

  :]73[ شوندمی

(33) 

     
     
     

 
 

 

11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

xx xx

yy yy

zz zz

yz yz

xz xz

xy xy

C z C z C z

C z C z C z

C z C z C z

C z

C z

C z

 

 

 

 

 

 

    
    
    
       

     
    
    
    
        

 

 

(، 33در رابطه ) C باشد،  ماتریس سختی ماده هدفمند می

صورت تابعی در نكته قابل توجه این است که خواص این مواد به

کند. ماده هدفمند همسانگرد دو  راستای ضخامت تغيير می

همسانگرد عرضی پنج ثابت  ثابت مستقل و ماده هدفمند

هدفمند همسانگرد طبق  مستقل دارند، ثوابت الاستيك در ماده
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 هدفمند همسانگرد عرضی طبق رابطه ( و در ماده37) رابطه

 باشد:( می31)

(37) 

 

  
   

  
 

 
   

11 22 33

12 13 23

44 55 66 11 12

( ) 1
2

1 1 2

( )

1 1 2

( ) 1

2 1 2

E z
C C C z z

E z
C C C z

E z
C C C C C z


 

 




 





    

 

   
 

     


 

(31) 
       

            66 11 12 33

5544 11 22

13 23

1
,

2

,

, C C z C z C

C z C z C z C z

C z C z z z 

 



 

  

 حاکم بر ورقمعادلات  -3

ن معادلات حرکت ورق مستطيلی، از دست آوردبرای به

استفاده شكل زیر بهمعادلات کلی حرکت در دستگاه دکارتی 

 شود:می

(34) ,i j j i ib u    

،که در آن
i j های تانسور تنش،  مؤلفه  چگالی ورق و

ib 

منظور باشند. به ای بردار نيروهای حجمی ورق میه مؤلفه

یابی به معادلات حاکم، از اصل کار مجازی استفاده دست

شود. ميدان جابجایی مجازی می
i  و ضرب داخلی آن در

 گيری روی حجم ورق، خواهيم داشت: ( و با انتگرال34معادله )

(35)                         

 

2 2

2 2

2

2

,

1, 2, 3

i i j j i

h h

h h

A A

h

A

i

i ih

i

dzdA b dzdA

u dzdA

  



 









   

   

باشد. با فرض  ميانی ورق می  مساحت صفحه A در آن، که

را بتوان به  zاز  iکه تابعيت ميدان جابجایی مجازی  این

 لژاندر نوشت، داریم: ای های جمله صورت چند

(31) 
1 2 1 2( , , ) ( ) ( , )a

a
ii x x z L z x x  

 های زیر:با تعریف پارامتر

 
2

3

2

,

h

a
i ih aT L dz


  2

2

,a

h

a
h

M L dz 


  

 2

2

,a

h

a
i h ib L b dz


  2

2

,ab a

h

h bR L L dz


  

(32) 

3 1 2

3 1 2

( ) ( , , )
2 2

( ) ( , , ).
2 2

ai i

a i

a h h
B L x x

h h
L x x







   

روابط ( و همچنين استفاده از 35( در )31)  دادن معادلهو با قرار

 م:( داری۸( و )5)

(3۸)  

,, 3

( )

, 1,2

a a a a

A A

a a a b
i i i iab

A

a b
i i ab

A

M dA T dA

b B D T dA

u R dA

    



  



  

 

 





 

 a( برای تمامی مقادیر 3۸همچنين از آنجا که معادله )

برقرار است، معادلات حرکت بر ورق با استفاده از اصل کار 

دست همجازی در تئوری تغيير شكل برشی و عمودی ورق، ب

 آید:می

11,1 12,2 1 1 1 1

21,1 22,2 2 2 2 2

, 3 3 3

a a a a b b
ab ab

a a a a b b
ab ab

a a a b b
ab ab

M M b B D T R v

M M b B D T R v

T b B D T R w 

    

    

   

 (33) 

در بررسی ارتعاشات اجباری ورق، از نيروی حجمی در مقابل 

نيروی عرضی وارد بر ورق صرف نظر شده است، و شرایط مرزی 

 شود:صورت زیر در نظر گرفته میبالا و پایين ورق به در

(72) 
3 31 32 30, 0     

صورت زیر ( به33( معادلات )72با توجه به روابط ) ،بنابراین

 شوند:ساده می

(73) 
11,1 12,2 1 1

21,1 22,2 2 2

1,1 2,2 3 3

a a b c

ab ac

a a b c

ab ac

a a a b d

ab ad

M M D T R v

M M D T R v

T T B D T R w

  

  

   

 

منظور حل این معادلات، لازم است با استفاده از معادلات به

روابط را برای ماده هدفمند نوشته و تمام  (،32(، )33(، )32)

بجایی بيان کرد. در ی ميدان جاها ها را برحسب مؤلفهکرنش

ورق دست آمده، معادلات حرکت صورت، به معادلات بهاین

 شود.گفته می

ورق  اجباریبا فرض جواب هارمونيك برای ارتعاشات      

  مستطيلی، داریم:

(77) 

1 2 1 2

1 2 1 2

( , , ) ( , )

( , , ) ( , )

1, 2

ext

ext

i ta a

i ta a

v x x t e V x x

w x x t e W x x


 











 

 
3 33 1 2 3 1 23( ) ( , , ) ( ) ( , , )

2 2 2 2
ext

a a
i ta h h h h

B L x x L x x e
 

 
    
 

 

5 
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 باباشد. فرکانس تحریك ارتعاشات ورق می extکه در آن، 

,بجایی جدید )این فرض، ميدان جا 
a aW V)  تنها تابع

 ( بر73شوند. با بازنویسی معادلات )ای میصفحهمختصات درون

بجایی و با فرض جواب هارمونيك برای های جا حسب مؤلفه

ورق  اجباریارتعاشات  بر حاکممعادلات ورق،  اجباریارتعاشات 

تابعيت  در این معادلات. آیند دست می بهمستطيلی هدفمند 

به فرم  جایی جدید حذف شده و در مقابل،جاباز ميدان  زمان

حل این  منظور به(. 1شوند )پيوست  تبدیل می ناهمگنمسئله 

 شود.معادلات، از شرایط مرزی مكانيكی ورق کمك گرفته می
 

 ناویرحل  -4

ورق  منظور حل معادلات حاکم، شرایط مرزی روی چهار لبه به

 شود:صورت زیر نوشته میبه
 

(71) 21 11 110 , 0, 0, 0,a aaW M M on x l    

22 12 20 , 0, 0, 2 0,a aaW M M on x l    
بجایی جدید را جا (، ميدان71مرزی )بنابراین، با توجه به شرط 

 توان نوشت:صورت زیر میبه

 

 

(74) 

1 2

1 1

1,3,.. 1,3,.. 1 2

cos( )sin( )a amn

m n

m x n x
V V

L L

  

 

   

1 2

2 2

1,3,.. 1,3,.. 1 2

sin( )cos( )a amn

m n

m x n x
V V

L L

  

 

   

1 2

1,3,.. 1,3,.. 1 2

sin( )sin( )a amn

m n

m x n x
W W

L L

  

 

   

      عداد جملات موجود در سری ت nو  mها، در این سری 

 باشد. می

و باز  1حاکم در پيوست ( در معادلات 74با قرار دادن روابط )

دست به 2کردن معادلات، معادلات حاکم ناهمگن در پيوست 

 . آیند می

 

 هادست آوردن تنشبه -۵

 ( داریم:33) با استفاده از رابطه

(75) 

 

11 11 11 12 22 13 33

22 12 11 11 22 13 33

33 13 11 13 22 33 33

23 55 23

13 55 13

12 11 12 12

1

2

C C C

C C C

C C C

C

C

C C

   

   

   

 

 

 

  

  

  





 

 

جایی و با بهای جا ( برحسب مؤلفه75ویسی معادلات )با بازن

      صورت زیر ها بهتنش ،و حل ناویرفرض جواب هارمونيك 

 آیند:دست میبه

 
33 13 1 13 2 33

1 21,3,.. 1,3,..

1 2

1 2

11 11 1 12 2 13
1 21,3,.. 1,3,..

1

( ) ( )

sin( )sin( ).

( ) ( )

sin(

ext

cmn cmn dmn
c c db b

m n

i t

cmn cmn dmn
c c db b

m n

m n
C L V C L V D L W C

L L

m x n x
e

L L

m n
C L V C L V D L W C

L L

m x



 


 

 




 

 

 

 

 
    

 

 
    

 

 

 

2

1 2

22 12 1 11 2 13
1 21,3,.. 1,3,..

1 2

1 2

)sin( ).

( ) ( )

sin( )sin( ).

ext

ext

i t

cmn cmn dmn
c c db b

m n

i t

n x
e

L L

m n
C L V C L V D L W C

L L

m x n x
e

L L







 


 

 

 

 
    

 
 

 

  12 11 12 1 2
2 11,3,.. 1,3,..

1 2

1 2

1
( ) ( ) .

2

cos( )cos( ). ext

cmn cmn
c

m n

i t

n m
C C L V V

L L

n x n x
e

L L



 


 

 

 

  
    

   
  

 
 23 55 2 55

21,3,.. 1,3,..

1 2

1 2

( )

sin( )cos( ). ext

cmn dmn
d cd d

m n

i t

n
C L V D C L W

L

n x n x
e

L L






 

 

 

 
  

 
 

 

(71) 

 13 55 1 55
11,3,.. 1,3,..

1 2

1 2

( )

cos( )sin( ). ext

cmn dmn
d cd d

m n

i t

m
C L V D C L W

L

n x n x
e

L L






 

 

 

 
  

 
 

 

توان از می 2در پيوست  همگنعادلات نابرای حل دستگاه م

همگن استفاده  های دیگر حل معادلات ناروش کرامر یا روش

مجهولات و کرد 
2 1, ,amn amn amnW V V دست آورد، و در را به

دست به (71) ابطههای مجهول را با استفاده از ر نهایت تنش

تعداد معادلات  Kاز مرتبه  تئوریشود برای هر دیده میآورد. 

 3 1K  باشد. می 

 

 بحث و نتایج عددی -۶

          هدفمند  دست آوردن نتایج عددی از دو مادهبرای به

اول )ماده هدفمند  سراميك استفاده شده است. ماده-فلز

ماده ) دوم ترکيب آلومينيوم و آلومينا و ماده (همسانگرد

باشد. مند همسانگرد عرضی( ترکيب آلومينا و تيتانيوم میهدف

صورت توانی در نظر گرفته شده است. به توزیع فلز و سراميك
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گيرد. فلز در سطح پایين و سراميك در سطح بالا قرار می

  آمده است. 1این مواد در جدول خصوصيات فيزیكی و مكانيكی 

صفر شود و در ارتعاشات اجباری وقتی فرکانس طبيعی ورق 

گرفته نشود نتایج آناليز استاتيكی ورق  تابعيت زمان در نظر

که تاکنون نتایج عددی شود. بنابراین با توجه به اینحاصل می

های مستطيلی برای ارتعاشات اجباری حالت ماندگار ورق

ساخته شده از مواد هدفمند همسانگرد و همسانگرد عرضی 

تنها به مقایسه نتایج تایج برای بررسی صحت نارائه نشده است، 

اکتفا  [2و33جع ]اربعدی مسه حاصل از تئوری الاستيسيته

  (.2ل )جدو  شودمی

( و 72بعد )های بیبرای بار هارمونيك از پارامتر مقالهدر این     

شود )فقط در این  رو به پایين مثبت در نظر گرفته می zمحور 

حالات محور  اینگونه فرض شده است در بقيه  zحالت محور

z )برای بار یكنواخت عرضی از  و رو به بالا مثبت است

شده است با این تفاوت که در  استفاده (7۸بعد )بیپارامترهای 

، از Eجای بار یكنواخت برای ماده هدفمند همسانگرد به
ME 

و برای ماده هدفمند همسانگرد عرضی از  11Mc  استفاده

شده است در هر دو بارگذاری از مدل توانی استفاده شده است 

به  Nکردن پارامتر شود. با ميلو بار به سطح بالای ورق وارد می

تيب ورق همگن از جنس سراميك تر-نهایت، بهسمت صفر و بی

 آید.دست میو فلز به

 3

1 2

4

0 1

1 2

0 1

1 2

0 1

, ,0 x10
2 2
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0,0,
3

0, ,0
2

,0,0
2

xy xy

xz xz

yz yz

h h

q L

L h

q L

L h

q L

 

 

 







 
  

 

 
  

 

 
  

 

 

 3

2

4

0 1

3

1

4

0 1

0, , x100
2 4

,0, x100
2 2

C

C

E hL h
u u

q L

E hL h
v v

q L





 
  

 

 
  

 

 

1 2

0 1

1 2

0 1

, ,0
2 2

, ,0
4 4

L L E
w w

q L

L L E
u u

q L





 
  

 

 
  

 

 

(7۸)  

1 2

0

1 2

0

1 2

0

1 2

0

9

, ,
2 2 2

, ,0
4 4

, ,0
4 4
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صورت تابع تغييرات خواص در جهت ضخامت به در این مقایسه

 ی زیر در نظر گرفته شده است:نمای

(73)  1 12

h z

L L

ij ijC C e

 
  

   

های حاضر، نتایج جدیدی برای  دادن صحت تحليلپس از نشان

    بيان رفتار ارتعاشی ورق ارائه گردیده است. مقادیر پارامتر 

 های مختلف مادهبرای توان هاجاییها و جابهبعد تنشبی

ی مختلف طول مشخصه به هاهدفمند همسانگرد و نسبت

با  سينوسی )هارمونيك( و تحت بار یكنواختضخامت تحت بار 

ه آورده شد تا پنجم برشی و قائم اول استفاده از تئوری مرتبه

گيرد قرار می ورق تحت بار هارمونيك عرضیوقتی . است
33 

 :صورت زیر نوشتبهتوان را می

(12) 

 33 0

33

0

( , , , ) , , sin sin
2

( , , , ) 0
2

1

exti th x y
x y t q x y t q e

a b

h
x y t

q

 




   





 

اگر بار یكنواخت 
0( , )q x y q  33به ورق وارد شود  را

 صورت زیر نوشت:بهتوان می

 0

2

16
mn

q
q

mn
 

2 
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(13) 

  0

33 2
1,3,.. 1,3,..

0

33

16
( , , , ) , , sin sin

2

1

( , , , ) 0
2

exti t

m n

qh x y
x y t q x y t e

a bmn

q

h
x y t

 






 

 

  



 

 
 

بعد تنش و دادن همگرایی مقادیر پارامترهای بیبرای نشان

و  Nدر یك  هدفمند همسانگرد برای ورق مربعی ا،ه جابجایی

1

h
l

 آورده شده است. 3 جدولدر ص تحت بار هارمونيك خا 

ext   فرکانس کاری و
N ترین فرکانس طبيعی  کوچك  

مقادیر  .شده است استفاده ]71[مرجع که از نتایج  باشدمی

 های مختلف مادهبرای توان هاها و جابجاییبعد تنشپارامتر بی

های مختلف طول مشخصه به هدفمند همسانگرد و نسبت

 قائماول، تا پنجم برشی و  با استفاده از تئوری مرتبه ضخامت

 آمده است.  ۵ و 4 هایولدر جدتحت بار یكنواخت 

های  برای توان هابجاییها و جابعد تنشامتر بیارمقادیر پ    

های مختلف هدفمند همسانگرد عرضی و نسبت  مختلف ماده

با استفاده از  0qیكنواخت  طول مشخصه به ضخامت تحت بار

 ۷و  ۶ هایولجددر  قائماول تا پنجم برشی و  تئوری مرتبه

 آمده است. 

های  شود، در نسبت مشاهده می هاولجد ردطورکه همان   

ضخامت به طول خيلی کم )ورق نازک و خيلی نازک( نتایج از 

شوند و جواب دقيق حاصل  تئوری مرتبه سوم به بعد ثابت می

برای ولی  های بالاتر نيست به نوشتن مرتبهشود و نياز  می

های های ضخيم هرچه مرتبه تئوری بالاتر برود جواب ورق

شود که با ملاحظه می ،همچنين شود.یتر حاصل مدقيق

قدر هدفمند و نزدیك شدن به سطح فلزی  افزایش توان ماده

w مطلق
  ،  x 

xy و   و  افزایشxz   دنیابمیکاهش، 

w قدرمطلق رقو با افزایش ضخامت ،همچنين
  ،x  و xz  

 یابند.کاهش می

      و جابجایی  عرضی بجاییجابعد بی مترتغييرات پارا    

در راستای ضخامت، برای نسبت ضخامت به ای صفحهدرون

 هایدر شكلفمند هد/. برای ورق مربعی 5/. و 3طول مشخصه 

که ملاحظه گونههمان است. ارائه شدهتحت بار یكنواخت  ۵-2

   که نسبت ضخامت به طول کم است، در در حالتی شودمی

جایی عرضی در بهبعد جاهای تحریك پارامتر بیفرکانس همه

تغييرات و  ماند باقی میراستای ضخامت تقریباً یكنواخت 

که صورتی، درباشدصورت خطی میای بهصفحهدرون جابجایی

در بجایی عرضی جایابد وقتی ضخامت به طول افزایش می

          و جابجایی یكنواخت نيستراستای ضخامت دیگر 

 ،همچنين .دکنصورت خطی تغيير نمیای بهصفحهدرون

ه فرکانس طبيعی وقتی فرکانس تحریك بگردد که ملاحظه می

      بعد جابجایی افزایش ای بیهپارامتر شودورق نزدیك می

یابند و وقتی که فرکانس تحریك خيلی نزدیك به فرکانس می

ها دهد و دامنه جابجاییتشدید رخ می طبيعی شود پدیده

تر شود مقدار هدفمند کم هرچه توان ماده .شوندمیخيلی زیاد 

 ،شود همچنين تر میتر و یكنواختخيز در راستای ضخامت کم

    تر تر شده و خطیای کمصفحهجایی درونرنج تغييرات جاب

شود در تر می که به سطح سراميكی نزدیكدليل اینبه ،شوندمی

دیگر چون در از طرف  .شودتر مینتيجه سختی ورق بيش

های طبيعی ورق همسانگرد در مقایسه با حالت کلی فرکانس

، به این ]71[ استتر ورق همسانگرد عرضی مشابه، اندکی بيش

 تر از ورقدليل که ثوابت سختی ورق هدفمند همسانگرد بيش

های ورق بجاییباشد، بنابراین جاهمسانگرد عرضی می هدفمند

همسانگرد عرضی  هدفمندتر از ورق همسانگرد کمهدفمند 

 (.3باشد )شكل مشابه می

ها در راستای ضخامت برای بعد تنشهای بیتغييرات پارامتر    

در  رق مربعی برای ماده همگن سراميك همسانگرد عرضیو

در نسبت ضخامت به طول کم  آورده شده است. ۶-۹های شكل

ای صفحههای درونای در مقابل تنشصفحههای بيرونتنش

شود ها ملاحظه میطورکه در شكلقابل اغماض هستند، همان

xy ، x   هستند و  تربيشدر مرزهاyz ،  در هر دو مرز صفر

zzو  دباشمی ، باشد.در مرز پایين صفر و در مرز بالا یك می 

xyدر حالت کلی   ،x  باشد در دیگر میرفتارشان عكس یك

که یكی از این دو تنش تحت کشش باشد تنش دیگر  مرزی

xyباشد و بالعكس )تنشتحت فشار می   در بالای ورق       

xصورت کششی و به  باشد(. صورت فشاری میبه 

           های بعد تنشهای بیتغييرات پارامتر 1۱شكل     

ای در راستای ضخامت برای ورق مربعی همگن صفحهدرون

طورکه همان دهد.همسانگرد و همسانگرد عرضی را نشان می

ای ماده صفحههای درونمقدار تنشگردد ملاحظه می

    باشد. در تر از ماده همسانگرد میهمسانگرد عرضی بيش

صورت ای بهصفحههای درونهای همگن ضخيم تنشورق
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   های تنش های مكانيكیی بارگذاریبرا غيرخطی هستند.

ای در یك ورق همگن )همسانگرد و همسانگرد صفحهدرون

باشند و با افزایش توان ميانی ورق صفر می عرضی( در صفحه

ی غير از  اای، در صفحهصفحههای درونهدفمند تنش ماده

 .ميانی ورق نزدیك صفر هستند صفحه

های بعد تنشهای بیامترتغييرات پار 12و  11 هایشكل    

در راستای ضخامت را برای ورق  هاای و جابجاییصفحهدرون

توجه با  دهند.هدفمند همسانگرد و همسانگرد عرضی نشان می

xای  صفحههای درون مقدار تنش توان گفتمی 11شكل  به  ،

xy 

مسانگرد با هر نسبت ابعادی و با در یك ورق هدفمند ه 

5Nهدفمند  توان ماده  نزدیك    در صفحه

      را  توان صفحه  صفر هستند، بنابراین می

 شكلخنثی ورق دانست. همچنين با توجه به   عنوان رویهبه

xی ا صفحههای درون مقدار تنش توان گفتمی( 37)  ،xy 

 
در یك ورق هدفمند همسانگرد عرضی با هر نسبت ابعادی و با 

5Nهدفمند  توان ماده  نزدیك    در صفحه

      را  توان صفحه  صفر هستند، بنابراین می

 خنثی ورق دانست.  عنوان رویهبه

در را  هابعد جابجاییهای بیتغييرات پارامتر 13 شكل    

1های مختلف ت برای نسبتراستای ضخام

2

l
l  برای ورق

   طورکه مشاهده دهد. همانهدفمند همسانگرد را نشان می

بعد جابجایی نسبت کمتر شود، پارامتر بیاین گردد هرچه می

ای در راستای صفحههای درونرنج تغييرات جابجایی عرضی و

 شود.تر میضخامت بيش
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*
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عرضی در راستای  بعد جابجاییبی تغييرات پارامتر(: 2شکل )

ضخامت برای ورق مربعی برای ماده هدفمند همسانگرد در 

0.1N  ،
1

0.1
h

l
. 
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w
*
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در  بجایی عرضیبعد جارات پارامتر بیتغيي الف(: -3شکل )

های مختلف ماده هدفمند راستای ضخامت برای توان

0.8extهمسانگرد، برای ورق مربعی،  N  ،
1

0.5
h

l
. 
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w
*
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در  بجایی عرضیبعد جاتغييرات پارامتر بی ب(: -3شکل )

هدفمند همسانگرد  های مختلف مادهراستای ضخامت برای توان

0.8extعرضی، ورق مربعی،  N  ،
1

0.5
h

l
. 
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u
*
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ای در صفحهدرون بعد جابجاییبی تغييرات پارامتر(: 4شکل )

راستای ضخامت برای ورق مربعی برای ماده هدفمند همسانگرد 

0.1Nدر   ،
1

0.1
h

l
. 
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 .[73خصوصيات ماده هدفمند همسانگرد )ایزوتروپ( ] (:الف -1) جدول

ν ρ(Kg/m
3
) E(Gpa) مواد 

   آلومينيوم 

   آلومينا 

تيتانيوم 

 .[3۸عرضی ]خصوصيات ماده هدفمند همسانگرد  ب(: -1) جدول

مدول الاستيسيته  چگالی 9 210 ( )Nm  مواد 

ρ(Kg/m3) 
55c  

33c  
13c  

12c  
11c   

      آلومينا 

      تيتانيوم 

 

تحت بار یكنواخت در همسانگرد  جایی برای ورق مربعیبعد تنش و جابپارامترهای بی همقایس :(2) جدول

1

0.15h
l
،0ext   33[ و ]2[پنجم با مرجع  مرتبه قائمتئوری برشی و  فاده ازبا است[. 

m N مدل w  

x


 


xz
 



xy


 
 نتایج حاضر     

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    

  ]2[     
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با نسبت ضخامت به طول مشخصه  آلومينا )هدفمند همسانگرد( –برای ورق مربعی آلومينيوم  بعد: مقادیر پارامترهای بی(3) جدول

1

0.2h
l
 5) های مرتبه اول تا پنجم برشی و قائم با تئوریN ،0.8(، تحت بار سينوسی

ext N
 . 

K 
u 


v 


w x 

 y 
 xy 

 
xz 

 

K=       

K=       

K=       

K=       

K=       

 

 های مختلف مادهآلومينا با توان –جایی برای ورق مربعی از جنس آلومينيوم بعد تنش و جابهای بی: مقادیر پارامتر(4) جدول

1یكنواخت در  هدفمند همسانگرد تحت بار 10
l

h
،0.8

ext N
  ی اول تا پنجم. تئوری برشی و قائم مرتبه اده ازبا استف 

K N w  

x
 xz 

 xy 

 
K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

 های مختلف مادهآلومينا با توان –جایی برای ورق مربعی از جنس آلومينيوم بعد تنش و جاب: مقادیر پارامترهای بی(۵جدول )

1یكنواخت در  ند همسانگرد تحت بارهدفم 2
l

h
 ،0.8

ext N
  اول تا پنجم. تئوری برشی و قائم مرتبه با استفاده از 

K N w  

x
 xz 

 xy 

 
K=     

     

K=     

 
    

K=     

 
    

K=     

 
    

K=     
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z/h

u
*
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هدفمند  های مختلف ماده ورق مربعی از جنس آلومينا و تيتانيوم با توان جایی برایمترهای تنش و جابه:  مقادیر پارا(۶) جدول

1یكنواخت در  عرضی تحت بار همسانگرد 10
l

h
 ،0.8

ext N
  اول تا پنجم.  تئوری برشی و عمودی مرتبه با استفاده از 

K N w  

x
 xz 

 xy 

 
K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

 

 
 

ی هدفمند های مختلف مادهجایی برای ورق مربعی از جنس آلومينا و تيتانيوم با توانبهمقادیر پارامترهای تنش و جا :(۷) جدول

1یكنواخت در  عرضی تحت بار همسانگرد 2
l

h
 ،0.8

ext N
  ی اول تا پنجم. دی مرتبهتئوری برشی و عمو با استفاده از 

 

K N w  
x 

 xz 
 xy 

 
K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     
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z/h

u
*
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0
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N=0

N=0.1

N=1

ای در صفحهدرون جاییجاببعد بی تغييرات پارامتر :(۵) شکل

های مختلف ماده هدفمند راستای ضخامت برای توان

0.8extهمسانگرد، برای ورق مربعی،  N  ،
1

0.5
h

l
.

 

z/h


* zz
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بعد بی تغييرات پارامتر  :(۶) شکل
zz   در راستای ضخامت

ن سراميك همسانگرد عرضی، برای ورق مربعی، ماده همگ

1

0.1
h

l
. 

z/h


* yz
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بعد بی تغييرات پارامتر : (۷) شکل
yz   در راستای ضخامت

برای ورق مربعی، ماده همگن سراميك همسانگرد عرضی، 

1

0.1
h

l
. 

z/h


* x
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بعد بی تغييرات پارامتر  :(۸) شکل
x   در راستای ضخامت

برای ورق مربعی، ماده همگن سراميك همسانگرد عرضی، 

1

0.1
h

l
. 
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z/h


* x
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(3) 

(7) 

ای در راستای ضخامت برای ورق مربعی همگن همسانگرد و همسانگرد صفحههای درونبعد تنشتغييرات پارامترهای بی :(1۱)شکل 

0.8پنجم،  عرضی، بر اساس تئوری مرتبه  ،
1

0.5
h

l
 ، 3 همسانگرد عرضی سراميك7( همسانگرد سراميك ). 
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xyبعد بی تغييرات پارامتر  (:۹شکل )   ،در راستای ضخامت برای ورق مربعی، ماده همگن سراميك همسانگرد عرضی
1

0.1
h

l
. 
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1های مختلف ای در راستای ضخامت برای نسبتصفحههای درونبعد تنشهای بیتغييرات پارامتر :(11)شکل 

2

l

l
 برای ماده 

0.8ext)هدفمند همسانگرد  N  ،
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l
 ،5N ). 
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1های مختلف ای در راستای ضخامت برای نسبتصفحههای درونبعد تنشهای بیتغييرات پارامتر :(12)شکل 

2

l

l
 برای ماده 
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 گیری نتیجه -۶

برای ، قائمل برشی و بالاتر تغيير شك له، تئوری مرتبه در این مقا

های ورق هدفمند چهار طرف ها و تنشدست آوردن جابجاییهب

 ،شودکه بار بر روی سطح بالای ورق وارد می ،گاه سادهتكيه

طور دقيق با حل ناویر ارضا شرایط مرزی ورق به استفاده شد.

های برشی  مزیت این تئوری این است که برخلاف تئوری شدند.

نظر نشده و ای صرف نش قائم برون صفحهورق، در آن از کر

شود،  همچنين خيز ورق در امتداد ضخامت ثابت فرض نمی

یابی و حل معادلات حاکم بر ورق با استفاده از  همچنين دست

 بعدی است.تر از تئوری الاستيسيته سهاین تئوری بسيار آسان

های نازک و نيمه نشان داده شد این تئوری نه تنها برای ورق

    های ضخيم نيز نتایج بسيار دقيقی م بلكه برای ورقضخي
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