
 14                                         11 یال 14، صفحه 4931 زمستان، 1، شماره 41مكانيك هوافضا، جلد  یپژوهش -یفصلنامه علم
 

 آنالیز دینامیکی ناپایداری کششی وابسته به اندازه در 

 نانوعملگرهای پیچشی
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 دانشگاه شهرکرد

 (21/50/1300؛ تاریخ پذیرش: 50/50/1301)تاریخ دریافت:  

 چکیده
ادی مورد در این مقاله تأثير نيروی واندروالس و اثر اندازه برروی پایداری دیناميكی یك ميكرو/ نانو آینة الكترواستاتيك پيچشی مدل یك درجه آز

فضای حالت، معادلات دیناميكی حل شده و نتایج شده و سپس با استفاده از روش بررسی قرار گرفته است. در ابتدا معادلة حرکت سامانه استخراج

ها به نيروی واندروالس و مورد نظر استخراج شده است. پارامترهای پولين سامانه شامل زاویة پيچش و ولتاژ مورد بررسی قرار گرفته و وابستگی آن

شامل نقاط سنتر، نقاط پایدار فوکوس و نقاط ناپایدار زینی دهند که نقاط تعادل سامانه اثرات اندازه نشان داده شده است. همچنين، نتایج نشان می

های هوموکلينيك را ایجاد خواهند های هتروکلينيك و حلقههای فضای فازی مربوط به این نقاط، مسيرهای حلقوی متناوب، حلقههستند. منحنی

ر اثر اندازه در دامنه و فرکانس ارتعاشی سامانه مورد بررسی قرار شده، تأثيبر این، در مقالة حاضر با استفاده از مدل تنش کوپل اصلاحکرد. علاوه

 شده تطابق بسيار خوبی با نتایج تجربی و آزمایشگاهی دارد.دهد که مدل ارائهآمده نشان میدستگرفته است. نتایج به

 ط تعادل پایدار و ناپایدارهای فازی، نقاميكرو/ نانو آینة پيچشی، ناپایداری دیناميكی پولين، منحنی های کلیدی:واژه
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ABSTRACT 

In this paper, the effect of van der Waals force and size-dependent on dynamic stability is studied for single degree of 

freedom model of torsional electrostatic micro/nano mirror. First, the equation of motion of system is derived and 

applying state space method, dynamic equations are solved and desired results are obtained. The pull-in parameters 

including tilting angel and voltage are considered and their dependency on van der Waals force and size effect is 

investigated. As well as results show that eqilibrium points of dynamic system include center points, stable focus points 

and unstable saddle points. The phase portraits related to these equilibrium points created periodic orbits, heteroclinic 

orbits, and homoclinic orbits. Furthermore, in present study, using modified couple stress thoery the influence of size 

effect on amplitude and frequency of system is considered. Obtained results show that the model presented in this paper 

is very good agreement with experimental results 

Keywords: Torsional Micro/Nano Mirror, Dynamic Instability Pull-in, Phase Portraites, Stable and Instable 

Equilibrium Points 
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 فهرست علائم و اختصارات

Ᾱ = (0.4-4)×10-19 
 J، ثابت هاماکر 

a
 اصلی هعرض صفح 

a1

 داخلی بين دو الكترود هفاصل 

a2

 فاصلة خارجی بين دو الكترود 

b
 اصلی هطول صفح 

D
اصلی و  هشكاف بين صفحطول  

 الكترود

K
نسبت کوپلينگ خمشی به پيچشی  

 تير

L
 نصف طول تير پيچشی 

t
 ضخامت تير پيچشی 

T
 زمان تناوب 

V
 هولتاژ اعمالی بين الكترود و صفح 

 اصلی

w عرض تير پيچشی 

 علایم یونانی

ε = 8.854×10-12 ثابت دی الكتریك خلا ،C
2
N

-1
m

-2 

θ  اصلیزاویة پيچش صفحة 

PI بعدشدهزاویة پولين بی 

 بالانویس

s متقارن 

زیرنویس
 

damp
 مستهلك     

eff
 مؤثر     

elas
 الاستيكی     

elec
 الكتریكی     

inertia
 اینرسی     

PI
 ناپایداری پولين     

 مقدمه -1

به نام نمزهای نوری  4های ممز/نمزسامانهاخيراً نسل جدیدی از 

های ميكروالكترومكانيكی نوری توليد گردید که سامانهیا 

ها باشد. ميكرو/نانو آینهها میسامانهها شامل این ميكرو/نانو آینه

های مختلف ازجمله پزشكی و کاربردهای بسياری در زمينه

اصلی  هشامل یك صفحها نانوآینهقسمت متحرک فضایی دارند. 

 
1- MEMS/NEMS 

که از یك طرف به صفحه  باشدمی ندن نور و دو تيربرای بازتابا

دارنده که شامل دو پایه نگهها، آنشوند. قسمت ثابت متصل می

شوند و الكترود که در ها متصل میتيرها از سمت دیگر به آن

اعمال  سامانهکه ولتاژ به اصلی قرار گرفته است. وقتی هصفح زیر

حذف ولتاژ این  که بعد ازچرخد شود، قسمت متحرک میمی

 هکمك نيروی بازیابندة مكانيكی به حالت اوليقسمت متحرک به

تر شود، حد بحرانی بيشیك . اگر ولتاژ از گرددمی خود باز

را به حالت  سامانهدیگر قادر نيست  مكانيكی هنيروی بازیابند

با توجه به مطالب شود. ناپایدار می سامانهو  خود بازگرداند هاولي

رهای متغيها طراحی نمزهای پيچشی و نانوآینه در باید ،شدهبيان

 ولتاژ پولين تعيين شوند. و پولين هیعنی زاوی 2ناپایداری پولين

های پيچشی نانوآینه -محققان رفتار استاتيكی ميكرو

الكترواستاتيكی را با درنظرگرفتن نيروهای بين مولكولی مورد 

توان به نيروی میمولكولی از نيروهای بين  بررسی قرار دادند.

کنش واندروالس اشاره کرد. برهم 1و نيروی واندروالس 9کازمير

طور گسترده قرن به بين دو جسم ميكروسكوپی در بيش از نيم

تواند نيروی واندروالس می .]4[ مورد مطالعه قرار گرفته است

 ،همچنينکند. های نمز ایفا مینقش بسيار مؤثری در سازه

کافی کوچك باشد،  هه و الكترود به اندازصفح هوقتی که فاصل

خاطر عملكرد پيچش نيروی کازمير و واندروالس، حتی اگر به

هيچ گشتاور الكترواستاتيكی وجود نداشته باشد، پولين هنوز 

 در .]2[ تواند با یك انحراف کوچك در زاویه اتفاق بيفتدمی

، ميكروالكترومكانيكیهای سامانه برروی شدهانجام هایبررسی

ار از دو جنبه رفتار استاتيكی و رفتها سامانهاین عمدتاً 

در حالت استاتيكی پارامتر زمان  گيرد.دیناميكی مدنظر قرار می

له با کمك اشود و معادلات دیفرانسيلی حاکم بر مسمطرح نمی

 بنی شوند. طادیهای مرتبه بالا با دقت بالایی حل میتئوری

 هی مكانيك پيوسته برای بررسی وابستگی اندازاز تئور ]9[

-های پيچشی نانوالكترواستاتيكی کوپلداری پولين محرکناپای

در  ،پيچش و خمش استفاده کرده است. همچنين هشد

خمشی  -پولين کوپل شدة پيچشی ناپایداری ،تحقيقاتی دیگر

های الكترواستاتيكی پيچشی با درنظرگرفتن نيروی نانوآینه

 
2- Pull-in 

3- Casimir 

4- Van Der Waals 
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و تأثير نيروی کازمير بر روی خمش و  ]1[ 4مولكولی واندروالس

شده در ناپایداری پولين یك نانومحرک پيچش کوپل

بررسی قرار گرفته است. تسياتس و  مورد ]5[ الكترواستاتيك

یك مدل جدید از تئوری کوپل تنش  ]1[ 2سکاتسيكادلي

های ميكرو با پيچش سنت ونانت ميله هشده برای مسألاصلاح

ثيرات ات ]1[ 9تانگ و همكارانه کردند. یواه ارادلخ سطح مقطع

اندازه را بر روی پيچش تيرهای با مقاطع مختلف بررسی کردند. 

باشد، صلبيت تير در مقياس نانو و ميكرو می هزمانی که انداز

 ،شود. همچنينتر میپيچشی آن از حالت مرسوم و ماکرو بيش

رفتار ، ألهاز معادلات غيرخطی حاکم بر مسبا استفاده 

های پيچشی با استفاده از مدل الكترواستاتيكی ميكروآینه

توسط رضازاده استاتيكی با درنظرگرفتن پيچش و خمش تيرها 

 ]3[فرد و احمدیان بررسی شده است. معين ]8[همكارانش و 

 هایميكروآینه را بر روی رفتار پولين نانو واندروالس نيروی تأثير

هوانگ و الكترواستاتيكی مورد بررسی قرار دادند.  هشدتحریك

یك مدل  وهای تجربی داده ای بينمقایسه ]41[ 1همكاران

 ه کردندیشده اراتئوری با استفاده از تأثير خمش و پيچش کوپل

های پيچشی در آن خصوصيات استاتيكی ميكروآینه و

مورد بررسی قرار را خصوص تأثير پولين الكترواستاتيكی به

 دادند. 

 همعادلات حاکم بر مسأله، معادل ،در بررسی رفتار دیناميكی

باشد که معمولاً با کمك روش فضای می سامانهبعد حرکت بی

شود. محققان بسياری رفتار دیناميكی این نوع حالت حل می

 ]44[ 5نميروسكی و دگانیها را مورد بررسی قرار دادند. سامانه

های پولين در محرک هیك مدل عمومی برای پدید

در تحقيقی دیگر  الكترواستاتيكی با یك درجه آزادی ارائه دادند.

مدل تئوری از خصوصيات دیناميكی  ]42[ 1ژائو و همكاران

 کردنده یها با درنظرگرفتن پيچش و خمش همزمان ارانانوآینه

ها پاسخ پله و پاسخ هارمونيك پایدار نانوآینه که در آن محققان

تأثير  ]49[ 1گائو و ژائو .کوتا آناليز کردند -رانگرا با روش 

های آینه دیناميكی و استاتيكی پایداری روی را واندروالس نيروی

 
1- Molecular Van Der Waals Force 

2- Tsiatas and  Katsikadelis 

3- Tong 

4- Huang   

5- Nemirovsky and Degani  

6- Zhao 

7- Guo and Zhao 

ه یبعد ميكروآینه را اراحرکت بی هها معادلآن نمز بررسی کردند.

 کرده و به بررسی تحليل کيفی رفتار دیناميكی آن پرداختند.

با استفاده از یك مدل دو درجه آزادی،  ]41[خاتمی و رضازاده 

پاسخ دیناميكی یك ميكروآینه به شوک مكانيكی را مورد بحث 

 قرار دادند.

نانو  مقياس ميكرو/ در مختلف ساختارهای رفتار بررسی برای

بابایی بيردایی و بهجت باید از تئوری مرتبه بالا استفاده کرد. 

برنولی  -از مدل غيرموضعی برای بررسی رفتار تير اویلر ]45[

پسترناک استفاده کردند. جلالی  برروی بستر الاستيك وینكلر و

ارتعاشات غيرخطی و پایداری دیناميكی یك  ]41[خادم  و

شده با نانوتيوب ميكروورق ویسكوالاستيك کامپوزیتی تقویت

 کربن را مورد بررسی قرار دادند.

تههر رفتهار دینههاميكی  ر بهرای بررسههی دقيهق  در مقالهه حاضهه 

نمهودن اثهرات   های پيچشی در مدل جدید بهرای لحها   نانوآینه

شهده اسهتفاده   اندازه در مقياس نانو از تئوری تنش کوپل اصلاح

نمودن نيروهای بهين ملكهولی   شده است و همچنين برای لحا 

سهازی لحها    در مقياس نانو، اثرات نيروی وانهدروالس در مهدل  

این خصوصيات مورد بررسی پارامترهای پولين تحت است. شده 

 ههای شهده و منحنهی  اسهتخراج  سهامانه قرار گرفته، نقاط تعادل 

در دو وضهعيت پایهدار و    سهامانه فازی برای نقاط تعهادل   فضای

 مده است.آدست هناپایدار ب

 مقدماتی معادلات -2

 دهد.یك نانوآینه پيچشی الكترواستاتيك را نشان می 1 شكل
 

 

 .نانوآینة پيچشی (:1) شکل

نانوآینه از یك صفحة اصلی و دو تير الاستيك پيچشی که در    

      برای  بالای دو الكترود ثابت است، ساخته شده است.



 4931 زمستان، 1ره ، شما41مكانيك هوافضا، جلد  یپژوهش -یفصلنامه علم                                                                 11

های عمودی مكان حاکم بر مسأله، تغيير معادلات کردناستخراج

شود. فرض فرض میای نانو تير پيچشی بسيار کوچك و زاویه

ای بسيار کوچك درنظر گرفته های عمودی و زاویهمكان تغيير

 % 4تر از مز باعث ایجاد خطای کمنهای سامانهشده در بررسی 

 ،. در این مقاله]41[ شود که قابل قبول استدر نتایج می

  شود.صورت خطی در نظر گرفته میهخصوصيات رفتار مواد ب

 هطبق رابط ،شدهکوپل اصلاحتئوری تنش  انرژی کرنشی

 :]1[ شودزیر تعریف می

(4)                    
1

2
   

s s

ij ij ij ij

V

U m dV 
 

 

 ،که در آن ij تانسور کرنش، های مولفه s

ij های مولفه

تانسور گرادیان چرخش متقارن،  ij تانسور تنش های مولفه

sکلاسيك و 

ijm  رابطه  های مرتبه بالا هستند.تنشهای مولفه

 :گرددصورت زیر بيان میهب جاییهها و جابکرنش

(2) 
, , ,

1 1
( ), ,

2 2
   s

ij i j j i ij jkq q kiu u e u

 
     ش کلاسهيك و  تهن معادلهه مشخصهه بهرای    همچنين روابط 

 زیر خواهد بود:صورت های مرتبه بالا بهتنش

(9) 2

22 , 2 ,
1 2

s s

ij ij mm ij ij ijm l


      


 
   

   
 νمدول یانگ و  Eمدول برشی،  μ=E/(2(1+ν)) ،که در آن

مربوط به گرادیان   lنسبت پواسون است و پارامتر طول مادی 

 .استچرخشی 

گشتاور الكترواستاتيكی نيز برای یك المان دیفرانسيلی از 

 :]9[ آیددست میهزیر ب هنانوآینه از رابط هصفح

(1) 
2

22( sin )







elec

V b
dM rdr

D r
 

 گشتاور الكترواستاتيكی  کل حول محهور پيچشهی   ،بنابراین

 عبارت است از:

(5) 

2

1

2
2

2

2 1 1

sin
ln

sin sin sin2sin



  



  
         


a

elec elec
a

M dM

D aV b D D

D a D a D a

 

آینه و الكترود و  هولتاژ اعمالی بين صفح V ،که در آن

 شود:صورت زیر تعریف میبه Δو  βو Θ ، α بعدپارامترهای بی

(1) 1 2

max

max

2
, , , ,


  


    

a a D

a a a
 

 ،که در آن
max است.اصلی  هپيچش صفح تربيش هزاوی 

، (1و روابط ) پيچش کوچك هبا درنظرگرفتن زاوی ،بنابراین

 شود:صورت زیر بازنویسی می( به5) هرابط

(1) 
2

2 2

max

11 1
ln

1 1 12



  

   
    

        
elec

V b
M  

  زیر هاز رابط سامانهمقدار گشتاور واندروالس کل وارد بر 

 :] 2[ آیددست میهب

(8) 

     

 

   

   

L R

vdW vdW vdW

a /2

3 30

2 2

2

dM =dM dM

Ab Ab
r dr r dr

6 D - r sin 6 D r sin

D D

a a
2 D sin 2 D sin

Ab 2 2
dr.

6 (sin ) 1 1

a a
D sin D sin

2 2



 
  
      

 
 

              
  

    
    

       
    



 

 هبرای زاوی ،نابراینب باشد.میهاماکر ثابت  A ،که در آن

 پيچش کوچك، خواهيم داشت:

(3) 
   

 

vdW 2 2 2 2

max

2 2
2

max

Ab 2 1 2 1
M

12 D 1 1

Ab
.

3 D 1

  
  

     

 
 

   
 

 

 معادلة استاتیکی پیچشی تیر -2-1

فاده از تعادل لنگر حاکم بر تعادل پيچشی نانوتير با است همعادل

 آید:دست میهصورت زیر بگشتاور آن به

(41) 
elas elec vdW

1
M (M M ) 0

2
    

 هلنگر گشتاوری بازگردانند Melas ،فوق هکه در معادل

سطح مقطع تير از  Melas هباشد. برای محاسبمكانيكی تير می

 و قانون سنت وننت استفاده  شدهتنش کوپل اصلاحتئوری 

با استفاده از تئوری تنش کوپل  Melasطریقه محاسبه  شود.می

 آورده شده است. پيوستشده در اصلاح

( 41) هدر معادل (1-پ)و ( 3)، (1)با قراردادن معادلات 

 :گرددصورت زیر بيان میهمعادله تعادل در پيچش ب
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(44) 
 

 

2

2 2

max

max eff

2 2
2

max

1εbV 1 1
ln

1 1 12

2 J Ab
0

L 3 D 1

  
          

      
   
 

 

 که در آن: 

   ceff
J J J    

 

را  سامانهتوان ولتاژ اعمالی بر ( می44) هاز رابط ،بنابراین

 دست آورد:ه( ب42) هطبق رابط

(42) 

 

 

1/2

eff

2
2 23 3
maxmax

J Ab

L 6 D 14
V

εb 11 1
ln

1 1 1

  
  

     
    

                   

 

( 49) هرابط مانندبعد صورت بیتوان به( را می42) هرابط

 :بازنویسی کرد

(49) 
 

   

1/2

2
2 2

max eff3

1/2
3

max eff

AbL
1

6 D 1 JV
V .

11 14 J ln
1 1 1εbL

  
  

    
    

                         

 

    پيچشی مشخص باشد،  هميكروآین هو هندس که اندازهزمانی

 هرا از رابط PI سامانهپولين  هتوان زاویمی


0
dV

d
راحتی به 

(، مقدار 49) هدر رابط PIدست آورد. سپس با جایگذاری هب

PIV آید.دست میهنيز ب 

 عادلة دینامیکی پیچشی تیرم -2-2

در این قسمت برای استخراج معادله دیناميكی حاکم از نتایج 

 سامانهموردنظر با یك  سامانهگردد و قسمت قبل استفاده می

گردد که در آن کننده مدل میفنر پيچشی و مستهلك

 باشند:می زیر صورت روابطحرکت به همعادل بر حاکم شتاورهایگ

(41) 

eff

elas t max

damp max

inertia max

( J)
M K 2 ,

L

M C C ,

M I I ,


    

    

    

 

ممان اینرسی معادل سطح  Jeffمدول برشی،   ،که در آن

ممان  Iکننده و ثابت مستهلك Cمقطع مستطيل شكل، 

( و 3 و 1با استفاده از روابط )باشد. اصلی می هاینرسی صفح

زیر  هصورت رابطبه سامانهحرکت  ه(، معادل41) همچنين روابط

 آید:دست میهب

(45) 

 

2

3 2

max

2 2
2

max

11 1
ln

1 1 12

.
3 1



  



   

   
   

        

 
 

 
 
 

tI C K

V b

Ab

D

 

گردد بعد استفاده میبرای حل معادله بالا از پارامترهای بی

 گردد:صورت زیر تعریف میهکه ب

(41) 

2
2

3

max

2

max

, ,
2

, , ,
3


 



 


  

 

tt

CT bV I
T

I KK

Ab t

TD

 

کاربردن هباشد. با بمی سامانهزمان تناوب  T ،که در آن

صورت هب سامانهحرکت  همعادل (،41) رابطه در بعدبی پارامترهای

 شود:استخراج می (41)بعد معادله بی

(41) 
 

2 2
2

11 1
ln

1 1 1 1



 


  

  

 
                      

 

 

 x1، پارامترهای با روش فضای حالت (41) همعادلبرای حل 

 شود:صورت روابط زیر تعریف میبه x2و 

(48) 

 

1

2

,
1 2

11 1 1ln
2 2 1 1 1

1 1 11

1 ,
2 12

21
1

x

x

x x

x
x

x x xx

x
x x

x



  

 

  


 





  

          

       


 
 
    
 

   

 

 ( است:43) هصورت رابطبه سامانهماتریس ژاکوبين 

(43) 
1

0 1

( ) 

 
 

  F x
 

 که در آن:

(21) 

 

1

1 2

1 1 11

1

12
2

1

11 1
( ) ln

1 1 1

.

1



  



  
         

 
  
 
 
 

x
F x

x x xx

x
x

x
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ماتریس  ه. مقادیر ویژباشدمی x1و علامت مشتق نسبت به 

2صورت ژاکوبين به

1 2 1

1
( 4 ( ))

2
      و F x باشد.می 

      ( 48قراردادن سمت راست روابط )نقاط تعادل با برابر صفر 

 آید:دست میهب

(24) 

 

0,
2

11 1 1ln
2 1 1 1

1 1 11

1 0,
12

21
1

x

x

x x xx

x
x

x



  





  
   

    
  

 
 
   
 

 
 

 

، η=0( ولتاژ را برابر صفر قرار دهيم یعنی 24) هاگر در رابط
بين  هپولين را برحسب مقدار فاصل هتوان تغييرات زاویمی
مچنين دست آورد. ههاصلی و الكترود در نبود ولتاژ ب هصفح

 آید:دست میه( ب22) هصورت رابطبحرانی به هفاصل مقدار این

(22) 
1/4 1/4

2 20

1
lim

3 3(1 ) 

   
     

   
cr

t t

Ab Ab
d

K L K L
 

اصلی و الكترود زیرین به همراه ولتاژ  هفاصله بين صفح
پولين از پارامترهایی هستند که بایستی با وجود نيروی 

برای جلوگيری از ناپایداری درنظر گرفته  سامانهوندروالس در 
 شوند.

 و بحث نتایج -3

 در ایههن قسههمت رفتههار دینههاميكی نانوآینههه تحههت اثههر نيههروی 
 گيرد.واندروالس و اثر اندازه بر روی آن مورد بررسی قرار می

اعتبارسنجی مدل حاضر و مقایسة آن با نتایج  -3-1

 تجربی

 :آمده است 1مورد نظر در جدول  مانهسامشخصات هندسی 

 .پيچشی ه: مشخصات هندسی ميكروآین(1جدول )

 (mµاندازه ) مورد
 a 411اصلی آینه  هطول صفح

 b 411اصلی آینه  هعرض صفح

 t 5/4اصلی آینه  هضخامت صفح

 L 15طول تير پيچشی 

 w 55/4عرض تير پيچشی 

 t 5/4ضخامت تير پيچشی 

 a1 1عرض الكترود 

 a2 81عرض الكترود 

 D 15/2طول گپ بين صفحه و الكترود 

و  = Gpa 11 μمهدول برشهی   نهين بهرای ميكروآینهه    چهم

 باشد.می = ν 23/1نسبت پواسون 

منظور تصدیق، مدل حاضر که با استفاده از تئوری تنش به

، با نتایج تجربی مقایسه شده و است شده کوپل درنظر گرفته

شود. همچنين اختلاف آن با مدل پيچشی کلاسيك بررسی می

ها با مدل نتایج تئوری تنش کوپل و تجربی و تفاوت آن

 نشان داده شده است.  2کلاسيك در شكل 

 

پولين تجربی و مدل  هنتایج ولتاژ و زاوی همقایس (:2شکل )

 .تنش کوپل با مدل کلاسيك پيچشی یك درجه آزادی

-با استفاده از روش ميكروماشين آزمایش مورد هميكروآین

سيليكون توليد شده است. در این ای پلیلایهکاری سطح سه

     لایه سيليكون، سه هنيترید مجزا بر روی زیرلای هاز یك لایروش 

و دو لایه از  mµ2و  mµ5/1 ،mµ5/4سيليكون به ضخامت پلی

گيرد، یم سيليكون قرارپلی هلایبين سه که شيشه فسفوسيليكات

سيليكون، فوقانی پلی هشود. در نهایت بر روی لایاستفاده می

برای ایجاد سطح انعكاس  mµ5/1یك لایه فلزی به ضخامت 

پيچش ميكروآینه،  هگيری زاویشود. برای اندازهقرار داده می

شود. سپس پرتو ليزر بر روی سطح ميكروآینه تابانده می

آوری شده و تصویر انعكاس آن توسط یك صفحة تصویر، جمع

جایی پرتو هگيری جابشود. با اندازهتوسط دوربين گرفته می

 .]41[ شودكروآینه محاسبه میپيچش مي هليزر، زاوی

آمده با دستهدهد که پارامترهای پولين بنتایج نشان می

تئوری تنش کوپل برای مدل یك درجه آزادی پيچش تير با 

دست آمده ه( بسيار نزدیك به مقادیر تجربی ب=5/1l/tشرط )

با دقت بسيار  یك درجه آزادی است. بنابراین مدل پيشنهادی

 باشد.می سامانه بينی زاویه و ولتاژ پولينخوبی قادر به پيش

0 5 10 15 20 25
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

V



 

 

Torsion model & Classic (ref.[8])

Torsion model & Couple Stress

Experimental Results (ref.[10])
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 رفتار نانوآینة پیچشی با در نظر گرفتن اثر اندازه -3-2

نيهز وابسهته اسهت.     سامانه همقادیر زاویه و ولتاژ پولين به هندس

اصهلی و الكتهرود زیهرین دارای     همقدار گپ بين صهفح  ،بنابراین

تغييهرات   تهوان (، مهی 48) هبا استفاده از رابطه  باشد.اهميت می

پولين را برحسب مقدار گپ بين صفحه و الكترود مطهابق  ه زاوی

اختلاف دو تئوری کلاسهيك و   ،رسم کرد. در این شكل 3شكل 

ههای  خوبی نشان داده شده است. مطابق منحنهی تنش کوپل به

بهه   lتئوری تنش کوپل با افزایش مقدار نسهبت پهارامتر مهادی    

یابهد.  مهی  کهاهش ضخامت سطح مقطع تير پيچشی، مقدار گپ 

اصهلی و   هها در نهایت با افزایش مقدار گهپ بهين صهفح   منحنی

 ( ميهل  =1111/1Θپهولين )  هثابهت زاویه   الكترود به یك مقهدار 

دیگر افزایش نخواهد  =115/1Dتر از بيشکنند و در مقادیر می

 یافت.

( دارای چند 48) همعادلبرای هر مقدار از ولتاژ اعمالی، 

صورت حقيقی و ها بهاشد که تعدادی از این ریشهبریشه می

و  4 ، 1هایی که بين ریشه تعدادی موهومی است. اما تنها

توان بسته به می ،قابل قبول است. بنابراینباشد، میحقيقی 

مقدار پارامترهای ولتاژ اعمالی و مقدار گپ بين صفحه اصلی و 

 الت را مورد بررسی قرار داد.الكترود، چند ح

 

پولين برحسب مقدار گپ  ه: منحنی تغييرات زاوی(3)شکل 

 .سامانهبين صفحة اصلی و الكترود زیرین 

 D > Dcritical  and  V < Vpullin حالت اول:

بين  Θمقدار متغير  ،آمده است 1طورکه در شكل همان

خط  Θ2و  Θ1ها در دو نقطه باشد و منحنیمی 4و  1مقادیر 

F(Θ)=0 هستند  سامانهکنند. این نقاط، نقاط تعادل را قطع می

گيرد. در حقيقت بين این دو نقطه تعادل قرار می Θpullinو 

دست هب F′(Θ)=0 هبحرانی نيز با استفاده از معادل هنقط این مقدار

نقاط  هتوان دریافت که مقدار زاویآید. با توجه به شكل میمی

تر از شده با تئوری تنش کوپل کمهیتعادل پایدار در مدل ارا

    نقاط تعادل ناپایدار در مدل همدل کلاسيك و مقدار زاوی

تر از مدل کلاسيك است. شده با تئوری تنش کوپل بيشهیارا

تعادل پایدار و  هبين نقط هاثر اندازه باعث افزایش فاصل ،بنابراین

 ناپایدار شده است.
 

 
 Θبرحسب  F(Θ): منحنی تغييرات تابع (1)شکل 

 .=Vpullin 5/5 V>برای ولتاژ 

ای که دارای مقدار دست آمده نقطههاز دو نقطة تعادل ب

باشد. چون می سامانهتعادل پایدار  هتری است نقطکم

F′(Θ1)<0 که ماتریس ژاکوبين درحالتی ه، مقادیر ویژξ=0 

هستند و های موهومی بدون مقدار حقيقی صورت ریشهباشد، به

و  ξ≠0که است. اما وقتی 4صورت سنترنمودار فازی آن به

ξ
2
<4│F′(Θ)│ باشد. می 2صورت فوکوستعادل به هباشد،  نقط

(،  ξ>0ها منفی باشد )یعنی که قسمت حقيقی ریشهدرصورتی

و  ξ≠0که باشد. زمانیصورت فوکوس پایدار میتعادل به هنقط

ξ
2
>4│F′(Θ)│ 9ناپایدار زینی هتعادل یك نقط هباشد، نقط  

 باشد.تر از ولتاژ پولين فيزیكی نمیباشد که برای ولتاژ پایينمی

 هاول است، نقط هتر از نقطدوم که دارای مقدار بيش هنقط

است مقادیر  F′(Θ2)>0باشد. چون می سامانهتعادل ناپایدار 

این  ،هستند. بنابراینهای با علامت مخالف ویژه دارای ریشه

صورت به وابسته نيست و منحنی فازی آن ξبه مقدار  دیگر نقطه

 ناپایدار زینی است. هنقط
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 سامانههای فازی نقاط تعادل منحنی شدهبيان مطالب مطابق

در  9و هوموکلينيك 2، هتروکلينيك4های متناوبشامل منحنی

نشان داده شده است. نكته قابل توجه در این  0-6 لاشكا

 همحدوداشكال این است که تئوری تنش کوپل باعث افزایش 

در فضای فازی نسبت به مدل کلاسيك شده  سامانهپایداری 

 انتظار بود.قابل  1 است که با توجه به شكل
 

 

 Vpullin 5/5> برای برای ولتاژ سامانه: منحنی فازی (0)شکل 

V= کننده و بدون مستهلكD>Dcritical. 

 

     با  =Vpullin 5/5 V> ولتاژ برای سامانه: منحنی فازی (6)شکل 

 .D>Dcriticalکننده و مستهلك

بعد تغييرات زاویه و ترتيب منحنی بی، به7-0 لاشكا

 تررا برحسب زمان برای شرایط ولتاژ کم سامانهسرعت دورانی 

     نشان  D>Dcriticalکننده و مستهلكاز ولتاژ پولين، بدون 

 دهند.می

 
1- Periodic 
2- Heteroclinic  

3- Homoclinic 

 

: منحنی تغييرات زاویه برحسب زمان برای ولتاژ (7)شکل 

<Vpullin 5/5 V= کننده و بدون مستهلكD>Dcritical. 

 

: منحنی تغييرات سرعت دورانی برحسب زمان برای (0)شکل 

 .D>Dcriticalکننده و بدون مستهلك =Vpullin 5/5 V>ولتاژ 

تغييرات  هشود، دامندیده می هاشكلاین طورکه در همان

     در مدل تنش کوپل و با  سامانهزاویه و سرعت دورانی 

کردن اثر اندازه نسبت به مدل کلاسيك کاهش یافته لحا 

با درنظرگرفتن اثر اندازه  سامانهدوره تناوب  ،است. همچنين

 تر شده است.نسبت به مدل کلاسيك کم

بعد تغييرات زاویه و ترتيب منحنی بی، بهنيز 0-15 لاشكا

تر را برحسب زمان برای شرایط ولتاژ کم سامانهسرعت دورانی 

  نشان  D>Dcriticalکننده و از ولتاژ پولين، با وجود مستهلك

 دهند.می
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منحنی تغييرات زاویه برحسب زمان برای ولتاژ  :(0)شکل 

<Vpullin 5/5 V=  ننده و با وجود مستهلكD>Dcritical. 

 

: منحنی تغييرات سرعت دورانی برحسب زمان برای (15)شکل 

 .D>Dcriticalکننده و با وجود مستهلك =Vpullin 5/5 V>ولتاژ 

 هشود اثر اندازه دامندیده می 0-15 لاشكاطورکه در همان

را در مدل تنش کوپل  سامانهتغييرات زاویه و سرعت دورانی 

دهد. فرکانس ارتعاشی نسبت به مدل کلاسيك کاهش می

با  ،نيز در مدل تنش کوپل افزایش یافته است. همچنين سامانه

کننده در ها با وجود مستهلكمنحنی ه، هم0 توجه به شكل

رسند که قابل انتظار است. ولی نهایت به یك مقدار ثابت می

تر از مدل تنش سيك بسيار بيشاین مقدار ثابت برای مدل کلا

را  سامانهپيچش  هاثر اندازه زاوی ،عبارت دیگرباشد. بهکوپل می

ها در نهایت به منحنی ه، هم15دهد. در مورد شكل کاهش می

 رسند.صفر می

 D > Dcritical  and  V = Vpullinحالت دوم : 

برابر با ولتاژ پولين شود، نقاط  سامانهاگر ولتاژ اعمالی به 

 بر روی  11همانند شكل  F=0روی خط  Θ2و  Θ1تعادل 

دارای یك ریشه  F(Θ)=0 همعادل ،دیگر خواهند افتاد. بنابراینیك

    ءرا ارضا F′(Θ)=0 همعادل ،Θcriticalاست که این  4و  1بين 

 کند.می

 

 

مدل برای  Θبرحسب  F(Θ)منحنی تغييرات تابع  :(11)شکل 

 تنش کوپل.

 .D <  Dcritical  and  V > Vpullin حالت سوم:

تر از ولتاژ پولين باشد یا بيش سامانهاگر ولتاژ اعمالی به 

تر از مقدار اصلی و الكترود زیرین کم همقدار گپ بين صفح

 سامانه ،افتد. بنابراینبحرانی آن باشد، ناپایداری پولين اتفاق می

 تعادلی نخواهد داشت. هدر این موارد هيچ نقط

رفتار نانوآینة پیچشی در غیاب ولتاژ و تأثیر  -3-3

 نیروی واندروالس بر روی آن

 ه(، رابطη=0حذف شود )یعنی  سامانهکه ولتاژ اعمالی به زمانی

( به شكل 43)
 

1

1 12
2

1

( )
1



 
  
 


 

x
F x x

x

 شود. شكلمی ساده 

 دهد.می نشان ولتاژدر نبود  Θ برحسب F(Θ) تابع تغييرات ،(42)
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برای ولتاژ  Θبرحسب  F(Θ): منحنی تغييرات تابع (12)شکل 

V=0. 

 هها دو نقطمشخص است منحنی 12طورکه در شكل همان

 ،دارند. بنابراین 4 و 1در بين  F=0با خط  Θ2و  Θ1=0برخورد 

 هتعادل است که یكی از این نقاط نقط هدارای دو نقط سامانه
رای مقدار دا F(Θ)=0 هدوم معادل هکه ریشاست. در حالی صفر

 هقارن است، یك نقطمت سامانهکه حقيقی مثبت است. زمانی
تعادل دوم با علامت مخالف  هنقط هصورت قرینتعادل دیگر به

تعادل اول  هشده، برای نقطوجود دارد. همانند مطالب بيان
صورت مودار فازی پایداری بهاست در ن ξ=0که پارامتر وقتی
صورت فوکوس است. باشد پایداری آن به ξ≠0که و زمانی سنتر

صورت ناپایدار ، بهξنقاط دوم و سوم تعادل برای هر مقدار از 

های فازی که شامل ، منحنی13-11 لاشكازینی هستند. در 

تعادل  همتناوب، هتروکلينيك و هوموکلينيك برای سه نقط
 سامانهشود و اعمال نمی سامانهبرای شرایطی که ولتاژی به 

نشان داده شده است.  ،تنها تحت نيروی واندروالس قرار دارد
ها باعث افزایش همانند حالات قبل، اثر اندازه در این منحنی

 .پایداری فضای فازی شده است همحدود

 
      بدون  V=0برای برای ولتاژ  سامانه: منحنی فازی (13)شکل 

 .D>Dcriticalکننده و مستهلك

 

با  V=0برای برای ولتاژ  سامانه: منحنی فازی (11)شکل 

 .D>Dcriticalکننده و مستهلك

بعد تغييرات زاویه و ترتيب منحنی بی، به10-16 لاشكا

، بدون V=0را برحسب زمان برای شرایط  سامانهسرعت دورانی 

ل اشكا طورکههمان دهند.می نشان D>Dcritical و کنندهمستهلك

دهند اثر اندازه باعث کاهش دوره تناوب ارتعاش نشان می

در مدل  ،نسبت به مدل کلاسيك شده است. بنابراین سامانه

 تر است.بيش سامانهتنش کوپل فرکانس ارتعاشی 

 

: منحنی تغييرات زاویه برحسب زمان برای ولتاژ (10)شکل 

V=0 کننده و بدون مستهلكD>Dcritical. 
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حسب زمان برای سرعت دورانی بر: منحنی تغييرات (16)شکل 

 .D>Dcriticalکننده و بدون مستهلك V=0ولتاژ 

بعد تغييرات زاویه و ترتيب منحنی بی، به17-10 لاشكا

را برحسب زمان برای شرایط بدون ولتاژ،  سامانهسرعت دورانی 

 دهند.نشان می D>Dcriticalکننده و با وجود مستهلك

 

: منحنی تغييرات زاویه برحسب زمان برای ولتاژ (17)شکل 

V=0  کننده و وجود مستهلك   باD>Dcritical. 

 

: منحنی تغييرات سرعت دورانی برحسب زمان (10)شکل 

 .D>Dcriticalکننده و با وجود مستهلك V=0برای ولتاژ 

، اثر اندازه نبود ولتاژدهند که در نشان می 17-10 لاشكا

تغييرات زاویه و سرعت دورانی  هدر دامنتأثير چشمگيری 

 سامانهنسبت به مدل کلاسيك ندارد. فرکانس ارتعاشی  سامانه

نيز در مدل تنش کوپل نسبت به مدل کلاسيك تغيير چندانی 

کننده ها با وجود مستهلكمنحنی ههم ،نداشته است. همچنين

 در نهایت به یك مقدار ثابت صفر خواهند رسيد.

صفر است و مقدار گپ  سامانهاژ اعمالی به که ولتدر حالتی

اصلی و الكترود زیرین به مقدار بحرانی آن برسد  هبين صفح

 هسمت نقطتعادل دوم به ه(، نقطD=Dcriticalو  V=0)یعنی 

 شود.تعادل اول حرکت کرده و بروی آن منطبق می

 گیری  نتیجه -1

    در این مقاله تأثير اثر اندازه با استفاده از مدل تنش کوپل 

 هشده و نيروی واندروالس برروی پایداری یك ميكروآیناصلاح

الكترواستاتيك پيچشی مدل یك درجه آزادی مورد بررسی قرار 

 دست آمده عبارتند از:هگرفته است. نتایج ب

ن است های الكترواستاتيكی پيچشی، ممكدر ميكروآینه -4

حتی در نبود ولتاژ اعمالی ناپایداری پولين اتفاق بيفتد. علت 

وجود نيروهای بين مولكولی از جمله نيروی واندروالس  اتفاق این

اصلی و الكترود زیرین  هگپ بين صفح هباشد. بنابراین اندازمی

 .باشدبرای جلوگيری از پولين مهم می
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اثر اندازه نسبت به مدل کلاسيك مكان نقاط تعادل  -2

صورت که این دهد. به اینرا تغيير می سامانهپایدار و ناپایدار 

تعادل ناپایدار  هرا کاهش و نقط سامانهتعادل پایدار  هاثر نقط

بين این دو نقطه  هفاصل ،دهد. بنابراینرا افزایش می سامانه

 سامانهپایداری  همحدودایش آن افز هیابد که نتيجافزایش می

 .باشدفازی نسبت به مدل کلاسيك میفضای های در منحنی

اثر اندازه و استفاده از تئوری تنش کوپل باعث کاهش   -9

و افزایش فرکانس ارتعاشی آن نسبت به  سامانهتناوب  هدور

این اثر دامنه و شدت  ،همچنين. شودمدل کلاسيك می

 .دهدکاهش می شده را نيزپارامترهای بيان

   اگرچهه مهدل حاضهر یههك درجهه آزادی اسهت امها بهها         -1

خوبی نتایج هتواند بکردن اثر اندازه و نيروی واندروالس میلحا 
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  :پیوست

لنگر پیچشی الاستیک با استفاده از تئوری  همحاسب

 شدهتنش کوپل اصلاح

 صورت زیر باشد:شود ميدان تغيير مكان بهفرض می

 (4-پ)
1

2

3

u = YZ,

u = XZ,

u = (X, Y),







 

، Xترتيب تغييرمكان در راستای به u3و  u1  ،u2 ،که در آن

Y  وZ  هستند. تابعψ(X,Y)  نيز تابع اعوجاج است که تنها به

X  وY  وابسته است وΩ دوران در واحد طول ميله  هزاوی   

 باشد که بسيار کوچك است.می

معادلات  (4-پ) همعادلمكان پيشنهادشده در  ميدان تغيير

تعادل  ه. معادل]42[ کندمی ءارضا Yو  Xتعادل را در جهات 

 صورت زیر است:باقيمانده در جهت محوری به

 (2-پ)

 2

11 2231 32

2 2

12 12

2 2

m m1

X Y 2 X Y

m m1 1
0.

2 2X Y

  
 

   

 
  

 

 

و  (4-پ) هتوان نشان داد که با استفاده از رابطمی

    حاکم بر ميله پيچشی  ههای تنش، معادلجایگذاری مولفه

 آید:دست میهب صورت زیربه

 (9-پ)
2

2 2l
0

4

  
       

  
 

 عبارت است از: سامانهو شرایط مرزی 

 (1-پ)

22 2
2

X Y

22
2 2

2

l l
( ) ( ) n Y n X,

n 4 n 2 n t

l
l ( ) 0,

4 t

      
       

      

   
    

 

 

مختصات در  tمختصات در جهت عمودی و  n ،که در آن

با درنظرگرفتن سطح مقطع  جهت مماسی سطح ميله است.

سطح و قراردادن مرکز مختصات وسط  t*wمستطيلی به ابعاد 

زیر  هروی سطح مقطع از رابط، گشتاور کل اعمالی بر مقطع تير

شود:می تعيين

 

   (5-پ)

2 2 2
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A
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A

2

c

A

M X Y X Y dA 3Al
Y X

J X Y dA 3Al ,
L Y X

J X Y dA 3Al ,
Y X

  
       

  

    
      

   

  
   

  







 

ممان  Jمساحت سطح مقطع تير و  Aفوق،  هدر رابط

ممان  Jcشكل است و اینرسی قطبی سطح مقطع تير مستطيل

 باشد.شده میاینرسی قطبی اصلاح

 
 آید:دست میهزیر ب هگشتاور الاستيك تير از رابط ،بنابراین

 (1-پ) elas cM J J
L


  

 Jcممان اینرسی قطبی سطح مقطع و  J ،بالا هکه در رابط

 باشند:صورت زیر میممان اینرسی قطبی اصلاح شده به
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 (8-پ)
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  
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 
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 که در آن:
2

2

4
 

l
    و    

2
2

1
2

 
l

عرض و ضخامت سطح مقطع هستند.  tو  w ،در روابط فوق 

از روش سری پيشنهادی در منبع  bkو  pk ،Bkمقادیر  ،همچنين

تابعی از پارامترهای  Jcمشخص است که  شوند.تعيين می ]42[

      شوند، ن کرنش ظاهر میاکه در تئوری گرادی lطول مادی 

  باشد.می

 Ak ،ak ،Bkدست آوردن ه، برای ب]42[بر طبق روش منبع 

 استفاده کرد. (3-پ)توان از حل جبری روابط می bkو 
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 که در آن:
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 :(، خواهيم داشتt=wبرای ميله با سطح مقطع مربع )

Ak = ak  وBk = bk 

 


