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  چكیده
های  بررسی شده است. توزیع نانولوله اند شده یتهای کربنی تقو دار تابعی هدفمند که با نانولوله سوراخ طاعیگرد قدر این مقاله ارتعاش آزاد ورق 

ورق گرد قطاعی روی بستر  باشد.صورت کسر حجمی می صورت پيوسته و تغييرات تدریجی و هدفمند در راستای ضخامت ورق، به کربنی به

استخراج گردیده  یافتهتئوری بهبود اصل هميلتون و معادلات حرکت ورق با استفاده از رار گرفته است.پاسترناک ق -ی وینكلردو پارامترالاستيك 

و به شدهها، به معادلات دیفرانسيل معمولی تبدیل  این معادلات دیفرانسيل کوپل شده با استفاده از بسط سری مثلثاتی توابع تغيير مكان است.

شده   ها مشاهدهآمده با نتایج دیگران محققان مقایسه و مطابقت بسيار خوبی بين آن دست . نتایج بهاندحل شده تفاضلی مربعاتروش عددی  کمك

ی کربنی در راستای ضخامت، اثر بستر الاستيك و همچنين ها نانولولههای مختلف از  یعتوز، است. درنهایت اثرات پارامترهای مختلف هندسی

 شده است.  ای طبيعی بررسیه بر روی فرکانس گاهی مختلف يهتكشرایط 

 ی، روش تفاضل مربعات، بستر الاستيكورق قطاعهای کربنی، ارتعاش آزاد، مواد هدفمند، نانولوله های کلیدی:واژه
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ABSTRACT  
In this paper, free vibration of functionally graded carbon nanotube annular sector plates is studied. Distribution of 

carbon nanotubes is continuous and meaningful and gradual changes of materials in the direction of thickness are in the 

form of volume fraction. Annular sector plate is placed on the Winkler-Pasternak two parameters elastic foundation. 

The motion equations of plate are derived using the Hamilton principle and the refined plate theory. These coupled 

differential equations are transformed to ordinary equations using the trigonometric series expansion of space variation 

functions and then are solved with the help of differential quadrature method. The obtained results are compared with 

the other researcher’s results and an excellent agreement can be observed between them. Finally, the effects of different 

geometric parameters, different distributions of carbon nanotubes in the thickness direction, elastic foundation, and also 

different boundary conditions on the natural frequencies are investigated. 
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 انگلیسی علائم فهرست
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h رقو ضخامت 
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ok  یکربن یها فاکتور مؤثر جهت نانولوله 

wk یکربن یها پارامتر موج نانولوله 

wK ضریب بستر الاستيك وینكلر 
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mV مريپل یحجم کسر 
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 (8) رابطه در شده تعریف متغير
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 zجابجایی در راستای  ميدان

ntw  
 نانولوله یسر جرمک

 یونانی علائم فهرست

 مقدمه -1

های مختلفف بفا توجفه بفه     ها تحت بارگذاریمطالعه رفتار ورق

هفای  ها در صنایع مختلف از جمله سازهش استفاده از آنگستر

و ... ضفروری اسفت. از    هوافضفا های هواپيماهفا،  ساختمانی، بال

هففای هففا از جنسففی کففه ویژگففیطرفففی، سففاخت و توليففد ورق

بفدین  یر اسفت.  ناپذ اجتنابی داشته باشند امری فرد منحصربه

ر در بفرای اولفين بفا    5مواد تابعی مفدرج  5814منظور در سال 

کفه از دیفدگاه ترموالاسفتيك مطالعفات      [5]ژاپن ساخته شفد  

های اخير . در دهه[2]شده است  ها انجامای بر روی آنگسترده

 
1-  Functionally graded materials (FGM) 

 (5-2) رابطه در شده تعریف متغير   
  (5-2) رابطه در شده تعریف متغير

 کرنش ماتریس
ij  

z بعدبی متغير

h
   
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   راتيينماد تغ
    رنيتاس ی/پلینانولوله کربن یها تیکامپوز چگالی
  یکربن یها نانولوله یجرم یچگال

CNT 
 m  خالص مريپل یجرم یچگال

 تنش ماتریس
ij  

  (5-2) رابطه در شده تعریف متغير
r هرخش صفحچ هیزاو z  

r  
zچرخش صفحه  هیزاو  

 
 فرکانس بی بعد شده
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هفایی بفا مقاومفت بفالا در     با افزایش چشمگير تقاضا برای سازه

مطالعفات زیفادی بفر روی     برابر حرارت، جذب انرژی و سفبك، 

 .رفتار مواد تابعی مدرج )مواد هدفمند( صورت گرفته است

های بعدی آزاد و اجباری ورق ارتعاشات سه [3]نی و ژونك 

صفورت   ای هدفمند را تحفت شفرایط مفرزی مختلفف بفه     دایره

هفای ارتعاشفی و    هفا فرکفانس  رسفی کردنفد. آن  تحليلی بر نيمه

دست آوردند و نشان دادند که با های دیناميكی ورق را به پاسخ

افزایش اندیس خواص مواد، کمترین فرکانس طبيعفی کفاهش   

تر شفدن   یابد. همچنين در مسئله ارتعاش اجباری با نزدیك می

هفا   ها و تفنش  فرکانس اجباری به فرکانس طبيعی، تغيير مكان

 یابند. زایش میاف

های کفربن در  استفاده نانولوله برای اولين بار ایده [4]شن 

مواد هدفمند را مطرح کرد. او در این مقاله خمفش یيرخطفی   

هفای   های مستطيلی هدفمنفد کفامپوزیتی کفه بفا نانولولفه      ورق

خصوصيات نانولوله کفربن   اند را بررسی کرد. شده نی تقویتکرب

سازی دینفاميكی   وابسته به دما فرض شده و با استفاده از شبيه

در یك مطالعفه   [1]ليو و همكارانش  اند. آمده  دست مولكولی به

شفده بفا    جامع، به بررسی خواص مكانيكی مواد هدفمند تقویت

 های کربنی پرداختند.   نانولوله

ارتعاشففات یيرخطففی یففك تيففر    [1]کففی و همكففارانش  

شفده بفا نانولولفه کفربن را بررسفی       کامپوزیتی هدفمند تقویفت 

کمك تئوری مرتبه بفالاتر بفا    ها معادلات حاکم را به کردند. آن

دست آورده و نشفان دادنفد   سينماتيك یيرخطی ون کارمن به

هفای   که افزایش کسر حجمی نانولوله منجر به افزایش فرکانس

شود. همچنفين توزیفع متقفارن نانولولفه     خطی و یيرخطی می

های بالاتری نسبت بفه توزیفع نامتقفارن و یفا      منجر به فرکانس

 گردد. یكنواخت می

يفردار  گ ارتعاش و کمانش تير یكسر [7]پناه نجاتی و اسلام

های کربنی و تحت شده با نانولوله یتتقواز جنس مواد هدفمند 

یع تصفادفی را بفرای   توزها نيروی محوری را بررسی کردند. آن

به روش  آمده دست بهها در نظر گرفتند. با حل معادلات نانولوله

وری بفر  و نيروی مح نانولولهمربعات تفاضلی، اثرات نحوه توزیع 

ی قرار گرفت. همچنين نجفاتی  موردبررسروی فرکانس طبيعی 

 شففرایط  ازجملففهاثففرات پارامترهففای مختلففف  [8]و همكففاران 

گفاهی و ضفخامت را بفر روی ارتعفاش آزاد ورقفی گفرد و       تكيه

 مطالعه کردند. ی از جنس مواد هدفمنددوبعد

هفای  خمش دینفاميكی ورق معادلات حاکم بر  [1] پور یملاعل

ا بفا اسفتفاده از   ر ای ضفخامت و حلقوی با تغييرات پله ای یرهدا

تحليلفی  کمك روش نيمهاستخراج و بهبرشی مرتبه اول  تئوری

ای و حلقوی  های دایره ورقرفتار [50]حل نمود. همچنين وی 

های الاستيك تحت نيروهای یيریكنواخت عمودی و  گاه با تكيه

 را بررسی نمود.   برشی

 دوار  یمدرج تفابع  ريت یرفتار ارتعاش [55]ابراهيمی و مختاری 

معفادلات  بررسفی کردنفد و    موشفنكو يت ريف ت یبراساس تئوررا 

هفا  حفل کردنفد. آن   ليفرانسید لیدبت یبا روش عدد را  حاکم

 ریمقفاد  تفوان یمف  یشاخص جزء حجم رييبا تغنشان دادند که 

 داد. رتغيي دلخواه صورت بهرا  یعيفرکانس طب

 یليورق مسفتط  كیارتعاشات آزاد  [52] مهرآبادی و ابراهيمی

 یکربنف  یهفا  مفدرج کفه توسفط نانولولفه     یاز جنس مواد تفابع 

 نشيففچ عیففتوزهففا اثففرات آن را بررسففی کردنففد. شففده تیففتقو

 ورق یمشخصفات هندسف  و  مدرج یخواص ماده تابع ،ها نانولوله

معادلات حاکم  [53]ران علی و همكافمطالع نمودند. همچنين 

     هففای کربنففی تحففت بففا نانولولففهویففت شففده قتففار ورق تفبففر ر

زننده کروی را استخراج کفرده و بفه کمفك روش عفددی     ضربه

 ها را بررسی کردند.ثرات توزیع نانولولهها احل کردند. آن

هفا بفر روی   ای بر روی ارتعفاش آزاد ورق مطالعات گسترده

. ایفن  [51-54] است شده انجامبسترهای الاستيك و پلاستيك 

ی هفا  ورقدر حالی است که مطالعات محدودی بفر روی رفتفار   

 است.  شده انجامستيك هدفمند بر روی بستر الا

هفای  ارتعفاش عرضفی ورق   مطالعه با [57]لال و همكاران 

 وینكلفر مستطيلی با ضخامت متغير که بر روی بستر الاستيك 

اند، اثرات شرایط مفرزی، نفوب بسفتر و نحفوه تغييفر      قرار گرفته

 ضخامت بر روی فرکانس طبيعی را بررسی نمودند.

ابع گفرین معادلفه   بفا اسفتفاده از تف    [58]و همكاران  هانگ

 ورق مستطيلی مستقر بر بستر الاسفتيك  ارتعاش آزاد مشخصه

و ارتعاشفات   [51]آوردنفد. متسفوناگا    دسفت یيریكنواخت را به

آوردن  دسفت بفه ورق ضخيم روی بستر الاستيك را بفا   کمانش

ی موردبررسف ی جابجایی به کمك بسط سفری تفوانی،   ها مؤلفه

ی تفنش کمفانش را   هفا  مؤلفه. وی فرکانس طبيعی و قراردادند

زاده آورد. ملفك  دسفت بهبرای ورق مربعی روی بستر الاستيك 

های ضخيم مواد هدفمند بر روی بسفتر  ارتعاش آزاد ورق [20]
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بعفدی و روش  ی الاستيسفيته سفه  تئفور کمفك  الاستيك را بفه 

 مربعات تفاضلی بررسی کرد.

 آزاد ارتعفاش  معادلات حفاکم بفر   [25] موسوی و سعيدی 

مرتبفه  نظریفه   را به کمك مستطيلی هدفمند های ضخيم ورق

استخراج کرده و با اسفتفاده   یو عمود یبرششكل  رييبالاتر تغ

هفا  معادلات حاکم را حفل کردنفد. آن   مربعات تفاضلی از روش

 شفود،  یپنجم استفاده مف   مرتبه یاز تئور یکه وقتنشان دادند 

 تهيسيالاست یدست آمده از تئور به جیبه نتا كینزد اريبس جینتا

   در  [22]ی موسففوباشفد. همچنففين سفعيدی و   مففی یبعفد  سفه 

هففای ضففخيم مسففتطيلی  ای دیگففر ارتعففاش آزاد ورق مقالففه

توان ماده هدفمنفد  ها اثرات آن  پيزوالكتریك را تحليل کردند.

نسففبت ضففخامت بففه طففول مشخصففه و اثففر     ك،یففزوالكتريپ

 را بررسی کردند. یعيطب یها بر فرکانس كیزوالكتريپ

ارتعاش ورق مستطيلی هدفمند بفر   [23]فلاح و همكاران  

    روی بسفففتر الاسفففتيك را بفففا اسفففتفاده از روش کفففانترووی   

تئفوری ورق   وو با در نظفر گفرفتن مفدل وینكلفر      5یافتهتوسعه

هفا اثفرات بسفتر الاسفتيك،     . آنقراردادنفد  موردمطالعهميدلين 

مرزی و جنس مواد را بر روی فرکانس طبيعفی برسفی   شرایط 

هفای مسفتطيلی   ارتعفاش آزاد ورق  [24]نراقفی   کردند. یاس و

بفا اسفتفاده از روش تفاضفل    هدفمند بر روی بستر الاستيك را 

بررسی نمودند. دی الاستيسيته بعاساس تئوری سهمربعات و بر

چفون هندسفه ورق، شفرایط    آنها اثرات پارامترهای مختلف هم

طبيعفی  فرکفانس  مرزی و ضرایب الاسفتيك بسفتر را بفر روی    

ارتعفاش   ينهدرزمذکر است که مطالعه و بررسی نمودند. لازم به

های مستطيلی هدفمنفد مطالعفات زیفاد انجفام شفده      آزاد ورق

 .[27-21] است

های گرد متشكل از مفواد پيشفرفته و مفواد     استفاده از ورق

روز  ... روزبفه  ای، شفيميایی و  هدفمند در صنایع هوافضا، هسفته 

شود. از سوی دیگر محصولات گوناگون نانو فنفاوری،  بيشتر می

هففا، کاربردهففای وسففيعی در صففنایع  همچففون نففانو کامپوزیففت

هفا دارای انفواب مختلففی     اند. نفانو کامپوزیفت   داکردهمختلف پي

هفا، نفانو   تفرین انفواب نفانو کامپوزیفت     باشفند. یكفی از مهفم    می

انفد.   شفده  کفربن تقویفت   کامپوزیت پليمری بوده که با نانولولفه 

ی مكانيكی، الكتریكی و  العاده خاطر خواص فوقنانولوله کربن به

 گذارد. خواص پليمر میحرارتی که دارد تأثير زیادی در بهبود 

 
1-  extended Kantorovich method 

 

دار  سففوراخ گففرد قطففاعیدر ایففن مقالففه ارتعففاش آزاد ورق 

شفده   بررسفی  ،انفد  شده های کربنی تقویت هدفمند که با نانولوله

صفورت پيوسفته و تغييفرات     های کربنی به است. توزیع نانولوله

صفورت   تدریجی و هدفمند مواد در راستای ضفخامت ورق، بفه  

ورق گرد قطفاعی   باشد.میمختلف های  یعتوزو با کسر حجمی 

معفادلات   روی بستر الاستيك دو پارامتری قفرار گرفتفه اسفت.   

اسفتخراج گردیفده    یافتهحرکت ورق با استفاده از تئوری بهبود

 درگيفر است. این معفادلات یفك سفری معفادلات دیفرانسفيل      

همين دليل از ها بسيار مشكل است به هستند که حل دقيق آن

 فاضلی برای حل این معفادلات اسفتفاده  روش عددی مربعات ت

های تفابعی   یعتوزالاستيك و  ير بسترتأثدر این کار شده است.  

کربنی در راستای ضخامت ورق گرد قطفاعی   نانولولهمختلف از 

ی هفا  فرکفانس و همچنين پارامترهفای مختلفف هندسفی روی    

 است. قرارگرفتهی موردبررسطبيعی سيستم 

 استخراج معادلات   -2

ن بخش نحوه استخراج معادلات حاکم بر اسفاس تئفوری   در ای

کمفك تئفوری   بهبودیافته و بفر اسفاس اصفل  هميلتفون و بفه     

 گردد.بهبودیافته  ارائه می

 ها در خواص مکانیکیاعمال اثرات نانولوله -2-1

هفا تفأثير   طور که در مقدمه اشفاره شفد، توزیفع نانولولفه     همان

ل یانفگ دارد. بفا   بسزایی در خفواص مكفانيكی مخصوصفاد مفدو    

های  توان مدول یانگ کامپوزیتها، میاستفاده از قانون مخلوط

صورت زیر  ( را بهcEهای کربنی ) شده با نانولوله پليمری تقویت

 :[21, 28]تخمين زد 

(5) ( ) CNTV

c l o w CNT m CNT mE k k k E E V e E


   

ترتيب مفدول یانفگ طفولی    به mEو CNTE که در رابطه فوق،

 CNTVهمچنفين  باشند. های کربنی و پليمر موردنظر می نانولوله

ترتيفب  بفه  wk و lk،okهفای کربنفی و    کسر حجمی نانولولفه 

هفای کربنفی و    پارامتر مؤثر طول، فاکتور مفؤثر جهفت نانولولفه   

بفا اسفتفاده از    lkباشفند.  های کربنفی مفی   پارامتر موج نانولوله

 آید:دست میرابطه زیر به

(2-5) 
tanh

1lk



  

 که: طوری به
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(2-2) 

22

(1 )ln

ln( )

( )

m

CNT m CNT

CNT

c m

l o w CNT m CNT

El

d E v V

V

E E

k k k E E V

















 



 

های کربنفی   ترتيب طول و قطر نانولولهبه dو lدر رابطه فوق،

ه با علامفت  باشد. پارامترهای ک ضریب پواسون پليمر می mv و

 صورت تجربی و از طریق تسفت کشفش    اند به شده مشخص

 شوند.های با درصد وزنی بالا تعيين می برای نانولوله

نانولولفه   هفای  کامپوزیفت  (v) و ضفریب پواسفون   () چگالی

صورت زیر  ها به طبق قانون خطی مخلوط 5پلی استيرن کربنی/

 شود:محاسبه می

(3) CNT CNT m m

CNT CNT m m

V V

v V v V v

   

 
 

های کربنفی و   ترتيب چگالی جرمی نانولولهبه m و CNT،که

ترتيفب کسفر حجمفی    بفه  mVو  CNTVباشند. پليمر خالص می

 باشند.میپليمر خالص های کربنی و کسر حجمی نانولوله

هفای   با نانولوله استيرنپلیدر این مقاله فرض شده که ماتریس 

هفا   کفه بفرای کسفر حجمفی آن     طفوری  شفده، بفه   کربنی تقویت

 توان نوشت: می زیر صورت به

های کربنفی خفالص در    ی استيرن و نانولولهخواص مكانيكی پل

 آورده شده است.  1جدول 

خواص مكانيكی از پلی استيرن و نانولوله کربنی  (:1)جدول 

 .[28]خالص 

 
1- CNT/ Polystyrene (PS) 

پلی  نانولوله کربنی/ هاییانگ کامپوزیتمنحنی تغييرات مدول

( در 5برحسب تغييرات کسر حجمی بر اساس رابطفه )  استيرن

 [30]هففای تجربفی مرجففع  شففده و بفا داده  نشفان داده  1شفكل  

دهفد  کفه ایفن شفكل نشفان مفی     طفور  مقایسه شده است. همان

( 5مطابقت خوبی بين نتایج تجربی و نتفایج حاصفل از رابطفه )   

 وجود دارد.
 

0 5 10 15 20 25 30
1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6
x 10

9

Volume% of MWCNTs

E
(P

a
)

 

 

Modified form of the rule of mixtures

Experimental data

 
نانولوله  هاییتکامپوز یانگمدول  ييراتتغ یمنحن (:1)شکل 

و  ييراتتغ یکسر حجم ييراتبرحسب تغ يرناست یپل /یکربن

 .(5رابطه ) یجو نتا یتجرب یها داده ينب یسهمقا

هفای کفربن در    در این مقاله فرض شده است توزیع نانولوله

صفورت خطفی    دار بفه  راستای ضخامت ورق گرد قطاعی سوراخ

هفا در راسفتای    رو چند تفابع بفرای توزیفع نانولولفه     باشد. ازاین

هفای   نانولوله شكل Vتوزیع . شده است  نظر گرفته ضخامت در

حالفت از رابطفه زیفر    کربن در راسفتای ضفخامت کفه در ایفن     

 شود:استفاده می

(1) *2
(1 )CNT NT

z
V V

h
  

از کسفر حجمفی    شفكل  Oو  Xدو نوب مختلف از توزیع خطی 

 صورت زیر در نظفر گرفتفه   ها در راستای ضخامت که به نانولوله

 اند: شده 

(1) 

*4 | |
CNT NT

z
V V

h
  نوبX 

*1 | |
4( )

2
CNT NT

z
V V

h
   نوبO 

 صورت زیر است: که تابع آن به ها توزیع یكنواخت نانولوله

(4) 1CNT mV V  

 استيرنپلی
mv 3(Kg/ m )m ( )mE GPa 

34/0 5010 1/5 

 نانولوله

 کربنی

CNTv 3(Kg/ m )CNT ( )CNTE GPa 

28/0 2500 100 

-نانولوله ابعاد 

 های کربنی

( )l m ( )d nm 

10 21 

مقادیر 

 شده استفاده

CNTV wk ok ( )cE GPa 

51/0 5/0 2/0 8/3 
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(7) *

CNT NTV V  نوبUD 

*ضخامت ورق و hدر روابط فوق 

NTV  صفورت زیفر تعریفف     بفه

  :[28] شودمی

(8) 
*

( ) ( )

NT
NT

CNT CNT
NT NT

m m

w
V

w w
 

 



 

 

که
NTw،CNT  وm چگفالی  ، کسر جرمی نانولولفه  ترتيببه

پليمفر خفالص    چگفالی جرمفی  ی کربنفی و  هفا  نانولولفه  جرمی

z/بعفد   . با تعریف پارامتر بیباشند یم h  ،   تغييفرات کسفر

های کربن و همچنين مدول یانفگ در راسفتای    حجمی نانولوله

صفورت   بفه  های مختلفو برای توزیع ورق گرد قطاعی ضخامت

 باشد.میو  3و  2 هایشكل

0 5 10 15 20 25 30
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

V
CNT

%



 

 

V

X

O

UD

های کربنی در  تغييرات کسر حجمی نانولوله(: 2)شکل 

 .راستای ضخامت به ازای توزیع مختلف

 

1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

x 10
9

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

E(Pa)



 

 

V

X

O

UD

 یازاضخامت به یدر راستا یانگمدول  ييراتتغ (:3)شکل 

 .یکربن یها نانولوله یمختلف از کسر حجم یعتوز

 یافتهمعادلات حاکم با استفاده از تئوری بهبود -2-2

دار نشان شماتيكی از ورق گرد قطاعی سوراخ 4 شكل در

در این شكل  شده است. داده
iR  ،شعاب داخلی

oR  شعاب

 ضریب بستر الاستيك برشی و gKخارجی، 
wK ضریب  

 باشند.بستر الاستيك وینكلر می

 
 .يكبستر الاست یرو یورق گرد قطاع (:4)شکل 

 

 یافتهبهبود یمعادلات حاکم با استفاده از تئور

 یافتهبهبود یميدان جابجایی طبق تئور اند. آمده دست به

 :[35]شود  صورت زیر نوشته می به

(1) 

( , , )
( , , , ) ( , , )

( , , )
( )( )

( , , )
( , , , ) ( , , )

( , , )
( )( )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

b

s

b

s

b s

w r t
U r z t u r t z

r

w r t
g z

r

w r t
V r z t v r t z

r

w r t
g z

r

W r z t w r t w r t


 




 







  


  








  







 

 

 در رابطه فوق:

(50) 
3

2

1 5
( ) ( )

4 3

z
g z z

h
  

یافته جابجایی عرضی بهبودشكل برشی طبق تئوری تغيير 

w خمشی مؤلفهشامل دوbwو برشیswباشد که هر دو  یم

)تابع , , )r t شند.با یم 

 صورت زیر است: ای به کرنش در مختصات استوانه -رابطه تنش

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

rr rr

zz zz

z z

rz rz

r r

C C C

C C C

C C C

C

C

C

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    
    
    
       

     
    
    
    
        

 
(55) 

کرنش و  ijماتریس سختی الاستيك، ijC،که در این رابطه

ijصورت زیر  باشند. ضرایب ماتریس الاستيك به تنش می

h r  

 
z 

iR 

oR 

( )gshearlayer K  

( )Wwinkler springs K  
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 شوند: تعریف می

(52) 

11 22 33 2

12 13 23 2

44 55 66

( )

(1 )

( ) ( )

(1 ( ) )

( )

2(1 ( ))

E z
C C C

v

E z v z
C C C

v z

E z
C C C

v z

  


  


  


 

ای  جابجایی در مختصات استوانه -همچنين روابط کرنش

 شوند:بيان می صورت زیر به

1

1

r

z

r

rz

z

U

r

U V

r r

W

z

U V V

r r r

U W

z r

V W

z r



























 








 
  

 

 
 
 

 
 
 

 (53) 

 توان نوشت:( می53( در )1با جایگذاری رابطه )
2 2

2 2

2

2

2

2

2

2

( )

1
( )

( )( )

1
2 ( )

2 ( )( )

(1 ( ))

(1 ( ))

b s
r

b b

s s

b b
r

s s

s
rz

s
z

w wu
z g z

r r r

w wv
u z

r r r

w w
g z

r r

w wu v
v r z

r r r r

w w
g z

r r

w
g z

r

w
g z

r










 




  

 






 
  
  

  
    

  

 
 

  

  
    

    

 
  

   


 




 



 

(54) 

 توان نوشت:اصل هميلتون می به حال با توجه

0

0

t

fT U U dt     (51) 

کار  fUانرژی پتانسيل، Uانرژی جنبشی، Tدر آن، که

 تغييرات دهندهنشان  همچنينو  باشد یمنيروی خارجی 

 توان نوشت:می Uدست آوردنباشد. برای به می

(51) 
(

)

r r z z

V

rz rz r r

U

dv

   

 

      

   

  

 


 

( و با جایگذاری 57صورت رابطه ) تنش به یهامنتجهبا تعریف 

( الف -5سازی، رابطه )( و انجام ساده51( در رابطه )54)رابطه 

 آید:دست میبه

(57) 

/2

/2

/2

/2

/2

/2

/2

/2

1

( )

1

,

( )

1

,

( )

(1 ( ))

r
h

r r
h

r

h

h

r
h

r r
h

r

hrz rz

h
z z

N

M z dz

g zP

N

M z dz

g zP

N

M z dz

g zP

Q
g z dz

Q



 





 



 



















   
   

   
   

  

   
   

   
   

  

   
   

   
   

  

   
    

   









 

,که  , ,r rM M P P  های خمشی، ممان,r rM P  های ممان

,پيچشی و , ,r rQ Q R R  .نيروهای برشی هستند 

ها در ی از این فرمول ها بخشبه طولانی بودن، فرمول توجهبا 

 گردد.ارائه می (الف)پيوست 

      ( والف -2( و )الف -5دادن روابط ) درنهایت با قرار

(، معادلات حرکت ورق گرد قطاعی 51در رابطه ) (الف -3)

های کربنی برحسب  نانولوله شده با دار تابعی تقویت سوراخ

      یافته بهبودبا استفاده از تئوری  نيرو و ممان هایمنتجه

 :آیددست میبه

(58) 
3 32

1 2 42 2 2

r b sr r
N N w wN N u

I I I
r r r r t r t r t

 



   
     

      
 

(51) 
3 32

1 2 42 2 2
2 r r b sN N N w wv

I I I
r r r t r t r t

  

  

   
    

      
 

 

(20) 

22

2 2 2

2

2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
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های  نيرو و ممان برحسب مؤلفه هایمنتجهبا قرار دادن 

 هامنتجهگذاری در معادلات حرکت برحسب جایی و جایهجاب

( در این روابط، معادلات حرکت 1و درنهایت قرار دادن روابط )

های جابجایی برای ورق گرد قطاعی تابعی  مؤلفه برحسب

های کربنی با استفاده از تئوری  شده با نانولوله تقویت

 گردد: ، استخراج مییافتهبهبود

(23) 
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/
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2،5،0m، ...∞ که  باشد محيطی می موج عدد در روابط بالا. 

 حل معادلات -3

تحليلی و عددی بسياری برای بررسی تحليلی، نيمههای روش

. در این [31-32] مسائل ارتعاشاتی و کمانش وجود دارد

يل دشواری در حل معادلات کوپل شده از روش دلبهمقاله، 

است. در ادامه نحوه اعمال این  شده استفادهمربعات تفاضلی 

 ت آورده شده است.روش در معادلا

 مربعات تفاضلیاعمال روش  -3-1

اولين بار توسط بلمن و کاستی در سال  تفاضلی مربعاتروش 

و بعدها توسط برت و  [37]ای ارائه گردید در مقاله 5175

. [38]ماليك برای حل معادلات مكانيك جامدات استفاده شد

توان در حل معادلات مقدار مرزی و مقدار از این روش می

)برای مطالعه  اوليه با طبيعت خطی و یيرخطی استفاده نمود

 مراجعه شود(. [31] جزئيات بيشتر به مرجع

فرم  ها را بهبا اعمال این روش به معادلات حرکت، آن

نویسيم )با توجه به طولانی بودن روش مربعات تفاضلی می

 آورده شده است(. )ب( پيوستروابط، این روابط در 

 نتایج و بحث -4

با نتایج  ایسهقمکمك آمده بهدستهدر این بخش، ابتدا نتایج ب
پارامترهای گردد. سپس اثرات اری میگذصحه اتقيقتحسایر 

ی کربنی در ها نانولولههای مختلف از  یعتوز، مختلف هندسی
راستای ضخامت، اثر بستر الاستيك و همچنين شرایط 

شده   های طبيعی بررسی بر روی فرکانس گاهی مختلف يهتك
 است.

 بررسی صحت نتایج -4-1

ای  ههدف اصلی این مقاله بررسی ارتعاش آزاد ورق دایر
 های کربنی تقویت دار تابعی هدفمند که با نانولوله سوراخ

آمده با  دست باشد. در ابتدا لازم است تا نتایج بهاند، می شده 
نتایج سایر تحقيقات مقایسه شود تا اعتبار و صحت نتایج 

آمده تائيد شود. بدین منظور از تابع زیر برای تغييرات  دست به
 :[40]شده است   خواص استفاده
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( / )
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( )

m z h

ij ij

m z h

C z C e
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 





 

ترتيب بعد اول به یبطبيعی  فرکانس 3و  2های در جدول

و  آمده دست بهساده  -گيردار و گيردار-های گيرداربرای حالت
ها مقایسه شده است. در این جدول [24]با نتایج مرجع 

m2/0iR ،m5oR  5و   .در نظر گرفته شده است
دهد، مطابقت ها نشان میکه نتایج این جدول طور همان

وجود  [24]های کار حاضر و نتایج مرجع مناسبی بين داده
 [24]در مرجع  شده استفادهذکر است تئوری دارد. لازم به

باشد و از روش عددی مربعات  یمی بعد سهتئوری الاستيسيته 
 تفاضلی برای حل معادلات استفاده شده است.

 WKضخامت،ازای بيعی اول بهمقادیر فرکانس ط(: 2) جدول

 .گيردار -گيرداربرای ورق گرد  مختلف gKو 

h WK 0 مرجعgK  50gK  500gK  

5/0
 

0
 

 1118/42 1883/35 4770/30 کار حاضر

[24] 4775/30 1144/35 1735/42 

50
 

 0225/43 0751/32 1185/30 کار حاضر

[24] 1188/30 0814/32 0315/43 

50
00

 

 0171/41 8188/31 1157/38 کار حاضر

[24] 1177/38 8135/31 0788/41 

2/0
 

0
 

 1813/31 0315/21 4020/24 کار حاضر

[24] 4022/24 0455/21 1185/31 

50
 

 0178/37 5380/21 1511/24 کار حاضر

[24] 1515/24 5432/21 0122/37 

50
00

 

 1311/42 1115/34 1308/33 کار حاضر

[24] 1354/33 1101/34 1433/42 
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ضخامت،ازای مقادیر فرکانس طبيعی اول به(: 3) جدول
wK 

 .ساده -گيرداربرای ورق گرد  مختلف gKو 

h WK 0 مرجعgK  50gK  500gK  

5/0
 

0
 

 1181/38 2714/21 4100/24 کار حاضر

[24] 4155/24 2811/21 1755/38 

50
 

 1311/38 3838/21 1012/24 کار حاضر

[24] 1018/24 3145/21 1437/38 

50
00

 

 2150/41 4301/31 5331/34 کار حاضر

[24] 5341/34 4451/31 2735/41 

2/0
 

0
 

 7451/34 8751/22 0505/25 کار حاضر

[24] 0501/25 8855/22 7125/34 

50
 

 8501/34 1831/22 5312/25 کار حاضر

[24] 5311/25 1172/22 8258/34 

50
00

 

 1252/40 2318/32 0378/35 کار حاضر

[24] 0318/35 2411/32 1401/40 

 بررسی همگرایی -4-2

با استفاده از روش  آمده دست بررسی همگرایی نتایج به برای

، 1( یعنی rNهای مختلف ) ازای تعداد گره، بهمربعات تفاضلی

 يردارگ -گاهی: گيردار شرایط تكيه 25و  51، 57، 51، 55، 7

(C-C،) ساده- ( سادهS-Sگيردار ،)- ( سادهS-Cو ) همچنين  

5،2،3m موج محيطی اعداد  توزیع برای V از شكل

 4جدول های کربنی در راستای ضخامت، نتایج در  نانولوله 

شود،  طور که در این جدول مشاهده می آورده شده است. همان

ازای یافته و به ها نرخ همگرایی افزایش با افزایش تعداد گره

 شده است. نتایج همگرایی حاصل 51های بالای تعداد گره

گاهی، عدد موج طبیعی و کیهبررسی اثرات ت -4-3

 بعد شدهبیعی بیطفرکانس 

ی کربنی و پارامترهای ها نانولولهير تأثدر ادامه به بررسی 

 بعد یدر جداول زیر از رابطه باست.  شده پرداختههندسی 

2(1 ) /o m m mR v E    برای فرکانس که در آن

  شده است.  طبيعی استفاده

  اول  بعد یب یعطبي نسفرکا چهار 1-7 هایدر جدول

ساده  -ساده ردار،يگ -رداريگ یگاه هيتك طیشرا یبرا بيترتبه

 یها عیتوز یاعداد موج مختلف برا یازاساده، به -رداريو گ

 یدر راستا یکربن یها نانولوله یتابع راتييمختلف از تغ

  نیا درطور که  ضخامت ورق گردآورده شده است. همان

با افزایش عدد موج محيطی فرکانس شود ها مشاهده میجدول

یافته و همچنين بيشترین مقادیر  یشافزابعد  یبطبيعی 

و کمترین مقادیر مربوط به توزیع  Xفرکانس مربوط به توزیع 

O باشد. توزیع  یمUD  دارای مقادیر فرکانس طبيعی بالاتری

 باشد. یم Vنسبت به توزیع 

 

i/=2/0و  Vزای اعداد موج و شرایط مرزی و تعداد گره مختلف، برای توزیع اهمگرایی فرکانس طبيعی اول به (:4)جدول  oR R ،

2/0=/o oh R 

ط 
رای
ش يه
تك

ی
اه
گ

 

وج
د م
عد

 

rN 

1 25 55 51 57 51 25 

دار
ير
گ

- 
ده
سا

 

5 7145/2 7112/2 7110/2 7117/2 7707/2 7802/2 7802/2 

2 8114/2 8781/2 8832/2 8842/2 8812/2 8141/2 8141/2 

3 0155/3 5311/3 5472/3 5487/3 5411/3 5105/3 5105/3 

ده
سا

- 
ده
سا

 

5 1581/5 1118/5 1113/5 1114/5 1111/5 1177/5 1177/5 

2 0150/2 5551/2 5010/2 5088/2 5010/2 5551/2 5551/2 

3 3101/2 4223/2 4581/2 4585/2 4584/2 4251/2 4251/2 

دار
ير
گ

- 
دار
ير
گ

 

5 0115/3 5242/3 5305/2 5301/3 5301/3 5301/3 5301/3 

2 2014/3 2301/3 2347/3 2343/3 2343/3 2342/3 2342/3 

3 4375/3 4107/3 4133/3 4123/3 4125/3 4151/3 4151/3 
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ع ازای توزیمقادیر چهار فرکانس طبيعی اول به(: 1) جدول

  گيردار -مختلف از نانولوله برای ورق گرد گيردار

2/0 /o oh R   2/0و /i oR R . 

وه 
نح

یع
وز
ت

وج 
د م
عد

 

1 
2 

3 
4 

V
 

5 5301/3 1114/1 1701/55 1710/51 

2 2342/3 5314/7 7310/55 7275/51 

3 4151/3 4212/7 0557/52 1728/51 

X
 

5 5042/4 3145/1 1140/51 1442/22 

2 4557/4 8311/1 0174/51 8118/22 

3 8127/4 1588/50 7341/51 4001/23 

O
 

5 0110/3 8877/1 4717/55 4748/51 

2 5102/3 0412/7 1372/55 1511/51 

3 3122/3 3511/7 1058/55 8101/51 

U
D

 

5 2831/3 2720/7 0721/52 2104/57 

2 3114/3 4113/7 2471/52 4412/57 

3 1351/3 7111/7 1314/52 7058/57 

 

ازای توزیع مقادیر چهار فرکانس طبيعی اول به(: 1) جدول

 ساده -مختلف از نانولوله برای ورق گرد ساده

 2/0 /o oh R   2/0و /i oR R . 

یع
وز
ه ت
حو
ن

 

وج
د م
عد

 

1 
2 

3 
4 

V
 

5 1177/5 5151/1 1281/55 3250/53 

2 5551/2 3511/1 8210/55 2121/53 

3 4251/2 1231/1 2012/52 2081/53 

X
 

5 2303/2 4385/7 2078/54 1477/25 

2 7818/2 0555/8 1411/54 1128/25 

3 1551/3 8107/8 3151/51 4778/22 

O
 

5 8133/5 1004/1 1157/50 3015/51 

2 1130/5 0131/1 5077/55 4301/51 

3 2812/2 3111/1 3113/55 1407/51 

U
D

 

5 5025/2 1582/1 3111/22 8171/22 

2 2114/2 1130/1 1111/22 8711/22 

3 1811/2 0574/7 1320/23 2180/21 

ازای توزیع مقادیر چهار فرکانس طبيعی اول به(: 7) جدول

 ساده -گيردارمختلف از نانولوله برای ورق گرد 

 2/0 /o oh R   2/0و /i oR R . 

یع
وز
ه ت
حو
ن

 

دد
ع

 
وج
م

 

1 
2 

3 
4 

V
 

5 7802/2 1172/1 1842/55 0218/51 

2 8141/2 8411/1 8340/55 0711/51 

3 5105/3 5251/7 0112/52 2002/51 

X
 

5 5105/3 1252/8 5330/51 0471/22 

2 7513/3 0472/1 1311/51 3404/22 

3 4200/4 8415/1 5100/51 8220/22 

O
 

5 1111/2 1720/1 3812/55 3850/51 

2 7741/2 7205/1 1222/55 4114/51 

3 0337/3 1122/1 7133/55 1141/51 

U
D

 

5 1437/2 0558/7 3340/52 8115/54 

2 0144/3 5181/7 1517/52 1112/54 

3 3415/3 4182/7 8241/52 5327/51 

بعد اول  یبتغييرات فرکانس طبيعی  1-7های در شكل

نسبت ضخامت به شعاب خارجی ورق گرد به ازای  برحسب
i/2/0ی کربنی، ها نانولولههای مختلف از  یعتوز oR R  و      
5m  دار، گير -گاهی گيردار يهتكترتيب برای شرایط به

است. مطابق این  شده  دادهساده نشان  -و گيردار ساده -ساده
ها، با افزایش نسبت ضخامت به شعاب خارجی ورق، شكل

بعد افزایش یافته است. این نتيجه برای  یبفرکانس طبيعی 
گاهی صادق است. بيشترین مقادیر فرکانس  يهتكتمامی شرایط 

ربوط به توزیع و کمترین مقادیر م X طبيعی مربوط به توزیع
O توزیع  بوده وUD  دارای مقادیر فرکانس طبيعی بيشتری

 باشد. یم Vنسبت به توزیع 

نسبت شعاب  برحسببعد اول  یبتغييرات فرکانس طبيعی 
های مختلف  یعتوزداخلی به شعاب خارجی ورق گرد و به ازای 

/ 2/0ی کربنی، ها نانولولهاز  oh R   5و m  ترتيب برای به
 ساده -ساده و گيردار -گيردار، ساده -گاهی گيردار يهتكشرایط 

که از این طور هماناست.  شده دادهنشان  2-11های در شكل

ها مشخص است، با افزایش نسبت شعاب داخلی به شعاب شكل
    باید. لازم یمبعد افزایش  یبخارجی ورق فرکانس طبيعی 

گاهی صادق ذکر است، این نتيجه برای تمامی شرایط تكيههب
 است. همچنين، در شرایط توزیع یكسان، فرکانس طبيعی 

 يردار از دو حالت دیگر بيشتر است.گ-بعد در حالت گيرداربی
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H/Ro
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V Type

X Type

O Type

UD

 
 برحسببعد اول  یبتغييرات فرکانس طبيعی (: 1شکل )

ی ها یعتوزنسبت ضخامت به شعاب خارجی ورق گرد به ازای 

 گاهی  يهتكی کربنی، شرایط ها نانولولهمختلف از 

 .گيردار -گيردار
 

0.1 0.15 0.2 0.25
1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

H/Ro


1

 

 

V Type

X Type

O Type

UD

 

 برحسببعد اول  یبتغييرات فرکانس طبيعی (: 1شکل )

های  یعتوزنسبت ضخامت به شعاب خارجی ورق گرد به ازای 

 .ساده -گاهی ساده يهتكی کربنی، شرایط ها نانولولهمختلف از 
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حسب بعد اول بر یبتغييرات فرکانس طبيعی (: 7شکل )

های  یعتوزنسبت ضخامت به شعاب خارجی ورق گرد به ازای 

 .ساده -گاهی گيردار يهتكی کربنی، شرایط ها نانولولهمختلف از 
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حسب بعد اول بر یبتغييرات فرکانس طبيعی  (:2) شکل

نسبت شعاب داخلی به شعاب خارجی ورق گرد به ازای 

گاهی  يهتكربنی، شرایط ی کها نانولولههای مختلف از  یعتوز

 .گيردار -گيردار
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حسب بعد اول بر یبتغييرات فرکانس طبيعی  (:2) شکل

نسبت شعاب داخلی به شعاب خارجی ورق گرد به ازای 

گاهی  يهتكی کربنی، شرایط ها نانولولههای مختلف از  یعتوز

 .ساده-ساده
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بعد اول برحسب  یبتغييرات فرکانس طبيعی  (:19) شکل

شعاب داخلی به شعاب خارجی ورق گرد به ازای نسبت 

گاهی  يهتكی کربنی، شرایط ها نانولولههای مختلف از  یعتوز

 .ساده -گيردار
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زاویه قطاب  برحسببعد اول  یبتغييرات فرکانس طبيعی 
         ی کربنی،ها نانولولهمختلف از  های یعتوزازای ورق به

2/0/i oR R ، 2/0./ oh R   5وm   برای شرایط
      ساده -و گيردار ساده -گيردار، ساده -گاهی گيردار يهتك
است. مطابق  شده  دادهنشان  11-13های ترتيب در شكلبه

گاهی با افزایش زاویه  يهتكها، برای تمامی شرایط این شكل
 باید. یمبعد کاهش  یبقطاب ورق فرکانس طبيعی 

 برحسببعد اول ورق گرد  یبتغييرات فرکانس طبيعی 
 ، شرایط GK ازای مقادیر مختلف، بهWKضریب بستر الاستيك

 UDو  V،X ،Oهای گيردار و برای توزیع-گاهی گيردارتكيه
نشان  14-17 هایترتيب در شكلهای کربنی بهنانولوله
i/2/0ها برای مقادیر است. این شكل شده داده oR R ،     
2/0/ oh R   5وm  ها، برای این شكل مطابقاند. رسم شده

فرکانس طبيعی  KWو  KGهای مختلف، با افزایش کليه توزیع
 KG >503و  KW>501ازایید ولی بهبا یمبعد اول افزایش  یب

شود و نتایج برای  ینمتغييراتی در مقادیر فرکانس مشاهده 
 باشد. یمبرابر و ثابت  KWو  KGمقادیر مختلف 

 

30 35 40 45 50 55 60
4

5

6

7

8

9

10

11

12

13




1

 

 

V Type

X Type

O Type

UD

 
حسب بعد اول بر یبتغييرات فرکانس طبيعی  (:11) شکل

ی ها نانولولههای مختلف از  یعتوزازای زاویه قطاب ورق به
 .گيردار -ی گيردارگاه يهتكکربنی، شرایط 
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حسب بعد اول بر یبتغييرات فرکانس طبيعی  :(12) شکل

ی ها نانولولههای مختلف از  یعتوزازای زاویه قطاب ورق به
 .ساده -گاهی ساده يهتكکربنی، شرایط 
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حسب بعد اول بر یبتغييرات فرکانس طبيعی  (:13) شکل

ی ها لولهنانوهای مختلف از  یعتوزازای زاویه قطاب ورق به

 .ساده-گاهی گيردار يهتكکربنی، شرایط 
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بعد اول ورق گرد  یبتغييرات فرکانس طبيعی  (:14) شکل

از  Vازای توزیع به wKبرحسب ضریب بستر الاستيك 

 .ی کربنیها نانولوله
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بعد اول ورق گرد  یبتغييرات فرکانس طبيعی  (:11) شکل

از  Xازای توزیع به wKالاستيك برحسب ضریب بستر 

 .ی کربنیها نانولوله
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بعد اول ورق گرد  یبتغييرات فرکانس طبيعی  (:11) شکل

از  Oازای توزیع به wKبرحسب ضریب بستر الاستيك 

 .ی کربنیها نانولوله
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اول ورق گرد  بعد یبتغييرات فرکانس طبيعی  (:17) شکل

از  UDازای توزیع به wKبرحسب ضریب بستر الاستيك 

 .ی کربنیها نانولوله

 گیرینتیجه -1

ی کربنی ها نانولولهير توزیع تأثدر این مقاله به بررسی 

ی طبيعی ورق گرد ها فرکانستابعی و پيوسته روی  صورت به

وم برشی پرداخته شده قطاعی با استفاده از تئوری مرتبه س

مورد بررسی قرار گرفته و  ها نانولولههای مختلف از  یعتوزاست. 

با بررسی نتایج مشاهده شد بيشترین مقادیر فرکانسی مربوط 

باشد.  یم Oو کمترین آن مربوط به توزیع  Xبه توزیع 

از مقادیر فرکانس  UDازای توزیع یر فرکانس بهمقادهمچنين 

باشد. پارامترهای هندسی  یمبيشتر  Vع ازای توزیطبيعی به

نسبت ضخامت به شعاب خارجی، شعاب داخلی  ازجملهمختلف 

به شعاب خارجی، زاویه قطاب ورق گرد و همچنين ضرایب 

بستر الاستيك مورد بررسی قرار گرفتند. در این کار شرایط 

ساده  -ساده و ساده -گيردار، گيردار -گاهی مختلف گيردار يهتك

اخلی و خارجی ورق گرد در نظر گرفته شده و در شعاب د

شرایط  مشاهده شد بيشترین مقادیر فرکانسی مربوط به

     گيردار و کمترین مقادیر مربوط به -گاهی گيردار يهتك

 باشد. یم ساده -ساده
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