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 چكیده 
برای  پردازد.  یك ماده غيرهمگن مدرج تابعی، با استفاده از روش المان مرزی می در انتقال حرارتاین پژوهش، به حل معادله دیفرانسيلی حاکم بر 

جز در موارد محدود، شناخته شده و در این نوع مسائل، تابع گرین یا همان حل بنيادین که برای ارائه حل المان مرزی یك مسئله لازم است، به

کارگيری یك متغير هبا ب .شود دوم از یك راستا، فرض می صورت یك تابع درجههمدرج ب  صفحه هدایت حرارتی تابع ،دسترس نيست. در این مقاله

در انتقال حرارت  مسئله توان میشود و لذا  تبدیل میبنيادین شناخته شده دارای حل  ای به معادلهحاکم دیفرانسيلی معادله کمكی و تبدیل متغير، 

اساس بر .يستپذیر ن این کار امكان رایج هایو با روش در صورتيكه بطور معمولی ،کرد حلروش المان مرزی  ادوبعدی را بتابعی ماده مدرج این نوع 

متنوع و مقایسه و بررسی  و های مختلفگذاری آن با حل مثال شده، یك کد کامپيوتری در محيط متلب نوشته شده است که صحه رویكرد معرفی

 نتایج آنها، صورت گرفته است.
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ABSTRACT 

In this research, the governing differential equation of heat conduction problem in a non-homogenous, functionally 

graded material (FGM) is solved using the boundary elements method (BEM). Except for some limited cases, there is 

not known Green function or fundamental singular solution for this kind of problems, which is necessary to have the 

boundary elements analysis. In this paper, the thermal conductivity of the functionally graded plate is considered as a 

quadratic function of one direction and then an auxiliary variable is introduced into the governing differential equation 

in order to simplify the problem to a kind with known fundamental singular solution and therefore, heat transfer is 

solved in a 2D functionally graded material by simple boundary elements method which is not possible by common 

methods. Based on the proposed approach, a computer code is developed using the MATLAB. The validity of this 

developed code is verified by solving and analyzing a number of heat transfer problems. 
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 مقدمه -1

FGM)واد مدرج تابعی م
5
مووادی مرکوب از دو یوا  نود فواز       (

خاص و   درصد ترکيب فازها در یك راستایهستند که معمولاً

هووا در آن راسووتا تغييوور بووه تبووع آن خووواص ترمومكووانيكی آن

عنووان جوایگزینی   کند. مزیت اصلی استفاده از این مواد بوه  می

 بوورای اتصووال مسووتقيم دو موواده نامشووابه، هموارسووازی توزیووع 

هوا و لوذا حوذ  و یوا کواهش       های حرارتی در ميان لایوه تنش

ن از دموای  پسماندی است که اغلب حين سورد شود   های تنش

کاری و یا در حين سوروی،، در ارور تفواوت يورایب انبسوا       

وجوود  هحرارتی بين فلوز و پوشوش متفواوت از نجور جون، بو      

عبارتی ایون موواد   شوند. به توانند باعث بروز ترک  آیند و می می

لی برای مشكل عدم تطابق خوواص ترمومكوانيكی   آ راه حل ایده

در ایون موواد   در فصل مشوترک اتصوالات هسوتند. همننوين     

ای از خواص فيزیكی و یوا شويميایی بابول    بندی گسترده درجه

ها سبب شوده کواربرد ایون موواد در     ویژگی حصول است. این 

شودت موورد توجوه بورار گيورد. موروری بور        های اخير بهسال

 FGMسازی و تحليول  کارهای انجام شده در این زمينه و مدل

 [ آمده است.5در ]

در اغلوب کاربردهایشوان در    مدرج توابعی که مواد  جااز آن

ها با معرض بارگذاری حرارتی هستند، تحليل انتقال حرارت آن

هد  تعيين دما و شوار حرارتوی در نقوا  مختلوف جسوم، در      

هوا   اغلب این تحليل. های اخير مورد توجه وابع شده استسال

هووای عووددی مختلووف ماننوود روش المووان بووا اسووتفاده از روش

FEMمحدود )
 و روش الموان مورزی   9های فابود موش  ، روش(2

(BEM
صورت گرفته است، زیرا ارائوه حول تحليلوی در ایون      (4

حوزه هر  ند غيرممكن نيست، اما اغلب پينيده، محودود بوه   

کننده  جر گرفتن فرييات سادههای خاص و همراه با در نحالت

بعدی در سيلندر طور مثال توزیع حرارت غيرپایدار یكهباست. 

FGM   [ بوا  2يخيم توخالی با توليد دموای غيریكنواخوت در ]

صورت تابع تووانی  هاین فرض ارائه شده است که خواص ماده ب

کند و نيز توزیع دما توابعی از   حسب شعاع در یك بعد تغيير بر

شعاع و زمان باشد. برای حل مسوئله از روشوی اسوتفاده شوده     

ا به یوك  است که معادله دیفرانسيلی جزئی غيرخطی مختلط ر

تور تبودیل    سری معادلات دیفرانسيلی خطی و غيرخطی سواده 

 
1- Functionally Graded Material 

2- Finite Element Method 

3- Meshless Methods 

4- Boundary Element Method 

 شووند.  صورت مجزا حل موی هکند که این دسته معادلات  ب می

دایوروی   FGMتحليول انتقوال حورارت یوك ور       ،نمونه دیگر

محوری با تابع تغييورات دلخوواه در راسوتای يوخامت،     متقارن

بوا   [9]ر تحت بار حرارتی در سوط  بوالا و پوایين اسوت کوه د     

صورت کوپل مشتقات شعاع هتبدیل معادله دیفرانسيلی حاکم ب

متغيره، حول  و يخامت، به دو معادله دیفرانسيلی معمولی تك

 1بسول حسوب توابع   صورت یك مجموع سری بور هتحليلی آن ب

ارائه شده است که يرایب آن نيوز بوا اسوتفاده از روش خواص     

 آید.دست میهب 6بيكر -سری پينو

هوووای عوووددی، روش الموووان محووودود از  روشدر بوووين 

هوای مختلوف مسوائل     های عددی در حوزهپرکاربردترین روش

باشد. در روش المان محدود معموولی، هور الموان     مهندسی می

عبوارتی الموان   شوود، یوا بوه    نجر گرفته می صورت همگن درهب

بوا   مدرج توابعی جهت تحليل مواد  ،مدرج وجود ندارد. بنابراین

صورت تعودادی لایوه بوا خوواص     هیستی جسم را باین روش، با

دليل عودم  همگن برای هر لایه، در نجر گرفت که با این کار به

کوه  شود، مگر ایون  از دبت مسئله کاسته میپيوستگی خواص، 

ها بسيار زیاد در نجر گرفته شود که این کار نيوز بوه    تعداد لایه

البته تعداد شود و  نوبه خود باعث بالا رفتن حجم محاسبات می

 برخوی  در دسوت آیود.  هلایه مناسب باید بوا آزموون و خطوا بو    

دليول عودم تعریوف مواده     هب FEMافزارهای رایج مبتنی بر  نرم

FGMافزار معرفی شود. لوذا   ، باید در بالب یك زیربرنامه به نرم

 FGMهووووای در تحليوووول FEMدر مجموووووع اسووووتفاده از 

 های خاص خود را دارد.  محدودیت

هوا   بنودی  که خود شوامل انوواع دسوته    مش دونهای بروش

از  موودرج تووابعیانتقووال حوورارت در مووواد در تحليوول  هسووتند،

تووان بوه    موی طوور نمونوه   هفراوانی نسبتاً زیادی برخوردارند. بو 

و مسووائل  [4]اخيوور مسووائل دوبعوودی ایوون حوووزه در تحليوول 

اشاره کورد. روش بودون موش توسوعه یافتوه       [1]بعدی در  سه

RPIMجدیدی بنام 
های ارائه شده که نسبت به روش [6]در  7

1متداول بدون مش یعنوی  
EFG  وMLPG

تور اسوت و    سواده  3

يمن دبت بيشتر و کارآیی بالاتر، همگرایوی خووبی نيوز دارد.    

های خاص نيز اخيوراً  با ویژگی MLPGالبته روش توسعه یافته 

 مورد استفاده برار گرفته است.[ 7] در

 
5- Bessel  

6 - Peano-Baker 

7- Radial Point Interpolation Method 
8- Element Free Galerkin 

9- Meshless Local-Petrov Galerkin 
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های بدون مش، پينيدگی خاص، روش اما در مجموع در  

 محاسبات زیاد و دغدغه همگرایی وجود دارد.

بندی تنهوا روی مورز صوورت    المان  ،المان مرزی روش  در

هوای   حجوم داده و یوك بعود از مسوئله    لذا با کاهش  ،گيردمی

 شوود. از رایانه می کارآترسبب استفاده  ،ورودی کمتر مورد نياز

بنودی   این مزیت در حل مسائل معكوس و مسائل نيازمند مش

دهد. از مزایای دیگر این  مجدد، کارآیی خود را بيشتر نشان می

توانوایی موررر و بوالا در مودل کوردن انوواع       تووان بوه    روش می

مراتوب  حجم اطلاعات اوليه بوه ، های نامحدود و پينيدهمحيط

لذا [. 1] اره کرداش کمتر، سرعت عمل و دبت محاسباتی بالاتر

هوای روش   با توجه به موارد مذکور و نيز با توجه به محدودیت

های بدون مش، استفاده از روشهای  المان محدود و پينيدگی

 دارد.در اولویت برار صورت امكان روش المان مرزی در

در تحليول   المان مورزی  سئله اساسی در استفاده از روش م

مربوطوه   2یوا توابع گورین    5بنيوادین  حول يوين  یك مسوئله، تع 

در دسته مواد غيورهمگن بورار    مدرج تابعیمواد  [.3] باشد می

   ها در جهوت گيرند، با این ویژگی که تغييرات خواص در آن می

یا تابع گرین در  بنيادین. حل باشد مشخصی میخاص و با تابع 

حالت کلی برای مواد غيرهمگن، وجوود نودارد، لوذا ارائوه حول      

مسوتلزم  ها محدود به حالات خواص و یوا   ای آنبر المان مرزی

کوه در بخوش بعودی بوه      شود ، میهای کمكی  استفاده از روش

خوواص حرارتوی مواده    در اینجوا   شود. ها اشاره میبرخی از آن

از یك راستا در نجور  تابع درجه دوم صورت یك مدرج تابعی به

 شود. گرفته می

در  هدایت حرارتیی فرم کلی و حل المان مرزی   -2

 مواد غیرهمگن 

 بوا   ناحيوه  در دما یعنی پتانسيل تابع برای حاکم معادله

رابطوه   صوورت به کلی حالت در غيرهمگن ماده یكدر   مرز

     کوه شورایط مورزی حواکم بور مسوئله      طوریهاست، ب الف(-5)

 [:51] ب( بابل بيان است -5صورت )به

). الف(-5) ( , , ) ) 0k x y z     
  

1 ب( -5)

2

             (  ) 

             (  )

on Dirichlet type

q q on Neumann type

   


 
 

 
1- Fundamental Solution  

2- Green Function 

( , , )k x y z      از خواص ماده و در حالت کلوی وابسوته بوه مكوان

 :شود صورت زیر تعریف میهعنوان شار ببه qاست و 

(2) ( , , )q k x y z
n


 


 

هودایت  بر رنج وسويعی از مسوائل فيزیكوی نجيور     معادله فو  

پایا، حرکت جریان سيال، جریان در محيط متخلخول،   حرارتی

توصويف   1حاکم است. شوكل   الكترواستاتيك و مگنتواستاتيك

کلی از این مسائل را برای حالتی که تغييرات خوواص فقوط در   

   دهد. باشد، نشان می zراستای 
کلی تابع گرین متناظر با معادله حاکم بر این مسائل باید طورهب

 [:51] ( صد  کند9در رابطه )

که تابع گرین یا هموان حول بنيوادین بورای ایون نووع        از آنجا

مسائل در حالت کلی در دست نيست، امكان ارائه حل کلی بوه  

هوا،  المان مرزی نيز  وجود نخواهد داشت. در این حالوت روش 

یك راه حل تخمين ماده غيورهمگن بوا تعودادی لایوه همگون      

که برای هر لایه، حول همگون اعموال و شورایط     طوریهاست، ب

پيوستگی، در مرزهای مشترک اريا شوود. ایون روش از دبوت    

زیادی برخوردار نيست. همننين امكان افزایش دبت با افزایش 

ها، با محدودیت ناشوی از افوزایش حجوم محاسوبات      تعداد لایه

 همراه است. 

کوار گرفتوه   هدیگر که برای مواد غيرهمگن بو یك روش در 

مسئله غيورهمگن، از  برای غلبه بر عدم وجود تابع گرینِ شده، 

، اموا عولاوه بور    شود  همان تابع گرین مسئله همگن استفاده می

های مرزی، نيازمند استفاده از تعدادی گره داخلی )جهوت   گره

تعيين يرایب مجهولی که در پروسه حول از ماهيوت تكنيوك    

(9) .( ( , , ) ) ( )k x y z G Q P      

 
هندسه کلی مسئله پتانسيل دوبعدی در ناحيه (: 1)شكل 

𝛺 با مرز Σ ( P نقطه  شمه با نرمالN ،Q  نقطه دامنه با

 .(nنرمال
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شود که ایون   باشد و لذا همين امر باعث می شوند( می ناشی می

خوود، اموا    بطون روش عليرغم استفاده از روش المان مرزی در 

نشوود، زیورا در آن    یك روش الموان مورزی خوالح محسووب    

بنودی در   مزایای روش المان مرزی که مبتنی بور فقوط الموان   

[ ایون تكنيوك بورای یوك     55شود. در ] رنگ میمرزهاست، کم

معرفوی   (4)مسئله با معادله حاکم و شر  مرزی به فورم کلوی   

 شده است.

(4) 
1 2 3

( ) ( )                            

( ) ( ) ( )       

L u g x in x

x u x q x on x  

  


   
 

)در آن،  که  )L u    یك عملگر دیفرانسيلی بيضووی مرتبوه دوم

[ بورای  52عمومی در نجر گرفته شده اسوت. ایون تكنيوك در]   

[ 59مسئله الاستيسيته محيط غيورهمگن غيرایزوتوروو و در]  

 سازی شده است. برای مسائل الاستودیناميك گذرا پياده

)هوای خاصوی از   اما در حالوت  , , )k x y z  جوا  ، کوه در ایون

تووان بوه حول     جر است، با استفاده از دو رویكرد عمده موی مدن

خوالح و دبيوق رسويد. رویكورد اول اسوتفاده از       المان مورزی 

های ریايياتی )مانند تبدیل لاپولاس یوا فوریوه و سوپ،     روش

سازی و اعمال تبدیل معكووس( و اسوتخراج توابع گورین      مرتب

هوای خواص   است که روش پينيده و محدود به برخی از حالت

دسوت  ه[ بورای بو  54عنوان مثال از این رویكرد در ]. بهباشد  یم

آوردن تابع گرین معادله انتقال حرارت در ماده مودرج بوا توابع    

02نمایی
( )

z
k z e


      استفاده شده اسوت. بوا اسوتفاده از اعموال

سوازی، سوپ،    انتگرال فوریه روی معادلات حاکم، حل و ساده

دوبعودی و   حالت  ابع گرین برای حالت، ت اعمال عملگر معكوس

دسوت آموده   ه( بو 6( و )1صوورت رابطوه )  هترتيب ببعدی به سه

1است. 
0H ( تابع 1در رابطه ،)نوع اول مرتبه صفر است. هنكل 

(1) 2 1
0( , ) ( )

4
zi RD i

g P Q e H r
 

  

(6) 
0 ( )

3 ( , )
4

zr R
D e

g P Q
r







  

 مودرج توابعی  کار مشابهی برای مواد با این رویكرد، اما تاکنون 

با تابع درجه دوم، جهت تعيين تابع گرین انجام نشده است که 

  تواند ناشی از عدم امكان یا پينيدگی آن باشد. می

متغيرهوای خواص و تبودیل     رویكرد دوم استفاده از تغييور 

معادله حاکم بر مسئله به فرمی است که تابع گورین )یوا حول    

بابول   الموان مورزی  شده اسوت توا روش    بنيادین( آن شناخته

برای مسوائل پتانسويل    [51]در  که اعمال بر روی مسئله شود

 کلی معرفی شده است.طورهبغيرهمگن  حيطدر م

در مواده   هدایت حرارتوی دوبعدی حل مسئله ، این مقالههد  

ا فرض تغييرات خوواص بوه فورم    روش المان مرزی، به بمدرج 

باشود،   رد تبدیل متغير موی استفاده از رویكو با تابع درجه دوم، 

ای با این خصوصيات در این زمينه منتشر نشوده   مقاله که ببلا

 است. 

در صیححه   هدایت حرارتیمرزی  ارائه حل المان -3

 درجه دو   تابعبا مدرج 

 yی در راسوتا  م خوواص درجه دو تغييراتصفحه مدرج با ابتدا 

 :گيریم در نجر می (7)فرم  به

      باشود. از  ( موی 5حواکم بور مسوئله هموان رابطوه )     کلی معادله 

که تابع گرین متناظر این مسئله برای ما ناشوناخته اسوت،   آنجا

تر  متغير، سعی در تبدیل مسئله به فرمی ساده از رویكرد تبدیل

  نام کنيم، لذا از یك متغير کمكی به با تابع گرین مشخح می

جوا یعنوی توابع    در این kکنيم. با توجه به نوع تابع  استفاده می

( )کوه البتوه   1) رابطوه  صوورت هبرا  vدرجه دوم، متغير کمكی 

 کنيم: باشد( تعریف می [ می51مشابه متغير انتخابی ]

,که البته  ,v k   همگی تابعی از( , , )x y z باشوند. بوا ایون     می

تور   فورم سواده   ای به تبدیل متغير معادله اصلی حاکم به معادله

( و سپ، 5( در )1از رابطه ) جایگذاریتبدیل خواهد شد. با 

 رسيم: ( می3سازی آن به معادله ) مرتب

(3) 
2

2

2

.
( ) 0

24

k k k
v v

kk

  
     

( 3(، در معادلوه ) 7به فرم درجه دوم یعنوی رابطوه )    اگر تابع 

 آید: دست میهشود، در نهایت رابطه ساده شده زیر ب جایگذاری

(51) 2 0v   

( در وابع معادله لاپلاس )یا همان معادله حاکم بور  51معادله )

از  [. لوذا بوا اسوتفاده   1] انتقال حرارت در ماده همگون( اسوت  

، بوه  ( با متغيور اصولی  5تبدیل متغير، مسئله با معادله کلی )

تبدیل شد که تابع گرین آن موجوود و   v( با متغير 51)  معادله

 [:1] ( است55صورت )هبرای حالت دو بعدی ب

(55) 2 1 1
( , ) ( )

2

DG P Q Ln
r

  

(7) 2 2
0 0 1 2( , , ) ( ) ( )k x y z k y k a by c c y c y     

 

(1)  v k  
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برای این معادله به فورم ماتریسوی زیور بابول      المان مرزیحل 

 نمایش است:

اسوواس خووواص و هندسووه جسووم،  بوور Gو  Hهووای موواتری،

هوا  ها( و نووع الموان  ها و المان گيری گرهبندی )محل برار شبكه

)رابت، خطی، درجه دو، ...( بابل محاسبه هستند. این دسوتگاه  

ازای تعداد مجهولات، شر  مورزی   است که به زمانی بابل حل

معلوم موجود باشود. شور  مورزی لازم بورای مسوئله کمكوی       

کوه در مسوئله   باشود، در حوالی   ⁄    و یوا   vبایستی شامل 

  و یووا شووار ) ( )صووورت دمووا هاصوولی، شوور  موورزی بوو 

که طور( در دسترس است. بنابراین همان⁄             

مسئله اصلی به مسئله کمكی تبودیل و متغيرهوای اصولی بوه     

متغيرهای کمكی تبدیل شده است، باید شرایط مورزی نيوز از   

متغير اصلی به متغير کمكی منتقل شود، یعنی شرایط مورزی  

رابطوه  طبوق    منتقل شود.   ⁄    و یا   vبه روی   و   از 

    ( 59مطووابق ) ⁄    ( داده شووده اسووت، کووه از روی آن  1)

 آید: دست میهب

صورت دما روی هدر مسئله اصلی، شرایط مرزی ببا فرض اینكه 

 موجود باشد، یعنی:    ̅ برابر Σ2و شار روی مرز  ̅ برابر  Σ1مرز 

(54) 
1

2

                     

      

on

q k q on
n

 



  

 

   


 

مرزی برای مسئله شرایط (، 59( و )1با توجه به رابطه )گاه آن

 آید: ( در می51صورت رابطه )هکمكی، ب

(51) 
1

2

                         

1
      

2

v k on

v k q
v on

n k n k

  

 

  
 

 

طوور  هبو  ⁄    شود در عبارت دوم، مقدار مرزی  ملاحجه می

در آن گوره    داده نشده و وابسته به مجهول  ̅ حسب صری  بر

 ⁄    باشد. در این حالت بایستی در دسوتگاه معوادلات،    می

شوود.   جایگوذاری   و متغيور مجهوول    ̅ برحسب مقدار معلوم 

سپ، دستگاه مرتب و مجهولات به یك سمت منتقل شود، به 

̅  و   ̅ مقادیر معلوم  (،1) عبارتی در رابطه ماتریسی بور    ⁄  

، معلومات و مجهوولات هور کودام بوه     جایگذاری ̅  و  ̅ حسب 

یك سمت رابطه ماتریسی منتقل شود تا تبدیل به یك دستگاه 

n  ،معادله n  .مجهول و بابل حل گردد 

گوره مورزی، فورم      9ن مثوال بورای یوك مسوئله دارای     عنوابه

 باشد: ( می56صورت )ی کمكی به ماتریسی مسئله

(56) 

1

11 12 13 11 12 131

2
21 22 23 2 21 22 23

331 32 33 31 32 33

        

        

        
3

v

nH H H G G Gv
v

H H H v G G G
n

vH H H G G G
v

n

 
 

      
      

                   
 
 

 

 ( است:57صورت )هشود شرایط مرزی اصلی ب میحال فرض 

(57) 1 2 3

1 2 3

, ,     

, ,     

q q known quantities

q unknown quantities



 





 

2در نتيجه مجهولات مسئله کمكی نيز عبارتند از:
1 3, ,  

v
v v

n




 

که باید همگی به سمت  پ تساوی منتقل شووند توا دسوتگاه    

 معادلات مرتب شود:

(51) 

1
1

11 12 13 11 12 13

2
21 22 23 21 22 23 2

331 32 33 31 32 33
3

 
        

         

        
 

v
v

H G H G H G n
v

H G H G H G v
n

vH G H G H G
v

n

 
               

                       
 

 

( بوا اسوتفاده از   51حال بردار سمت راست دستگاه معوادلات ) 

 شود:   ( به شكل زیر بازنویسی می59( و )1روابط )

(53) 

1 1
1

2 2

3 3
3

1
  

2

1

2

v qk
v

n k n k

v k

v qk
v

n k n k



 
 

 




   

  


 

( و انتقال مجهولات به یك سومت و  51( در )53) جایگذاریبا 

 شود: ( حاصل می21سازی، در نهایت دستگاه معادلات ) مرتب

(21) 

1311( )    ( )  11 12 132 2 1

2321 2( )    ( )
21 22 232 2

 
31 33 3( )    ( )

31 32 332 2

  
11 12

                               

GG k k
H G H v

k n k n

GG vk k
H G H

k n k n n

G G vk k
H G H

k n k n

G H

  
         

    
     

     
    
     

   


1

  
13

     
21 22 23 2

    
31 32 33 3

q

G k

G H G k

G H G q

k



 
 

   
   
   
   

    
 
 

 

2از حل این دستگاه، مقادیر مجهول کمكی یعنوی 
1 3,  ,  

v
v v

n





 راحتوی اصلی بهدست آوردن مجهولات هبآید. حال  دست میهب

مسوتقيماً از روی        کوه  ین صوورت پذیر است، بود  امكان

(52)     
v

H v G
n

 
  

 
 

(59) ( ) 1

2

v k k q
k v

n n n k n k




   
   

   
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1 مجهولات کمكی محاسبه شده 3,  v v
 

ولوی   ،بابل تعيين است

2q 2 وابسته به هر دو
2 ,  

v
v

n




 عبارتی:باشد، به می 

(25) 

31
1 3

2 2
2

2
2

   ,   

( )

1
       

2

vv

k k

v
q k k

n n k

v k
k v

n k n

 




 


  

    
 

   
   

   

 

الموان نيوز بایود پروسوه      nبرای یك مسئله در حالت کلوی بوا   

 مشابهی اجرا شود. 

 شده   اساس روند تشریحبرمسئله کدنویسی  -2

بوا  روند تشری  شده در بخش ببول،  کدنویسی در این پژوهش، 

که امكان حل مسئله است  شدهانجام  5متلببرنامه استفاده از 

تغييورات خوواص    فرض در یك صفحه مدرج با هدایت حرارتی

را فوراهم   الموان مورزی  ( بوا روش  7درجه دوم )رابطوه  به فرم 

 .کند می

هوا   مرزی در گرهها و شرایط  در این کد ابتدا مختصات گره

دليول پيوسوتگی دموا،    شود. بوه  می در بالب دما و یا شار گرفته 

کوه شور     از آنجوا  برای دما در هر گره یك مقدار وجوود دارد. 

پيوستگی برای شار در یك نقطه يروری نيست و ممكن است 

شرایط مرزی ببل و بعد از یك گره متفاوت باشد )که اغلب در 

یكوی  دهد(، برای هر گره دو مقدار شوار،   ای رخ می های لبه گره

در محاسبات لحاظ برای ببل از گره و دیگری برای بعد از گره، 

و نيوز   kمقودار   ، kات اسواس توابع تغييور   سوپ، بور  شوود.   می

 شود. حسب مختصات آن محاسبه میدر هر گره و  بر ⁄    

صورت خطی هها ببرای حل مسئله در کد تهيه شده، المان

اساس روابط معمول الموان  بر Gو  Hماتریسهای اند.  فرض شده

شوود. بوا اسوتفاده از رویكورد تغييرمتغيور       مرزی، تشوكيل موی  

 يرهوا و شورایط مورزی مسوئله اصولی     تشری  شده در بالا، متغ

فورم   روی معادله کمكی در بالب معادله لاپولاس )بوه  به همگی

شرایط مورزی از  ابتدا با انتقال لذا د. نشو ( منتقل می     

سوازی دسوتگاه و انتقوال     و مرتب متغير اصلی به متغير کمكی

تمامی مجهولات به سمت  پ و معلومات به راست، در نهایت 

 هاآن مشتقاتبه دستگاه معادلات برحسب متغيرهای کمكی و 

 
1-  Matlab 

رسيم که باید حل شوند و از حول آن و   می  ⁄    و   vیعنی 

 آید.  دست میهب   و    مقادیر مجهول  (51)استفاده از روابط 

  نوشوته  الموان مورزی   کدگذاری  منجور صحهبه بخش بعدیدر 

که حل تحليلوی آن موجوود اسوت،     یك مثال سادهابتدا ، شده

 سوپ،  شوود.  قایسه موی محل تحليلی نتایج ا بحل و نتایج آن 

های متنوع و مختلفوی  منجور نشان دادن کارآیی روش، مثالبه

ها از طریق مقایسه که بررسی صحت آن شود میبا این کد حل 

       و نيوز   انسوي، افوزار تجواری    با نتوایج حاصول از حول بوا نورم     

خوانی نتایج با دیود شوهودی حاصول از فيزیوك حواکم بور       هم

   . گيرد میمسئله صورت 

 و بررسی نتایج مثالچند  حل -1

در این بخش با استفاده از روش تشری  شده و کد تهيه شوده،  

  .شود  ند مثال حل و نتایج آن  بررسی می

بیا شیرایم میرزی     شكل صححه مربعی: مثال اول  -1-1

 ساده

 صورت مسئله (الف

گيوریم )شوكل    بعدی با ابعاد واحد را در نجر موی یك صفحه دو

گوراد و در مورز   سوانتی درجوه  511( که دما در مورز بوالایی   2

عنوی  انود، ی  شدهکاری  پایينی صفر است و مرزهای جانبی عایق

شوود جون،    فورض موی  صفر اسوت.   این مرزهاشارحرارتی در 

خوواص آن در راسوتای    کوه  مودرج توابعی  یك مواده  از   صفحه

عبوارتی  بوه  باشد. کند، صورت درجه دو تغيير می( بهyعمودی )

در هر نقطه با تابعی به فرم رابطه  2يریب هدایت حرارتیدیگر 

 شود. تعریف می (7)

عنووان پوارامتر   بوه  bشوود.   فورض موی   =5aدر این مثوال  

بيوانگر   b=0شود. حالت  در نجر گرفته می 2تا  1ناهمگنی بين 

( بيانگر يوریب  b=0ازای به k)مقدار  k0 ماده همگن است و لذا

باشد. در این مثال   هدایت حرارتی برای ماده همگن متناظر می

1= k0  در نجر گرفته شده است. اگر جسم همگن باشد، يریب

 هدایت حرارتی در کل جسم رابت است.

 
2- Thermal conductivity 

(22) 
  

1

2

v

k

v k
q k v

n k n








         
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هندسه )صفحه مربعی به ابعاد واحد( و شرایط (: 2شكل )

 .مرزی مثال اول

  کوه   جسوم  مختلوف   امقدار يریب هدایت حرارتی در نقو 

 یعنوی  kاز روی توابع  عنوان ورودی مسئله عددی لازم است، به
 ازای بوه  yبرحسب نمودار آن ( بابل محاسبه است که 7)رابطه 

رسوم   3در شوكل   2، 1/5، 5، 1/1، 1شوامل   b مقادیر مختلف

  شده است.

 
      y حسببر (تابع درجه دو) kنمودار تغييرات (: 3شكل )

 .عنوان ورودی مسئلهبه های مختلف bازای به

 

 حل تحلیلی مثال ب(

دليول عودم پينيودگی،    بوه ، Lبرای هندسه فو  با طول يولع  

 ( است:29مسئله دارای حل تحليلی به فرم )

(29) 
1( ) ( )

( ) 100   ( ) 100
( ) ( )

La bL y a b y
T y T y

a by L a by

 
  

 
 

T(y) دهنووده دمووا در هوور نقطووه برحسووب  نشووانy اشوود.     ب مووی

        رود، بورای یوك مواده همگون، دموا      کوه انتجوار موی   طوور همان

مقودار تحليلوی   . کنود  تغيير موی  511تا  1صورت خطی بين هب

 آید.   دست میه( ب24شار نيز طبق )

(24)    
  

  
                      ⁄                         

و   ،   ،    شود که شار تنها به پارمترهای رابوت   ملاحجه می

، در yوابسته است و لذا در این مثال مقدار شوار در راسوتای     

 bهمننين شار نسبت بوه پوارامتر   تمام نقا  جسم رابت است. 
 .رابطه خطی دارد

 

 نتایج گذاری صحهو المان مرزی مسئله به روش   حل ج(
شامل مختصوات   ها ابتدا فایل حاوی ورودیدر کد نوشته شده، 

و شرایط مرزی هر گوره و يورایب توابع درجوه دوم تغييورات      

درصورت اسوتفاده از         ،    )یا   و   ،    خواص شامل 

      در ایون مثوال  شوود.   ( بوه برناموه داده موی   7فرم دیگر رابطوه ) 

تغييور   2بين صفر تا  bمقدار  و فرض شده است =1k0 و   =5

لذا مقدار توابع  باشد.  معادل ماده همگن می b=0کند. حالت  می

k  در هر گره از روی يرایب رابت و مختصاتy    آن گوره طبوق

 شود. محاسبه می (7تابع مفروض )

هوای جوانبی    نتایج شامل مقدار دما در گرهبا اجرای برنامه، 

وجوه بوالا  های   و شار در گره ( y)و لذا تغييرات دما در راستای 

 .  آید دست میهبو پایين صفحه 

 41و  92، 24، 56مسئله بوا  برای بررسی روش و مقایسه، 

بوودن   ه دليول سواد  بهشود  ملاحجه میشود.  گره مرزی حل می

المان در هر وجه( نيز نتوایج   4گره مرزی ) 56، حتی با مسئله

کوه بور نتوایج    طووری هبو  ،از دبت بسيار بالایی برخوردار اسوت 

هوا تویرير    تحليلی انطبا  خوبی دارد. افزایش بيشتر تعداد گوره 

 الموان مورزی  مزایوای روش  زیادی بور نتوایج نودارد، و ایون از     

شود که با تعداد المان کم، نتایج مناسب و با دبت  محسوب می

 دهد. دست میهبالایی ب

نووع توابع   خاطر هندسه، شرایط مورزی و  هدر این مسئله، ب

 yتنهوا در راسوتای    ی نقا  مختلف جسمخواص، دماات تغيير

عنوان نمودار های جانبی به کند، لذا نمودار دمای گره تغيير می

های مختلوف در مقایسوه    bازای  به yتغييرات دما در راستای 

جوا جهوت   ترسيم شده است. در این 2با حل تحليلی در شكل 

مقایسوه و ترسويم   دبت بالاتر و داشتن تعداد نقا  بيشتر برای 

الموان مورزی در هور وجوه      51ازای نمودار، از نتوایج حول بوه   

 استفاده شده است. 
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نشوان داده شوده    1نيوز در شوكل    bنمودار شار بر حسب 

شوود مقودار حاصول از حول      که ملاحجه می گونهاست و همان

های کاملاً بر مقدار تحليلی آن منطبق است. شكل المان مرزی

دهنود. در   زیع دما و مقدار شوار را نشوان موی   بر تو bارر  1و  2

های جانبی ندارد، ولوی   تیريری بر دمای گره k0این مثال مقدار 

     کند.   صورت خطی با آن تغيير میهمقدار رابت شار ب

 
برای  های مختلف b ازایبه y نمودار دما در راستا (:2شكل )

 .)نتایج حل المان مرزی در مقایسه با نتایج تحليلی( مثال اول

 

 
در  bحسب بر  y رتی در راستانمودار شار حرا (:1شكل )

 .با تابع درجه دوم مدرجصفحه 
 

کارآیی روش المان مورزی و  ، نتایج حاصل از حل این مثال

مواده  در  هدایت حرارتوی استفاده را در تحليل  صحت کد مورد

دهد. بوا ایون وجوود، حول      خوبی نشان میبهمدرج درجه دوم، 

های متنوع و مختلوف دیگور بوه اعتبوار پوژوهش حاصول       مثال

 شود.   افزاید که در ادامه آورده می می

بوا نتوایج تحليلوی     ،دليول سوادگی  مقایسه مثوال فوو  بوه   

نتوایج حول بوا     ،بعودی  تر پذیر بود، اما در مسائل پينيده امكان

 ،و نيز درک شهودی حاکم بر فيزیك مسوئله  5افزار انسي، نرم

 
1-  ANSYS 

مقایسه و بررسی نتایج برار خواهد گرفت. ببل از بررسوی   مبنا

     نحوووه هووای پينيووده، امكووان اسووتفاده از انسووي، و نيووزمثووال

در یوك مواده مودرج     هدایت حرارتوی سازی و حل مسئله مدل

طوور خلاصوه   هب ،تابعی با آن، طی حل مجدد همين مثال ساده

 شود. ر نشان داده میدر زی
 

  انسیس افزار با نرم اول د( حل مثال 

 2صوورت انتقوال حورارت پایوا    هافوزار بو   ابتدا نوع تحليل در نورم 

افوزار   نرمفرض  پيشمدرج در  که ماده جااز آنشود.  انتخاب می

سوازی اجسوام بایسوتی    برای مودل تعریف نشده است، انسي، 

همگون بوا یوك مقودار رابوت      ها را با تعدادی لایوه از مواده   آن

تعوداد لایوه مناسوب بورای      .(1)شوكل   خواص، جایگزین کورد 

جا پ، از آید که در این دست میهسازی با آزمون و خطا بمدل

 51در نجر گرفتن تعوداد  لایه،  21و  51، 1آزمون و خطا بين 

تشخيح داده  ترین انتخاب عنوان مناسببه،  yلایه در راستای 

لایوه دبوت بيشوتر و مشوهودتری      51حليل با نتایج تشد. زیرا 

لایه يمن  21ها به  لایه لایه دارد، اما افزایش 1حالت نسبت به

  .تیرير  ندانی بر دبت ندارد سازی و تحليل،بالابردن زمان مدل

 

در صورت لایه لایه همدرج بسازی ماده مدل (:1شكل )

 .انسي،

مشخصوات هور   سازی هندسی، نياز به تعریوف  پ، از مدل

در نقطوه   kجوا مقودار   لایه و اعمال شرایط مرزی است. در این

عنوان مقدار يریب هودایت حرارتوی آن لایوه    وسط هر لایه به

با اعمال شرایط مرزی و حول مسوئله، مقوادیر     داده شده است.

 7 شوكل استخراج و در های مختلف bازای به  yراستای  دما در

 
2- Steady-State 
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نمودارها انطبوا    ،ترسيم شده استدر مقایسه با نتایج تحليلی 

   دهد. ها را نشان میآن

 
برای  های مختلفbازای به y نمودار دما در راستا (:7شكل )

 .در مقایسه با نتایج تحليلی( انسي،)نتایج حل  مثال اول
 

به تحليول مسوئله   با همين الگو توان  میهای بعد، در مثال

آن مقایسوه  نتوایج  نتایج المان مورزی بوا    و پرداختانسي، با 

 شود. می
 

  هندسهدر تغییر : ومدمثال  -1-2

    دو پلوه آن،  یپوائين  ایون تفواوت کوه از طورفين    مثال اول را با 

و لوذا هندسوه و   گيوریم   نجر موی  در شود راطور متقارن جدا هب

، AB ،CDآیود. ايولاع    درموی  8صورت شوكل  هشرایط مرزی ب

EF  وGH  المان،  1بهBC  وFG  المان،  9بهDE  المان و  4به

HA  کوه طوول هموه    طووری هشوود، بو   المان تقسيم موی  51به  

( 7)رابطوه   يرایب تابع هودایت حرارتوی   ها یكسان است.المان

شود و سپ، مسئله با کود   فرض می k0 =1 و =a ، 2b =5 نيز

 شود. المان مرزی حل می

 
 .ومدهندسه و شرایط مرزی مثال  (:8شكل )

، y لایوه در راسوتا   51تبدیل صفحه به  با ببل، مشابه مثال

مقدار دمای  1. جدول کنيم  افزار انسي، حل می با نرممسئله را 

حاصل از حل المان مورزی را در مقایسوه بوا     54تا  5های  گره

بوا   شوود  که ملاحجه میطورو همان دهد حل انسي، نشان می

  بندی مذکور، نتایج تقریبواً بور یكودیگر منطبوق هسوتند،       المان

ها بسيار کم و  در تمام گرهکه اختلا  دماها با یكدیگر طوریهب

مسواوی   51 تا 95 های دمای گره ،خاطر تقارنهب % است.5زیر 

عنووان  ها نيوز بوه   و دما در مابقی گره باشد می 54 تا 5های  گره

    است.شر  مرزی داده شده 

جهت ملاحجه ارر تغيير در هندسه بر توزیع دما در مرزها، 

نتایج حاصل از حل این مثال در مقایسه با نتایج مثال اول )بوا  

( در بالب نمودار مقدار دموا  kفرض یكسان بودن تابع تغييرات 

 ترسيم شده است.  0برحسب شماره گره در شكل 

تغييرات شود تغيير هندسه، باعث  که مشاهده میطورهمان

مقدار دموا  همننين  ای شكل شده است و واي  در بسمت پله

 )مربوع کامول(   مثال ببلهای متناظر در  گرهبالاتر از  ها گرهدر 

، زیورا شوار ورودی بورای خوروج از وجوه پوائين بایود        باشد می

  متمرکز شود.

، در تعيين مقایسه حل المان مرزی با انسي: (1) جدول

 های جانبی. گرهدمای 

 شماره گره
 (C˚)دمای گره 

 انسي، المان مرزی

5 511 511 

2 662/31  661/31 

9 223/37  241/37 

4 191/31  115/31 

1 792/34  747/34 

6 921/34  277/34 

7 197/39  771/39 

1 123/32  311/35 

3 279/16  273/16 

51 313/74  122/74 

55 121/69  693/62 

52 371/47  611/47 

59 312/27  764/27 

54 1 1 
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 .ومدهای مرزی مثال اول و  دمای گرهمقایسه (: 0شكل )

 

 kبررسی اثر نحوه تغییرات : مثال سوم -1-3

بور رونود   را نيوز    ارر نوع تغييورات  توان  میبا کد نوشته شده، 

بورای  جا، در اینبرای نمونه  .ردبررسی ک ها تغييرات دما در گره

 گيریم: در نجر می   برای  سه حالت هر دو مثال ببل،

عبارتی ماده مودرج بوا   ، به             حالت اول: 

  صورت صعودی نسبت بوه  هتابع درجه دوم با روند تغييرات ب

 شود. فرض می

 یا همان ماده همگن.      حالت دوم: 

عبوارتی مواده   بوه ،                  :حالت سوم

  مدرج با تابع درجه دوم با رونود تغييورات نزولوی نسوبت بوه      

 شود.   فرض می

مقودار   کنويم.  مسئله را حل موی    2 و   5 سپ، با فرض

 ،هوا مثوال  ایون  هوا در  نيز اختياری اسوت، زیورا دموای گوره       

در     مستقل از آن است. دموا در وجووه جوانبی الزامواً از     

کنود و لوذا هموواره     تغيير موی     در       تا     

عبوارتی دیگور   روند صوعودی دارد یوا بوه    yتغيير دما نسبت به 

در حالوت اول    اسوت. از ایون منجور تغييورات      yجهت بوا   هم

 ييرات دماست و در حالت سوم عك، آن است. علامت با تغ هم 

هوای اول و  پ، از حول مجودد مثوال   جهت مقایسه این موارد، 

 هور  مقدار دموا در  هاینمودار،   الت مختلف حهر سهدر دوم 

اول و  ترتيب بورای مثوال  به 11و شكل  19در شكل  ،مرزی  گره

 شده است.ترسيم  دوم

دهوود فوارز از نوووع   نشووان موی   مقایسوه حووالات مختلوف   

با روند تغييور دموا در     هندسه، در حالت اول )که روند تغيير 

جهت هستند(، افت دما از سط  بالایی جسوم بوا    هم yراستای 

دهد و بالعك، در حالت سوم افت دموا از   شيب کمتری رخ می

دهد و در این حالوت دموای    سط  بالا با بيشترین شيب رخ می

هوای مورزی نسوبت بوه گوره متنواظر آن در سوایر         تمامی گره

 باشد، یعنی حالت کمينه برای حالات، کمترین مقدار را دارا می

ميانگين دمای کل جسم را شاهد هسوتيم. ایون تحليول سواده     

تواند یك دید اوليه خوبی از نحوه تغييرات دمای جسوم بوا    می

دهود.   هر هندسه و براساس نوع تغييرات خواص، به طورا  موی  

تورین یوا کنودترین افوت دموا و یوا       تواند سوریع  هد  طرا  می

یون نووع   بيشترین یا کمترین ميانگين دما در جسم باشد کوه ا 

تواند براساس نياز طراحوی، گزینوه    ها و موارد مشابه، میتحليل

 مناسب را پيشنهاد دهد.

 
   در های مرزی مثال اول  نمودار دمای گره(: 19شكل )

 .kهای مختلف حالت

 
    در  ومدهای مرزی مثال  نمودار دمای گره(: 11شكل )

 .kهای مختلف حالت
 

شیرایم میرزی متحیاوت و     اعمیال : مثال چهیارم  -1-2

 غیرمتقارن

شرایط مرزی متفواوتی نسوبت   ،  12، مطابق شكل در این مثال

و يورایب   شود ولی خواص حرارتی اعمال میهای ببل به مثال

   شود. مشابه ببل فرض می آن،
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 .مثال  هارمهندسه و شرایط مرزی متفاوت در (: 12شكل )

 

شود.    مسئله حل میگره لحاظ و  56برای حل المان مرزی 

افوزار انسوي،    گوذاری نتوایج، مشوابه ببول از نورم      جهت صوحه 

لایوه   51بوه   yشود کوه در آن جسوم در راسوتای       استفاده می

حاصول از حول   های مرزی  تقسيم شده است. نتایج دما در گره

 بوا توجوه بوه     .آموده اسوت   2در جدول المان مرزی و انسي،، 

ایون دو روش،  حداکثر اختلا  دماهای محاسبه شده بوا   کهاین

نتایج بور یكودیگر،    باشد و لذا انطبا  بسيار بالا می% 2 کمتر از

 باشد. می دبت بالایی برخوردار صحت و توان گفت روش از  می

حل المان مرزی های مرزی حاصل از  گره دمای: (2) جدول

 . انسي، نتایجدر مقایسه با 

ماره ش

 گره

درصد اختلا   (C˚)دمای گره 

 انسي، المان مرزی نتایج )%(

5 742/54 711/54  29/1  

2 372/54 326/54  95/1  

9 637/56 113/56  19/1  

4 55/21 167/53  22/5  

1 135/29 411/29  79/5  

6 671/54 775/54  69/1  

7 53/3 224/3  96/1  

1 411/4 119/4  99/1  

59-3 1 1 1 

54 716/4 711/4  12/1  

51 169/1 195/1  96/1  

56 917/52 241/52  1/1  

 

 دیسک دایروی: مثال پنجم -1-1

بوا  مودرج  در این مثال، تحليل یوك دیسوك دایوروی از مواده     

   صوورت توابع درجوه دو در راسوتای شوعاع،      بهتغييرات خواص 

درجوه و سوط     511که سوط  بيرونوی آن در دموای    طوریهب

گوراد رابوت نگوه داشوته     سانتیداخلی آن در دمای صفر درجه 

دليول تقوارن موجوود در هندسوه     هشده است، مدنجر اسوت. بو  

که شار در طوریه هارم آن را در نجر گرفت ب توان تنها یك می

دو وجه کناری صفر است. لذا هندسه و شرایط مرزی مسئله با 

بوا مثوال    نيوز بابل نمایش است که مشابهت فيزیكی  13شكل 

 اول دارد.

هور کودام از وجووه     ،در تحليل مسئله با کود نوشوته شوده   

        المان تقسيم شوده اسوت. در ایون مثوال نيوز، از      51مرزی، به 

اسوت، بوا     ( عوایق CDو  ABکه دو سمت جسوم )وجووه    جاآن

وارد  ADتوجه به شرایط مرزی دمایی، بایستی حرارت از وجه 

مسئله، مقدار کول   5دليل پایا بودنهخارج شود. ب BCو از وجه 

با مقدار کل حرارت خروجی برابر است. در  (Q)حرارت ورودی 

، مقدار شوار در وجووه   هندسی مربع مثال اول با توجه به تقارن

ين در تموام نقوا  مسواوی اسوت )البتوه شوار ورودی       بالا و پای

کوه   جوا ایون مثوال از آن   مثبت و خروجی منفی است(. اموا در 

)محول خوروج    BC)محل ورود شار( بزرگتر از طول  ADطول 

کوه  صورتیاست در q=Q/L شار( است، لذا مقدار شار )که برابر

L  طول مسير باشد( در هر گره از وجهAD مقدار شار ، کمتر از

 باشد. می BCمتناظر آن روی وجه   گرهدر 

 
1- Steady State 

 
 .مپنجهندسه و شرایط مرزی مثال  (:13)شكل 
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   حسوب شوعاع و   بور  ها در مرزهای جوانبی  نمودار دمای گره

b  ترسويم شوده اسوت. نتوایج نشوان       12های مختلف در شكل

( CDو  ABهای دو مرز جوانبی )  دهد که مقادیر دما در گره می

یكسان و روند تغييرات مشابه مثال اول است اما مقودار دموای   

 ها با توجه به تغيير هندسه متفاوت از مثال اول است.  گره

 

 ححرههندسه دارای : مششمثال  -1-1

تغييورات، مسوائل دارای   توان بوا اعموال    میدر کد نوشته شده 

حفره را نيز حل کرد. مثال اول را با وجود یك حفره بوه شوعاع   

 )شوكل  گيوریم  موی در نجر آن مرکز  درطول يلع مربع، و  5/1

11)  . 

طوور  ههای مرزی با المان مرزی و نيز با انسي، ب دمای گره

 11 با یكودیگر در شوكل  و جهت مقایسه دست آمده هجداگانه ب

  .اندبر یكدیگر منطبقشود نتایج  ملاحجه می ترسيم شده است.

 گیری نتیجه -1

 روشبه FGM مسئله انتقال حرارت در یك  جا که تحليل از آن

دليل عدم وجود توابع گورین یوا    ه)ب المان مرزی در حالت کلی

ابتودا فورض    پوژوهش  پذیر نيست، در ایون  امكان حل بنيادین(

تغييرات خواص در یك راستا و به فرم تابع درجوه دوم  شود  می

 با اسوتفاده از رویكورد تغييرمتغيور، سوعی    در این حالت است. 

 تبودیل شوود  دیگری   معادلات حاکم بر مسئله به فرم کنيم می

با این کار امكان فرمولاسيون و  .که تابع گرین آن موجود است

 آن گيوری از مزایوا   بهوره و در نتيجه رزی حل مسئله با المان م

باعوث   ،جوا متغير کمكی مورد اسوتفاده در ایون   .شود فراهم می

براسواس   .گوردد  بوه معادلوه لاپولاس موی    معادله حاکم، دیل بت

مبنوای   ، یك کود کوامپيوتری بور   در مقاله رویكرد تشری  شده

نویسوی متلوب توسوعه داده     روش المان مرزی در محيط برنامه

 های متنوعی حل شده است.استفاده از آن مثال و باشده 

عنوان اولين مثال یك صفحه مربعی ساده که بابول حول   به

نجر گرفتوه شوده اسوت. نتوایج حول       روش تحليلی است، دربه

 .انطبا  بسيار خوبی با نتایج تحليلی آن داردالمان مرزی 

دموای  مثال دوم با تغيير در هندسه مثال اول همراه است. 

انسوي،   حاصل از حل با کد المان مرزی با حل های مرزی گره

های این دو روش، % بين جواب5اختلا  زیر و   ك شده است

بيانگر انطبا  بسيار خوب نتایج و لذا صحت روش و کود موورد   

 باشد. استفاده می

توابع مختلوف بورای     در مثال سوم، با در نجر گورفتن سوه  

اول و دوم در تموامی   هوای هدایت حرارتی و حل مجودد مثوال  

دماهای توزیع این حالات، به بررسی ارر تابع هدایت حرارتی بر 

نيز نشوان    مقایسه حالات مختلف  مرزی پرداخته شده است.

 
 

حسب شعاع و های مرز جانبی بر نمودار دمای گره (:12شكل )

b )های مختلف )مثال پنجم. 

 
 

صفحه دارای حفره از ماده مدرج با تابع درجه   (:11شكل )

 .دوم

 

مرز جانبی در  های نمودار تغييرات دمای گره (:11)شكل 

 .)حل المان مرزی در مقایسه با انسي،( y راستای
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بوا    که روند تغييور   دهد فارز از نوع هندسه، در حالت اول می

جهت هست، افت دما از سوط    هم yروند تغيير دما در راستای 

دهد و بوالعك، در حالوت    بالایی جسم با شيب کمتری رخ می

دهود. در   سوم افت دما از سط  بالا با بيشوترین شويب رخ موی   

های مرزی نسبت به گوره متنواظر    حالت سوم دمای تمامی گره

باشد، یعنی حالت  آن در سایر حالات، کمترین مقدار را دارا می

نگين دمای کل جسم را در ایون حالوت شواهد    کمينه برای ميا

شوود کوه یوك طورا       در بالب این مثال ملاحجه موی هستيم. 

دید اوليه خووب  ها برای دستيابی به تواند از این نوع تحليل می

از ارر پارامترهای مختلف ماننود هندسوه، نووع توابع و شورایط      

مرزی، بر توزیع دموای مورزی اسوتفاده کنود و براسواس نيواز       

ترین/کنوودترین افووت دمووا،   )ماننوود سووریع  خووودطراحووی 

گزینوه مناسوبی را   ( در جسوم  بيشترین/کمترین ميانگين دموا 

 کند.    انتخاب 

شورایط مورزی متفواوت و غيرمتقوارن در      ای با حل مسئله

مثال  هارم انجام شده است. نتایج کد المان مورزی در تطوابق   

اخوتلا   که بيشترین طوریهخوبی با نتایج حل انسي، است ب

 باشد. % می2ی حاصل از این دو روش کمتر از هابين دما

تر،  های پينيدهبرای نشان دادن کارآیی روش در حل مثال

در یك دیسك دایروی بوا تغييورات    هدایت حرارتیحل مسئله 

صوورت درجوه دوم در راسوتای شوعاعی در     ههدایت حرارتی بو 

حه در یوك صوف   هدایت حرارتی نين تحليل مثال پنجم و هم

 دارای حفره داخلی در مثال ششم انجام شده است. 

های مختلف و متنوع، کارآیی روش با حل مثال ،در مجموع

مدرج  تدر صفحا هدایت حرارتی در تحليلو کد توسعه یافته 

تنها فرض اعمال شوده   نشان داده شده است. هر نوع هندسهبا 

ه صوورت درجو  هدر این موارد در نجر گرفتن تغييرات خواص بو 

 باشد.   دوم در یك راستا می

  مراجع  -7 

1. Birman, V. and Byrd, L. W. “Modeling and 

Analysis of Functionally Graded Materials and 

Structures”, J. Appl. Mech. Rev. Vol. 60, No. 5, 

pp.195-216, 2007. 

2. Ehsani, F., and Ehsani, F. “Transient Heat 

Conduction in Functionally Graded Thick Hollow  

Cylinders under ‎Non-Uniform Heat Generation by  

Homotopy Perturbation Method”, J. Basic Appl. 

Sci. Res. Vol. ‎2, No. 10‎, pp. ‎10676-‎10676, 2012. 

3. Wu-Xiang, L. “Analysis of Steady Heat 

Conduction for 3D Axisymmetric Functionally 

Graded Circular Plate”, J. Central South Uni. Vol. 

20, No. 6, pp. 1616-1622, 2013. 

4. Wang, H., Qin, Q. H., and Kang, Y. L. “A 

Meshless Model for Transient Heat Conduction in 

Functionally Graded Materials”, Comput. Mech. 

Vol. 38, No. 1, pp. 51-60, 2005. 

5. Sladek, J., Sladek, V., Tan, C. L., and Atluri‎, S. N. 

“Analysis of Transient Heat Conduction in 3D 

Anisotropic Functionally Graded ‎Solids by the 

MLPG Method”‎, Comput. Modell. Eng. Sci. Vol. 

32, No. 3, pp. ‎161-174‎, 2008. 

6. Khosravifard, A., Hematiyan, M. R., and Marin, L. 

“Nonlinear Transient Heat Conduction Analysis of 

Functionally Graded Materials in the Presence of 

Heat Sources Using an Improved Meshless Radial 

Point Interpolation Method”, Appl. Math. Modell. 

Vol. 35, No. 9, pp. 4157-4174, 2011. 

7. Dai, B., Zhang B., Liang, Q., and Wang, L. 

“Numerical Solution of Transient Heat Conduction 

Problems Using Improved Meshless Local Petrov–

Galerkin Method”, Appl. Math. Comput. Vol. 219, 

No. 19, pp. 10044-10052, 2013.  

8. Brebbia, C. A., and Dominguez, J. “Boundary 

Elements: an Introductory Course”, WIT press, 

Southampton, UK, 1994.  

9. Khodadad, M., and Dashti, M. “Boundary Elements 

Method”, Tehran: Mogestan, 2011. (in Persian) 

10.  Sutradhar, A., Reeder, J., and Gray, L. J. 

“Symmetric Galerkin Boundary Element Method”, 

Springer Science & Business Media, 2008. 

11.  Katsikadelis, J. T. “The BEM for 

Nonhomogeneous Bodies”, Arch. Appl. Mech. Vol. 

74, No. 11-12, pp. 780-789, 2005. 

12.  Nerantzaki, M. S., and Kandilas, C. B. “A 

Boundary Element Method Solution for 

Anisotropic Nonhomogeneous Elasticity”, Acta 

Mech. Vol. 200, No. 3-4, pp. 199-211, 2008. 

13.  Kandilas, C. B. “Transient Elastodynamic Analysis 

of Nonhomogeneous Anisotropic Plane Bodies”, 

Acta Mech. Vol. 223, No. 4, pp. 861-878, 2012. 

14. Gray, L. J., Kaplan, T., Richardson, J. D., and 

Paulino, G. H. “Green’s Functions and Boundary 

Integral Analysis for Exponentially Graded 

Materials: Heat Conduction”, J. Appl. Mech. Vol. 

70, No. 4, pp. 543-549, 2003. 

15. Sutradhar, A., and Paulino, G. H. “A Simple 

Boundary Element Method for Problems of 

Potential in Nonhomogeneous Media”, Int. J. 

Numer. Methods Eng. Vol. 60, No. 13, pp. 2203–

2230, 2004. 




	Blank Page

