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  چكیذه
ثطى ًيتطیس تحت تبثيط تٌف  ثط پبؾد اضتؼبقی ًبًَ لَلِ ظیگعاگ، کبیطال، آضهچيط() ؾبذتبضّبي هرتلفؾتيؿيتِ زض ایي هقبلِ اثطات هسٍل الا

، غيطهحلیّبي تيط اٍیلط ثطًَلی ٍ تيط تيوَقٌكَ ٍ تئَضي الاؾتيؿيتِ نَضت تحليلی ثطضؾی قسُ اؾت. ثب اؾتفبزُ اظ فطضيبت تئَضيِاٍليِ ث

هطظي ثب اؾتفبزُ اظ انل ّويلتَى اؾترطاج قسُ اؾت. قطایظ هطظي ثطضؾی قسُ، زٍؾط هفهل، زٍؾط  هؼبزلات حبکن ثط حطکت ٍ قطایظ

یكؿط آظاز اؾت. ّوچٌيي هسٍل الاؾتيؿيتِ ؾبذتبضّبي هرتلف هَضز هغبلؼِ ٍ تبثيط آًْب  -یكؿط گيطزاض ٍ یكؿط گيطزاض –گيطزاض، یكؿط هفهل

لَلِ، اثط تٌف اٍليِ، پبضاهتط ضاهتطّبي هرتلف اظ خولِ قغط ًبًَاؾت. زض ًْبیت، تبثيط پبثطضؾی قسُ  ؾبهبًِثط ضٍي هقبزیط فطکبًؽ عجيؼی 

 زّس کِ افعایفًتبیح ًكبى هی ّب ثطضؾی قسُ اؾت.ثطى ًيتطیس ثط ضٍي فطکبًؽ عجيؼی اًَاع ؾبذتبض لَلِّبي ٌّسؾی ًبًٍَ پبضاهتط غيطهحلی

لَلِ هَخت . اظ ؾَیی زیگط هكبّسُ قس کِ افعایف قغط ًبًَقَزهیفطکبًؽ عجيؼی  فکبٍّ اثطات تٌف اٍليِ هٌدط ثِ  غيطهحلیپبضاهتط 

 قَز. ًبًَهتط، تغييطي زض ًتبیح هكبّسُ ًوی 6/0قسُ ٍ ثب افعایف قغط ثيكتط اظ  ؾبهبًِافعایف فطکبًؽ 

 ًبًَ لَلِ، تٌف اٍليِلَلِ ثطى ًيتطیس، هسٍل الاؾتيؿيتِ، ؾبذتبضّبي هرتلف فطکبًؽ عجيؼی، ًبًَ: های کلیذیواژه
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ABSTRACT 

In this research, an analytical analysis is used to investigate the effects of elasticity modulus of different 

arrangements (zigzag, chiral, armchair) on the vibrations responses of boron nitride nanotubes (BNNTs) under 

initially stress. By using the Euler– Bernoulli and Timoshenko nonlocal elasticity theories, the governing equation 

of motion and boundary conditions are derived via Hamilton’s principle. The analysis considers beams with four 

different boundary conditions, namely pinned-pinned, fixed-fixed, pinned-fixed and fixed-free. The elasticity 

modulus of zigzag, armchair and chiral is studied and the effects of these arrangements on natural frequency are 

investigated. Finally, the effect of various parameters such as nanotube diameter, initial stress, nonlocal parameter 

and geometric parameters of BNNTs on the natural frequency of zigzag, armchair and chiral BNNTs has been 

studied. The results show that the natural frequency is decreased when nonlocal parameter and initial stress 

increase. Furthermore, we observe an increase in natural frequency as nanotube diameter is increased up to 0.6nm 

while afterwards there is no noticeable change in natural frequency. 
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 مقدمه -1

، ایاي هاَاز   1991ّبي کطثٌی زض ؾابل  لَلِپؽ اظ کكف ًبًَ

ذاَز تَخاِ    الؼابزُ ػلت ذَال هكبًيكی ٍ فيعیكای فاَ   ثِ

اًاس. اظ  ذَز خلت کطزُ ثؿيبضي اظ هحققبى ٍ هٌْسؾيي ضا ثِ

ّاب  تَاى ثِ هقبٍهت ثبلا ٍ چگبلی کن آىّب هیلَلِهعایبي ًبًَ

ِ  لِلَقَز ًبًَاقبضُ کطز، کِ هَخت هی ػٌاَاى  ّبي کطثٌای ثا

ّاب  اليبفی زض هقيبؼ ًبًَ زض تقَیت ٍ کبّف ٍظى کبهپَظیات 

ثيٌی ذاَال هكابًيكی ایاي ؾابذتبضّب     ثط ثبقٌس. لصا پيفؤه

ایی زاضز. ّوچٌايي  ّبي هرتلف اّويت ٍیػُتحت ثبضگصاضي

ّابي  ّاب هَخات قاسُ اؾات کاِ فؼبليات      ؾبذتبضکكف ًبًَ

ی، ثاِ ثحان ًابًَ    ایای زض ػلاَم هٌْسؾا   تحقيقبتی گؿاتطزُ 

ّب ٍ کبضثطزّبي آًْب اذتهبل یبثاس، زليال ػواسُ آى    ؾبذتبض

   اًساظُ کَچاك، چگابلی کان، ؾارتی ثابلا ٍ اؾاتحكبم ظیابز        

بضایی فطز هَخت ک، کِ ایي ذَال هٌحهط ثِ[1-4] ثبقسهی

   تكٌَلااَغي، اظ زاًااف ّاابي ًاابًَْااب زض تواابهی قاابذِظیابز آً 

گطزیسُ اؾت. زض زاًف قٌبؾی گطفتِ تب زاًف پعقكی ؾيبل

لَلِ ثطاي ػٌَاى یك ًبًَّب ثِ لَلِتَاى اظ ًبًَ قٌبؾی هیؾيبل

. زض قاابذِ [5-6] حوال ٍ یاب شذياطُ ؾاايبل اؾاتفبزُ کاطز     

ػٌَاى ؾٌؿاَضّبي  ّبي کطثٌی ضا ثِ لَلِتَاى ًبًَ پعقكی، هی

هااَضز  [9]یااب کبًاابلی ثااطاي تعضیاا  زاضٍ  ،[7-8] ثيَلااَغیكی

ِ وچٌايي زض  اؾتفبزُ قطاض زاز. ّ  ّابي تعضیا  زاضٍیای    ؾابهبً

ّابي  خساضُ ثطاي تعضی  زاضٍ ثِ ؾلَلّبي کطثٌی تك لَلًِبًَ

. اّويات ایاي هَضاَع    [10]قاًَس  هَضز ّسف اؾاتفبزُ های  

ِ هَخت قسُ اؾت کِ تحليل زیٌبهيكی ًبًَ ّابي حبهال    لَلا

خطیبى ؾيبل، ثِ یكی اظ هَضَػبت هْن هَضز ثحن زض هيابى  

اضیااٌگي یااك تئااَضي الاؾتيؿاايتِ  هحققاابى تجااسیل گااطزز.

ضا پيكٌْبز کطز کِ ثطاؾبؼ آى تٌف زض ّط ًقغاِ   غيطهحلی

اظ خؿن ًِ تٌْاب ثاِ کاطًف زض آى ًقغاِ ثلكاِ ٍاثؿاتِ ثاِ        

 .[11] ّبي ؾبیط ًقبط خؿن ًيع اؾتکطًف

ِ   ؾابظي اهطٍظُ قجايِ ػٌاَاى اثاعاضي   ّابي هحبؾاجبتی ثا

ّبي کطثٌی لَلِثيٌی ذَال هكبًيكی ًبًَقسضتوٌس ثطاي پيف

ِ   اؾتفبزُ هی      تاَاى ثاِ زٍ   ّاب ضا های  ؾابظي قاًَس. ایاي قاجي

ِ    گطٍُ کلی هاسلظیط ؾابظي زیٌبهياك   ؾابظي اتوای یاب قاجي

. [12]ؾابظي هحايظ پيَؾاتِ تقؿاين ًواَز     هَلكَلی ٍ هسل

ِ قااجيِ  تااطیي ؾاابظي زیٌبهيااك هَلكااَلی یكاای اظ پيكااطفت

ؾاابظي ًبًَؾبذتبضّبؾاات کااِ تَؾااظ ّااب زض قااجيِتكٌيااك

 [13]حققبى هتؼسزي ثطضؾی قسُ اؾت. قاكطیِ ٍ ضفيؼای   ه

لَلِ اظ هاسل الاؾاتيك ذغای اؾاتفبزُ     ثطاي هسل کطزى ًبًَ

ِ    لَلِکطزًس ٍ ثطاي ًبًَ ّابي   ّابي کطثٌای هاسٍل الاؾتيؿايت

Tpa 1ًتابیح کابه     [14]لای ٍ ّوكابضاى    .زؾت آٍضزًاس ِث

 ّب ًكبىزؾت آٍضزًس. آىِهتفبٍتی ثطاي هسٍل الاؾتيؿيتِ ث

یبثاس. پطٍاًاِ ٍ   زازًس هقساض هسٍل ثب افعایف قغط کبّف های 

زؾت آٍضزُ ٍ ًكبى زازًاس  ِاي هكبثِ ضا ثقطیؼتی ًيع ًتيدِ

 ًَع ثبضگصاضي ٍ ضطیت ثبض ًيع ثط هسٍل الاؾتيك هَثط اؾات 

ثب ثطضؾی چٌاس هاسٍل اظ ًابًَ     [16]. ّوچٌيي لَ ٍ َّ [15]

الاؾتيؿايتِ   ّب ثيبى کطزًس کِ ثاب افاعایف قغاط، هاسٍل    لَلِ

یبثاس ٍلای زض   افاعایف های   2ٍ کابیطال  1ؾبذتبضّبي ظیگعاگ

افعایف قغط اثط هحؿَؾای ثاط ضٍي هاسٍل     3ؾبذتبض آضهچيط

ثااطاي   [17]آیاات اللْاای ٍ ّوكاابضاى    الاؾتيؿيتِ ًساضز. 

کطزى ًبًَلَلِ اظ پتبًؿايل غيطذغای هاَضؼ اؾاتفبزُ     هاسل

س، زضنا  5کاطزُ ٍ هكاابّسُ کطزًاس کاِ تاب حاسٍز کاطًف       

زضناس   5 ًبًَلَلِ ضفتبضي کبه  ذغی زاضز اهب پؽ اظ کطًف

 فکوابً  [18]ى ّوكابضا  ٍکبًا    .کٌاس ضفتبض آى تغييط های 

ِ حا بضي هكت ثبض فحّبي کطثٌی تًبًَلَلِ  ٍز كکوا َضي ضا ثا

 .بؾجِ کطزًاس حز هٍسحـ اخعا هٍض ٍهَلكَلی  كـ هكبًيٍض

َ یك هسل ؾبذتبضي پيَؾتِ زض هقيبؼ ًابً  [19]ٍاً  ٍ گَ 

ثَضى هطتجِ ثابلا ایدابز کطزًاس ٍ     -ثب اؾتفبزُ اظ قبًَى کَقی

ّابي  خساضُ تحت تغيياط قاكل  ّبي کطثٌی تكضفتبض ًبًَلَلِ

ؾبظي ًوَزًس. ثب اؾتفبزُ اظ ثعضگ زض زهبّبي هحسٍز ضا قجيِ

ؾبظي پيَؾتِ هجتٌی ثط تئَضي پَؾتِ ًبظک، قايوب  یك هسل

ّابي کطثٌای   ِتغييط قكل قؼبػی ًبًَلَلا  [20]ٍ ّوكبضاًف 

چٌس خساضُ تحت فكبض ّيسضٍاؾتبتيكی ضا هَضز هغبلاِ قاطاض   

کبضگيطي ایي تئاَضي، فكابض ثحطاًای ًبًَلَلاِ ضا     زازًس ٍ ثب ثِ

 .ترويي ظزًس

اقابضُ قاس ًكابى     ثِ آىآًچِ زض هطٍض هغبلؼبت گصقتِ 

ّبي قبثال تاَخْی زٌّسُ ایي اهط اؾت کِ ثاب ٍخَز پػٍّف

سُ اؾات،  ّب اًدابم قا  لَلِكی ًبًَکِ زض ظهيٌاِ ذَال هكبًي

      ایااي تحقيقاابت ثااِ ثطضؾاای هااسٍل الاؾتيؿاايتِ اهااب ػوااسُ

ّابي کطثٌای اذتهابل یبفتاِ ٍ تابثيط آى ثاط پبؾاد        لَلًِبًَ

ًيتطیس هاَضز ثطضؾای   ثطى لَلِاضتؼبقی ٍ فطکبًؽ عجيؼی ًبًَ

 
1- Zigzag 

2- Chiral 

3- Armchair 
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قطاض ًگطفتِ اؾت. اظ ؾاَي زیگاط، زض ایاي تحقيقابت تا ثيط      

عاَض خابهغ   ِلَلِ ثاط ضٍي ایاي ذاَال ثا    ًَتغييط ؾبذتبض ًب

هغبلؼِ ًكسُ ٍ فقظ ثاِ ثطضؾای ثاب ؾابذتبضّبي آضهچياط ٍ      

اًاس. حابل آى کاِ خْات     ظیگعاگ ثب اثؼبز ذبل هحسٍز قسُ

، ؾبهبًِلَلِ ثط ضٍي فطکبًؽ عجيؼی ثطضؾی ت ثيط ؾبذتبض ًبًَ

لَلاِ ثطضؾای   ّبي هرتلف ٍ قغط ًبًَلاظم اؾت کِ تبثيط ظٍایِ

يي تئاَضي ک ؾايك تَاًابیی ثطضؾای اضتؼبقای      قَز. ّوچٌ

 غيطهحلیؾبظُ زض هقيبؼ ًبًَ ضا ًساضز، لصا اؾتفبزُ اظ تئَضي 

   ٍ ثيابًگط اثاط اًاساظُ     غيطهحلای کاِ قابهل پابضاهتط     1اضیٌگي

ایي پػٍّف ثِ ثطضؾی  ،ًبپصیط اؾت. ثٌبثطایيثبقس اختٌبةهی

 ایي هَضَع اذتهبل یبفتِ اؾت.

تَاى ثِ ثطضؾی تحليلای  ٍّف هیاظ ًَآٍضي انلی ایي پػ

اضیااٌگي، تااٌف اٍليااِ،   غيطهحلاایاثااطات اًااساظُ ٍ تئااَضي  

ٍ اؾتفبزُ اظ   ؾبذتبضّبي هرتلف )ظیگعاگ، کبیطال، آضهچيط(

ٍ  2ّابي تياط اٍیلاط ثطًاَلی    قطایظ هطظي هرتلاف ٍ تئاَضي  

ًيتطیاس اقابضُ   ثطى ثط ضٍي ضفتبض اضتؼبقی ًبًَلَلِ 3تيوَقٌكَ

ّبي تياط اٍیلاط ثطًاَلی ٍ تيوَقاٌكَ ٍ     ًوَز. ثطاؾبؼ تئَضي

اضیاٌگي ٍ ثاب اؾاتفبزُ اظ ضٍـ     غيطهحلای تئَضي الاؾتيؿتِ 

هؼبزلات حبکن حطکت ٍ قطایظ هاطظي اؾاترطاج    4ّويلتَى

قسُ اؾت. قطایظ هطظي ثطضؾی قسُ، زٍؾط هفهال، زٍؾاط   

یكؿط  -یكؿط گيطزاض ٍ یكؿط گيطزاض –گيطزاض، یكؿط هفهل 

لَلِ قبهل قغط، عَل ّبي هرتلف ًبًَآظاز اؾت. تبثيط پبضاهتط

ٍ ّوچٌايي ؾاابذتبضّبي هرتلاف ثااط هاسٍل الاؾتيؿاايتِ ٍ    

عَض هؿاتقل ثطضؾای   ثطى ًيتطیس، ثِ لَلِفطکبًؽ عجيؼی ًبًَ

قَز. ؾطاًدبم هسٍل الاؾتيؿايتِ ؾابذتبضّبي آضهچياط،    هی

ّاب ثاط ضٍي هقابزیط    ظیگعاگ ٍ کبیطال ضا هغبلؼاِ ٍ تابثيط آى  

قَز. ّوچٌيي ناحت ًتابیح ثاب    ی هیفطکبًؽ عجيؼی ثطضؾ

زض تحقيقابت پيكايي   ثب ًتبیح حبنل اظ آًچاِ قاج    هقبیؿِ 

 گطزز.اضائِ قسُ اؾت تبیيس هی

 معبدله حبکم بز حزکت و شزایط مزسی -2

ثب قطایظ  Aٍ ؾغح هقغغ D، قغطLلَلِ ثب عَلیك ًبًَ

 زض ًظط ثگيطیس.  1هطظي زٍؾط هفهل ضا ّوبًٌس قكل 

 
1- Eringen 

2- Euler– Bernoulli  

3- Timoshenko 

4- Hamilton 

 

لَلِ تحت تٌف اٍليِ ثب قطایظ هطظي زٍؾط ًبًَ(: 1شکل )

 .هفهل
 

ٍ اًطغي خٌجكی  اًطغي پتبًؿيل تغيطاتزض ایي قؿوت اثتسا 

آیس، ؾپؽ ثب اؾتفبزُ اظ انل ّويلتَى زؾت هیِلَلِ ثًبًَ

اؾبؼ تئَضي تيط ثطقطایظ هطظي هؼبزلِ حبکن ثط حطکت ٍ 

 قَز. ثطًَلی ٍ تئَضي تيط تيوَقٌكَ اؾترطاج هی -اٍیلط

 بزنولی -تئوری تیز اویلز -2-1

کطًف ٍ ضاثغِ تغييط هكبى ثطًَلی  -ثطاؾبؼ تئَضي تيط اٍیلط

 هؼبزلِ ظیط اؾت: نَضتثِ

(1) 
2

2x x

w
z
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 کِ اظ اؾت هرتهبتی zٍهرتهبت عَلی  xىکِ زض آ

.گيطي قسُ اؾتؾغح هيبًی لَلِ اًساظُ   ,w x t تغييط

ٍ لَلِهكبى ًبًَ
xx

 ٍضزـ اؾت لَلِػطضی ًبًَ کطًف .

 هؼبزلِ ظیط اؾت: َضتنثِلَلِ اًطغي کطًكی ًبًَ

(2) 
0

L

xx x x

A

U dA dx    
  

کِ زض ضاثغِ فَ 
x x

  هؼبزلِ  ثب خبیگعیٌیاؾت. تٌف ثيبًگط

، هؼبزلِ اًطغي کطًكی ثِ ضاثغِ ظیط تجسیل (2)زض هؼبزلِ  (1)

 قَز:هی

(3) 
2

2

0

 

L
w

U M
x





 


   

ظیط  نَضتثِلَلِ ٍ گكتبٍض ذوكی  M،(3) کِ زض هؼبزلِ

 زض ًظط گطفتِ قسُ اؾت:

(4) 
x x

A

M zdA    

تٌف اٍليِ فكبضي  ل ًبقی اظتبًؿيپاًطغي ٍضزـ 
0

     

 ظیط قبثل ثيبى اؾت: ضاثغِ نَضتثِ

(5) 
0

0

 

L
w w

V A dx
x x
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 (6)ضاثغِ  نَضتثَِ لَلِ ًبًخٌجكی ّوچٌيي ٍضزـ اًطغي 

 اؾت:

(6) 
0

L
w w

T A dx
t t


 

 


 
   

ثب اؾتفبزُ اظ انل ّويلتَى  .اؾت لَلِ چگبلی ρ کِ زض آى

لَلِ کِ تَاى هؼبزلِ حطکت ٍ قطایظ هطظي ثطاي یك ًبًَهی

 :(21)ثٌسي قسُ اؾت ضا اؾترطاج کطز لظیط فطهَ نَضتثِ

(7)  
2

1

0

t

t

T U V dt      

، هؼبزلِ ظیط (7)زض ضاثغِ  (6)ٍ  (3)ثب خبیگعیٌی هؼبزلِ 

 قَز:حبنل هی

(8) 

2

1

2

02

0

(

) 0

t L

t

w w w
M A

dx xx

w w
A dx dt

t t

 





  




 
 

 

 
  

گيطي خعء ثِ خعء، ثب اؾتفبزُ اظ لن اؾبؾی ٍضزـ ٍ اًتگطال

تَاى ضا هی (8)ّوچٌيي ثب قسضي هحبؾجبت خجطي، ضاثغِ 

 ًَیؿی کطز:ظیط ثبظ نَضتثِ

 
2

0 20

0

(

L
LM w M

M w w A w
x x x

   
   

  
 

  




   

(9) 
2 2

0 2 2
             ) 0

w w
A A w dx

x t
  

 
  

 
  

ضا حطکت ثط  حبکن هؼبزلات تَاىهی (9)اؾتفبزُ اظ ضاثغِ  ثب

 آٍضز:زؾت ِثظیط  نَضتثِ

(10) 
2 2 2

02 2 2
     

M w w
A A

x x t
 

  
 

  
  

زؾت آهسُ اظ انل ّويلتَى ٍ ِّوچٌيي قطایظ هطظي ث

 ظیط اؾت: نَضتثِ x=Lیب  x=0زض  (9)هؼبزلِ 

(11) 
0   or    0

w
M

x


 


  

(12) 
0

0     or    0
M w

w A
x x


 

   
 

  

، هيساى [22]اضیٌگي  غيطهحلیعج  تئَضي الاؾتيؿيتِ 

ّوبى  کطًف زض ساىي، ّن ٍاثؿتِ ثِ هxتٌف زض ًقغِ

ؾبیط ًقبط خؿن،  ًقغِ ٍ ًيع ٍاثؿتِ ثِ هيساى کطًف زض

x x ثبقس، ثِ ثيبًی زیگط تبًؿَض تٌف زض یك ًقغِ، ، هی

تبثؼی اًتگطالی اظ تبًؿَض کطًف زض توبم ًقبط زاهٌِ ّوبى 

کطًف  -ؾبذتبضي تٌف ثبقس. ثط ایي اؾبؼ، ضاثغًِبحيِ هی

ظیط  نَضتثِتَاى ّوگي الاؾتيك ذغی هی ثطاي یك هبزُ

، ضاثغِ [22]اضیٌگي  غيطهحلیز. ثطاؾبؼ تئَضي ثيبى قَ

 قَز:کطًف ثِ قكل ظیط تؼطیف هی -ؾبذتبضي تٌف

(13)    
2

2

0 2

x x

x x x x
e a E

x


 


 


  

0
 ,  ,  ,

xx xx
e a E   ِکطًف ػوَزي، ، تٌف ػوَزيتطتيت ث

عَل  a اؾت. ّوچٌيي پبضاهتط هقيبؼ عَلهسٍل یبً  ٍ 

ٍ هكرهِ زضًٍی
0

e  ثبقس، کِ هی غيطهحلییك پبضاهتط  

آیس ٍ ثِ خٌؽ زؾت هیِتدطثی ٍ آظهبیكگبّی ث نَضتثِ

ٍ  zزض (13)هؼبزلِ ب ضطة عطفيي ثهبزُ ٍاثؿتِ اؾت. 

       تَاى ضا هی (13)يطي ثط ضٍي ؾغح، هؼبزلِ گاًتگطال

 ظیط ثبظًَیؿی کطز: نَضتثِ

(14)  
2 2

2

0 2 2

M w
M e a EI

x x

 
  

 
  

 بث ًبحيِ اؾت.( )گكتبٍض زٍم ؾغحهوبى ایٌطؾی  Iکِ

، گكتبٍض ذوكی (14) زض هؼبزلِ (10)هؼبزلِ خبیگعیٌی 

 قَز:ظیط تؼطیف هی نَضتثِ غيطهحلی

(15) 
 

2 2
2

0 02 2

2

2

(

)

w w
M EI e a A

x x

w
A

t





 
  

 






  

ٍ ثب اؾتقبزُ  (15)گيطي اظ هؼبزلِ زٍ ثبض هكت  بثّوچٌيي 

 نَضتثِ لَلِثط حطکت ًبًَهؼبزلات حبکن ، (10)هؼبزلِ اظ 

 قَز:ظیط حبنل هی

  
4 2

2

0 0 04 2

w w
EI e a A A

x x
 

 
 

 
  

(16)  
4 2

2

0 2 2 2
           0

w w
e a A A

x t t
 

 
  

  
  

 غيطهحلیقطایظ هطظي  (11)ٍ  (10)اؾبؼ هؼبزلات ثط

زاض ٍ یكؿط گيط –هفهل یكؿطزٍؾط گيطزاض،  زٍؾط هفهل،

تؼطیف قسُ ظیط  نَضتثِتطتيت یكؿط آظاز ثِ -یكؿط گيطزاض

 اؾت:

 
2 2

2

0 0 2 2
0,  

w w
w M e a A A

x t
 
  

   
  

  

 
(17)  

2

2
              0      0,

w
EI at x L

x


  


  

 
(18)  

0,   0      0   
w

w at x
x


  


  

0,   0     
w

w at x L
x


  


  

 
2 2

2

0 0 2 2
0,  

w w
w M e a A A

x t
 
  

   
  

  

 
(19)  

2

2
                  0      0

w
EI at x

x


  


  

0,   0     
w

w at x L
x
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(20)  

0,   0      0   
w

w at x
x


  


  

0
0     

M w
A at x L

x x


 
   

 
  

 
2 2

2

0 0 2 2

w w
M e a A A

x t
 
  

  
  

  

2

2
0     

w
EI at x L

x


  


  

 

 روش حل  -2-1-1

تَاى بًَلَلِ هَضز ثطضؾی هیخْت تحليل اضتؼبقبت آظاز ً

 لَلِ ضا ثِ فطم ّبضهًَيك ظیط زض ًظط گطفت.تغييط هكبى ًبًَ

(21) 
   ,

i t

o
w x t w x e


   

1iعجيؼی ٍ فطکبًؽ  زض ضاثغِ فَ ،    ثبقس. ثب هی

زض هؼبزلِ حطکت ٍ قطایظ هطظي ٍ  (21)لِ خبیگعیٌی هؼبز

تَاى هؼبزلات حبکن ضاهتطّبي ثسٍى ثؼس ظیط هیاؾتفبزُ اظ پب

 ضا ثسٍى ثؼس ًوَز.
4

2 2

0 0

,      ,    ,           
o

wx A L E
x w

L L E I E


        

(22) 2

0 0

0

, 
e a A L

L E I


     

 ,  ,   ِپبضاهتط ، ؾبهبًِثؼس تطتيت پبضاهتطّبي فطکبًؽ ثیث

هسٍل  Eٍ پبضاهتط تٌف اٍليِ اؾت. ّوچٌيي اثط هقيبؼ

ثبقس کِ تبثؼی اظ قؼبع ٍ ؾبذتبض هرتلف الاؾتيؿيتِ هی

 :[23] آیسزؾت هیِظیط ث نَضتثٍِ  ًيتطیس اؾتلَلِ ثطىًبًَ

(23) 

  1

2

13

2

3

1

2

sin sin 1
3 2

tan
2

A

n m r
R

E

r

C













 


 
 

                
   

  

 

 ،C


 ،


 ،
1
 r  ٍ

3
 ثيي هطثَط ثِ هكرهبت پيًَس 

ثبقس کِ اظ ًيتطیس هیثطىهَلكَلی ٍ ؾبذتبض ٌّسؾی ًبًَلَلِ 

اؾبؼ هطخغ آیٌس ٍ هقبزیط آًْب ثطزؾت هیعطی  تدطثی ثِ

قؼبع  Rگطزآٍضي قسُ اؾت. ّوچٌيي 1[ زض خسٍل 36]

لَلِ ًٍبًَ   ,n mِآى  ضطایت ؾبذتبض ّؿتٌس کِ ثِ ٍؾيل

طیتقَز. ضلَلِ هكرم هیًَع ؾبذتبض ًبًَ
A

 نَضتثِ ضا 

 :[23] تَاى زض ًظط گطفتظیط هی

(24) A
   

 

   

3

2

3 3

2 2

sin cot
2

4 sin cot 2 sin cot cos
2 2 n m




  
 

 
 
 

     
     

    

 

ضطیت ،کِ زض ضاثغِ فَ 
2

  هطثَط ثِ ظاٍیِ ثيي هَلكَلی

ضٍاثظ  نَضتثِتطتيت اٍیِ ؾبذتبض ثِت. ضاثغِ قؼبع ٍ ظاؾ

 :[23] قَزظیط زض ًظط گطفتِ هی

 2 2

0
3

2

r n nm m

R


 

   

(25) 
 

 2 2

2
arccos

2

n m

n nm m

 
 

 
 
  
 

  

کِ 
0

r  ثبقس. ثب اؾتفبزُ اظ هؼبزلِ هی ًيتطیسثطىعَل پيًَس

 ثطهؼبزلات حبکن (، 22ثسٍى ثؼس ) ( ٍ پبضاهتطّبي21)

ًَیؿی ثبظظیط  نَضتثِثؼس قسُ تَاى ثِ فطم ثیضا هیحطکت 

 کطز:

(26) 
4 2

1 2 34 2
0

d w d w
w

dx dx
        

پبضاهتط یتاضطزض ضاثغِ فَ  
i
 ,  i 1, 2, 3  ِظیط  نَضتث

 :قسُ اؾتتؼطیف 

(27) 
2 2 2

1 2
,         ,              

2

3
           

ظیط  نَضتثِخَاة ػوَهی هؼبزلِ زیفطاًؿيل هطتجِ چْبض 

 زؾت آهسُ اؾت:ِث

   1 2
cosh sinhw C x C x    

(28)    3 4
              cos sinC x C x    

 کِ:  عَضيثِ

 

(29) 

1/ 2
2

2 2 1 3

1

4

2








       
  
    

  

اثت َث
i

C  ًبًَلَلِ کِ زض قطایظ هطظي تَخِ ثِ ثب   

ایي  . زضسًقَهكرم هیّبي هرتلفی قطاض زاضز ٍضؼيت

 ًيبظ، قبثل غيط ٍ حس اظ ثيف هحبؾجبت اظ اختٌبة ثطاي هقبلِ

 زازُ تَضيح زٍؾط هفهل ظيهط قطایظ ثطاي تٌْب حل فطایٌس

 لَلِ ثب قطایظ هطظي زٍؾط هفهل، فطم ثطاي ًبًَ .قَز هی

 قَز:ظیط ثيبى هی نَضتثِ (17) ثؼس هؼبزلِثی
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2 2 2

0 0

2

0

 
0    and    

e a A L d w
w M

L E I dx

   
      

   

  

(30) 
4 2

2

2

0 0

     0,  at    0,1  
A L E d w

w x
E I E dx





   



  

 

لَلِ تَخِ ثِ نفط ثَزى تغييط هكبى زض اثتسا ٍ اًتْبي ًبًَ ثب

 آیس.زؾت هیِضاثغِ ظیط ث نَضتثِ (30)هؼبزلِ 

(31) 
 

2

2

2
0      0  

d w
w and M

dx
        

2

2
                           0         at    0,1

d w
x

dx
     

یكؿط آظاز ضاثغِ  –ي یكؿط گيطزاضّوچٌيي ثطاي قطایظ هطظ

 ظیط ثطقطاض اؾت:

(32) 

0,   0   at   0   
w

w x
x


  


  

0, 0   at  1
M w

M x
x x


 

    
 

  

ظیط هبتطیؽ ، (31)هؼبزلِ زض  (28)هؼبزلِ  خبیگعیٌیثب 

 قَز:حبنل هی

(33) 2

2 2

4

sinh sin 0

sinh sin 0

C

C

 

   

    
    

    

  

 ثبیس ثبقس زاقتِ خَاة (33) هؼبزلِ کِایي ثطاي ایٌدب زض

 ظیط زض ایي نَضت ضاثغِ کِ قَز، نفط ضطایت زتطهيٌبى

 :قَز حبنل هی

(34) sin 0,   ,   1, 2, 3,  s s        

 (،27ٍ اؾتفبزُ اظ هؼبزلِ ) (26)زض  (34)لِ بزثب خبیگعیٌی هؼ

 آیس:یزؾت هِث (35)هؼبزلِ 

(35) 2

1 2
0B B     

 کِ

(36) 
2 2 2

1
1B s      

 4 4 2 2 2

2
B s s           

 زؾتِث ظیط نَضتثِ فطکبًؽ (35)ثب تَخِ ثِ هؼبزلِ 

 :آیس هی

(37)  4 4 2 2 2

2

2 2 2

1
1

s sB

B s

     


 

  
 


  

 

 تئوری تیز تیموشنکو -2-2

      غِ کطًف خبثدبیی تئَضي تيط تيوَقٌكَ ضاثثطاؾبؼ 

 :[24] نَضت هؼبزلِ ظیط اؾتثِ

(38) 
x x

z
x








  

(39) 
x z

w

x
 


 


  

کِ زض آى
x z

  ٍ کطًف ثطقی  .چطذف ذوكی اؾت

تطتيت عج  ضٍاثظ ظیط ثِ خٌجكیاًطغي کطًكی ٍ اًطغي 

 قَز.حبنل هی

(40) 
0

( )

L

x x x x x z x z

A

U dA dx         

(41) 
0

L
w w

T A I dx
t t t t

  
  

    
  

    
   

کِ 
x z

  (41)ٍ  (40)تٌف ثطقی اؾت. ثب خبیگعیٌی ضٍاثظ 

زض انل ّويلتَى ٍ اًدبم هقساضي هحبؾجبت  (5)ٍ هؼبزلِ 

ّوطاُ خجطي ّوبًٌس ثرف قجل، زض ًْبیت هؼبزلِ حبکن ثِ

 :[24] قًَسقطایظ هطظي اؾترطاج هی

 هؼبزلِ حبکن:
2 2

2 2S

w
EI K GA I

xx t

 
 

   
   

  
  

(42) 
 

2 4
2

0 02 2 2
      [

w w
A e a A

x x t
 

 
  

  
  

4 4

0 4 2 2
   ] 0

w
A I

x x t


 

 
  

  
  

(43) 2 2

2 2
0

S

w w
K GA A

x x t




   
   

   

  

5هسٍل ثطقی ٍ  G،کِ زض آى
 

6
S

K   ضطیت تهحيح

 ثطقی اؾت.

 قطایظ هطظي:

 
2

2

0 0 2
0,   [

w
w M EI e a A

x x




 
  

 
  

 

(44) 

2 3

2 2
                   ] 0     

w
A I

t x t


 

 
  

  
  

 ثطاي قطایظ هطظي هفهلی

(45) 0,   0   w       

 ثطاي قطایظ هطظي گيطزاض

(46) 
0,              0

S

w
M K G A

x


 
   

 
  

هطظي آظازثطاي قطایظ   
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ثؼسي کِ ٌّسؾِ یك نفحِ گطافيتی زٍ ،2زض قكل 

زض ایي  اؾت، ًوبیف زازُ قسُ اؾت. x1  ٍx2قبهل زٍ هحَض 
ط يهحَض آضهچ زٌّسًُكبىتطتيت ثِ x1  ٍx2 ّبيهحَضقكل 

. ثبقسهیهطکع نفحِ  ثيبًگط  Oٍ هحَض ظیگعاگ ٍ ًقغِ
ِ ثِ ٍاؾغ O  ٍAّوچٌيي زٍ ًقغِ هؼبزل اظ نفحِ هبًٌس 

   قَز، کِ ثِ آى ثطزاض هكرهِ ّن ٍنل هیثِ Chثطزاض 
زٍ ؾط ایي ثطزاض ثبیس ثط ضٍي زٍ ضأؼ اظ قف  گَیٌس.هی

   ؼطیفظیط تثغِ نَضت ضاثطزاض ثِ ایي .ّب قطاض گيطزضلؼی
 :قَزهی

(47) 
1 2h

C n a m a    

ظًجَضي یِ زض قجكِ لاًِپببي ثطزاضّ a1  ٍa2فَ   ثغِزض ضا

ّبي ضا اًسیؽ (m ,n) ّوچٌيي ظٍج هطتت .ثبقٌسهی 1گطافي

 ًبهٌس. هی Chثطزاض 

تَاى ثب پيچيسى هیزیَاضُ ضا کطثٌی تك ٌِّسؾِ ًبًَلَل

حَل یك هحَض یك ٍض  هؿتغيل قكل اظ ٍض  گطافي 

زؾت تَذبلی ثِ ِلَلبًَهسل کطز تب زض ًْبیت یك ًذبل 

خساضُ ثِ ؾِ ًَع؛ ظیگعاگ، ّبي کطثٌی تكَلًِبًَل .آیس

 Chقًَس. اگط چطذف ثطزاض ثٌسي هیط ٍ کبیطال تقؿينيآضهچ

لَلِ ظیگعاگ تككيل نَضت گيطز، ًبًَ   0زض اهتساز هحَض 

 زض اهتساز هحَض Chاظ چطذف ثطزاض  ّوچٌييقَز. هی

/6 ،قَز ٍ ثب چطذف ثطزاض ایدبز هی طيًبًَلَلِ آضهچCh 

ثبقس   /6ّط هحَضي کِ زض آى ظاٍیِ ثيي نفط تب  حَل

ًبًَلَلِ ؾبذتبض  .[25] قَزًبًَلَلِ کبیطال تككيل هی

 (m ,n) ، (m ,0)نَضت تطتيت ثِثِآضهچيط ٍ کبیطال ظیگعاگ، 

ٍ (m ,m)  قًَس.ًكبى زازُ هی 3ّوبًٌس قكل 
 

 

 ثؼسي.ًوبیف نفحِ گطافيتی زٍ (:2شکل )

 
1- Graphed 

 
 الف(

 
 ب(

 
 ج(

 الف( ظیگعاگ ة( کبیطال  :اظ ؾبذتبض ايًوًَِ(: 3شکل )

 ج( آضهچيط
 

اظ  ؾبهبًِثطاي حل هؼبزلات حبکن ٍ اؾترطاج فطکبًؽ 

    اؾتفبزُ  ؛فطایٌسي کِ زض ثرف قجل تَضيح زازُ قسُ

 قَز.هی

اظاي ثؼس ثِزض ایي پػٍّف هقبزیط فطکبًؽ ثی زض ازاهِ

آضهچيط کبیطال ٍ  طاک،ّبي ظیگهقبزیط هرتلف ٍ ثطاي ؾبذتبض

 یكؿطزٍؾط گيطزاض،  ( ٍ قطایظ هطظي زٍؾط هفهل،3)قكل 

یكؿط آظاز ثطضؾی  -گيطزاض یكؿطیكؿط گيطزاض ٍ  –هفهل

 قَز.هی

 و بحث نتبیج -3

 طاتييتغ طيتبثزض ایي قؿوت ثِ ثطضؾی ًتبیح حبنل اظ 

لَلِ، عَل ٍ ظاٍیِ پيًَس، هبًٌس قغط ًبًَ هرتلفي ّبپبضاهتط

قبذم ؾبذتبضّبي هرتلفضطایت  ,n m تبثيط تٌف ،

 ؾبهبًِفطکبًؽ عجيؼی ثط اٍليِ ٍ اثط قطایظ هطظي هرتلف 

ٌّسؾی، هكبًيكی ٍ هقبزیط ثَاثت . طزيگیهَضز هغبلؼِ قطاض ه

زض کِ زض اؾترطاج ًتبیح هَضز ًيبظ اؾت ًيطٍیی ثَاثت 

هقبزیط  2. ّوچٌيي زض خسٍل اؾتقسُ  ٍضزُآ 1خسٍل 

آهسُ ثطاي ؾبذتبضّبي هرتلف زؾتِهسٍل الاؾتيؿيتِ ث

هٌظَض اعويٌبى اظ ًتبیح ثِ ٍُ ثط ایي ػآٍضزُ قسُ اؾت. 

زؾت آهسُ ثطاي ِث فطکبًؽ عجيؼیحبنل قسُ، هقبزیط 

 زض  [26]ؾبذتبضّبي هرتلف ثب ًتبیح حبنل اظ هطخغ 

 هقبیؿِ قسُ ٍ ثطضؾی گطزیس. ثب تَخِ ثِ ًتبیح  3خسٍل 

زؾت آهسُ هكرم اؾت کِ زقت ثبلایی زض ًتبیح ٍخَز ِث

حبنل  آهسُ اعويٌبىزؾتِتَاى اظ نحت ًتبیح ثزاضز ٍ هی

 کطز.
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ًبًَ ًيطٍیی ذَال ٌّسؾی، هكبًيكی ٍ ثَاثت (: 1جدول )

 .[23] ًيتطیسلَلِ ثطى

تط
ضاه
پب
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nN

nm
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0
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nm 

1
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nm

 

2 3
, 

rad 

0
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G pa

 

ساض
هق

 

05/1 47/620 142/0 23/0 
2 / 3

 
280 

هقبیؿِ ًتبیح هقبزیط هسٍل الاؾتيؿيتِ (: 2جدول )

 .ؾبذتبضّبي هرتلف

 (21ضاثغِ ) ؾبذتبض

 )گيگبپبؾكبل(

 [23]هطخغ 

 )گيگبپبؾكبل(

 [27]هطخغ 

 )گيگبپبؾكبل(

(0 ٍ 30) 825 827 ------- 

(15ٍ 15) 826 828 1020 

(5 ٍ 5) 813 815 826 
 

آهسُ ثب هطخغ زؾتِهقبیؿِ فطکبًؽ عجيؼی ث(: 3جدول )

ثطاي قطایظ هطظي هرتلف ٍ ؾِ ؾبذتبض ظیگعاگ،  (26)
ٍ  Nm 1 لَلِغط ًبًَاظاي قآضهچيط ٍ کبیطال ثِ

  0, 0    
قطایظ 

 هطظي

 هطخغ ًَع ؾبذتبض

 ظیگعاگ آضهچيط کبیطال [26]

زٍؾط 
 هفهل

8519/9 8546/9 8418/9 8696/9 

زٍؾط 
 گيطزاض

3216/22 3253/22 3158/22 3733/22 

یكؿط 
 -هفهل
یكؿط 
 گيطزاض

3923/15 3948/15 3786/15 4181/15 

 یكؿط
 -ضگيطزا

یكؿط 
 آظاز

5095/3 5108/3 5014/3 5160/3 

 

   فطکبًؽ عجيؼیثط  غيطهحلیپبضاهتط  اثطاتزض ازاهِ 
 زض گيطز.قطاض هی ثطضؾی ٍ هَضز هغبلؼِ ًيتطیسلَلِ ثطىًبًَ

 ؾبهبًِ فطکبًؽ عجيؼی ثط( α) غيطهحلیپبضاهتط اثط  4قكل 

پبضاهتط  قَز کِ افعایفًكبى زازُ قسُ اؾت. هكبّسُ هی
کبّف  فطکبًؽ عجيؼیقَز کِ هٌدط ثِ آى هی طهحلیغي

 ،تطپبیيي  غيطهحلیزض پبضاهتط  ؾبهبًًِتيدِ  یبفتِ ٍ زض

ایي ضفتبض ثِ ایي  .کٌسهیضا تدطثِ  فطکبًؽ عجيؼی افعایف
لَلِ پصیطي ًبًَزليل اؾت کِ ثب افعایف ایي پبضاهتط، اًؼغبف
ز. گطزهی کوتط ثيكتط قسُ ٍ زض ًتيدِ فطکبًؽ عجيؼی

تئَضي اضیٌگي ًؿجت ثِ تئَضي الاؾتيؿيتِ  ،ثٌبثطایي
 کٌس.ثيٌی هیتطي اظ هبزُ ضا پيفک ؾيك ضفتبض ًطم

ًتبیح تئَضي  ،غيطهحلیپبضاهتط ّوچٌيي ثب کبّف هقساض 
)) ک ؾيك الاؾتيؿيتِتئَضي  ثِ غيطک ؾيك 0  

ثطاي  ؾبهبًِس ثؼثی فطکبًؽًوَزاض  5. قكل قَزًعزیك هی

ثؼس تٌف اظاي هقبزیط هرتلف پبضاهتط ثیؾبذتبض ظیگعاگ ٍ ثِ
ٍ  لَلِقغط ًبًَکِ زض آى هحَض افقی  ،زّسضا ًكبى هیاٍليِ 
ثب  .کٌسضا ثيبى هی ؾبهبًِثؼس ثی فطکبًؽػوَزي  هحَض

ثؼس تَخِ ثِ قكل هكرم اؾت کِ ثب افعایف پبضاهتط ثی
یبثس. زليل فيعیكی آى هی کبّف ؾبهبًِ تٌف اٍليِ، فطکبًؽ

ًيع ضٍقي اؾت کِ ثب افعایف هقبزیط هرتلف اثطات تٌف 
قَز. ّوچٌيي ثب کوتط هی ؾبهبًِاٍليِ، زض ًتيدِ فطکبًؽ 

تَخِ ثِ ًتبیح هكرم اؾت کِ ثب افعایف تب حسي هكرم 
یبفتِ ٍ ثؼس اظ آى ًتبیح لَلِ، فطکبًؽ افعایفقغط ًبًَ

لَلِ، تغييطات ب افعایف قغط ًبًَتغييطات چٌساًی ًساضز. ظیطا ث
یبفتِ ٍ زض قغطّبي ثبلا هسٍل هسٍل الاؾتيك کبّف

الاؾتيك ثِ ػسزي هكرهی ّوگطا قسُ، لصا فطکبًؽ 
 هبًس.عجيؼی ثسٍى ثؼس زض قغطّبي ثبلا ثسٍى تغييط ثبقی هی
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ًيتطیس ثطحؿت لَلِ ثطىثؼس ًبًَهقبزیط فطکبًؽ ثی (:4)شکل 

قطایظ هطظي زٍؾط ؾبذتبض ظیگعاگ ثب  لَلِ ثطايقغط ًبًَ
1اظاي ثِ هفهل . 

 



 41             )گطایف: زیٌبهيك، اضتؼبقبت ٍ کٌتطل( ِيتحت تٌف اٍل سیتطيثطى ً ّبيهرتلف ًبًَ لَلِ ياضتؼبقبت آظاز ؾبذتبضّب یليتحل یثطضؾ 
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ًيتطیس لَلِ ثطىثؼس ًبًَهقبزیط فطکبًؽ ثی (:5شکل )

قطایظ هطظي لَلِ ثطاي ؾبذتبض ظیگعاگ ثب ثطحؿت قغط ًبًَ
0.5اظاي ثِ زٍؾط هفهل . 

 

 ؾبهبًِلَلِ ثط فطکبًؽ عجيؼی َخْت هغبلؼِ اثط قغط ًبً

ّبي هرتلف ظیگعاگ، آضهچيط ٍ کبیطال ٍ ثطاي ؾبذتبض

1ثؼس پبضاهتطّبي ثی   ٍ0 . 5   تطؾين قسُ  6قكل

ّبیی ثب قغط کَچك، لَلِقَز کِ زض ًبًَاؾت. هكبّسُ هی

قسُ ٍ اظ  ؾبهبًِفطکبًؽ لَلِ هَخت افعایف افعایف قغط ًبًَ

ًبًَهتط ثِ ثبلا ًتبیح تقطیجبً یكؿبى قسُ ٍ تغييطي  6/0قغط 

قَز. زليل افعایف فطکبًؽ عجيؼی زض ًتبیح هكبّسُ ًوی

ّب ثب قغط کَچك، ظیبز اؾت ایي اؾت کِ اثط اًحٌب زض ًبًَلَلِ

اػَخبج ثيكتطي زاضًس ٍ ثب افعایف قغط ایي  ّبي آىٍ پيًَس

 . [28] یبثسیح کبّف هیاػَخبج ثِ تسض
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ًيتطیس ثطىلَلِ ثؼس ًبًَتغييطات فطکبًؽ ثی (:6) شکل

ؾبذتبض ظیگعاگ، آضهچيط ٍ کبیطال لَلِ ثطاي ثطحؿت قغط ًبًَ

1اظايثِ قطایظ هطظي زٍؾط هفهلثب    ٍ0.5  
 

ظاٍیِ  ثطحؿت ؾبهبًِفطکبًؽ عجيؼی  7 قكل  زض

پيًَس
2

 ِضطیت قبذم ؾبذتبض هرتلف هقبزیط اظايث 

 ّط چِ قَزهی هكبّسُ کِعَض ّوبى. اؾت قسُ ثطضؾی

 فطکبًؽ عجيؼی تب یبثس، افعایف ضطیت قبذم ؾبذتبض

2
  قَزیبفتِ ٍ ثؼس اظ آى زچبض کبّف هیافعایف. 

زض ؾبهبًِحساکثط فطکبًؽ عجيؼی  ،ثٌبثطایي
2

   ضخ

 ثطحؿت ؾبهبًِفطکبًؽ عجيؼی  بًگطيث 8زّس. قكل هی

 ظاٍیِ
3

 ِضطیت قبذم ؾبذتبض هرتلف هقبزیط اظايث 

زض ایي قكل هحَض ػوَزي تغييطات فطکبًؽ عجيؼی اؾت. 

 يع ظاٍیِ پيًَسٍ ّوچٌيي هحَض افقی ً ؾبهبًِ
3

 ًَلَلِ ًب

 ًيتطیس اؾت. ثب تَخِ ثِ قكل هكرم اؾت زض توبم ثبظُثطى

ظاٍیِ 
3

 ًقَز. هی زچبض افعایف ؾبهبًَِلَلِ، فطکبًؽ ًب 
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n,m=(2,0)

n,m=(5,0)
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n,m=(11,0)

 

ًيتطیس لَلِ ثطىثؼس ًبًَتغييطات فطکبًؽ ثی (:7) شکل

ًَسثطحؿت ظاٍیِ پي
2

 ثب قطایظ هطظي زٍؾط هفهل       

1اظاي ثِ   ٍ0.5 .    
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n,m=(2,0)

n,m=(5,0)

n,m=(7,0)

n,m=(11,0)

 

ًيتطیس لَلِ ثطىًبًَثؼس تغييطات فطکبًؽ ثی (:8) شکل

ثطحؿت ظاٍیِ پيًَس 
3

  لقطایظ هطظي زٍؾط هفهثب 

1 اظايثِ   ٍ0.5 .   
 

 ضطیت عَل پيًَس تبثيط هغبلؼِ خْت
1

r فطکبًؽ  ثط

اؾت. زض  قسُ تطؾين 9 قكل ًيتطیس،ثطى ًبًَلَلِ عجيؼی

ثؼس قسُ ٍ هحَض ثی ایي قكل هحَض ػوَزي فطکبًؽ عجيؼی
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ل پيًَس افقی ضطیت عَ
1

r ُاظاي کِ ثِ قَزهی اؾت. هكبّس

n,m=(18,0) تب هقساض ػسزي 
1

17.012nmr ،  فطکبًؽ

یبثس. هی کبّف  فطکبًؽ آى افعایف ثب ٍ عجيؼی افعایف

ضطیت عَل  اثط تَاًسهی ضفتبضي چٌيي تفؿيط
1

r  ثط هسٍل

 زض هقساض ضا تبثيط ثيكتطیي  الاؾتيؿيتِ کِ
1

17.012nmr  

 . ثبقس ،زاضز

قَز کِ ثب افعایف عَل پيًَس ه حظِ هی 10زض قكل 

0
rیبثس. الجتِ هكرم اؾت ، فطکبًؽ ثسٍى ثؼس کبّف هی

ضطایت قبذم ؾبذتبض کِ زض ایي حبلت ًيع ّطچِ ,n m 

قَز. ایي زض حبلی فطکبًؽ عجيؼی ّوگطا هی یبثس، افعایف

اؾت کِ اظ لحبػ فيعیكی ًيع ثبثت قسُ اؾت کِ زض قغط 

لَلِ کوتط، اػَخبج ثيكتط ثَزُ ٍ اثط اًحٌب ثب افعایف ًبًَ

 یبثس.ضطایت قبذم کبّف هی
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يتطیس ًًبًَلَلِ ثطىثؼس تغييطات فطکبًؽ ثی(: 9شکل )

ثطحؿت عَل پيًَس
1

r  قطایظ هطظي زٍؾط هفهلثب        

1 اظايثِ   ٍ0.5 .    
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n,m=(5,0)

n,m=(9,0)
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 ًيتطیسلَلِ ثطىثؼس ًبًَتغييطات فطکبًؽ ثی(: 10شکل )

ثطحؿت عَل پيًَس
0

r ایظ هطظي زٍؾط هفهل ثب قط       

1اظاي ثِ   ٍ0.5 . 

زٍؾط هفهل، زٍؾط  لَلًِبًَ ثطاي ؾبهبًِفطکبًؽ عجيؼی 

یكؿط  -گيطزاض یكؿطیكؿط گيطزاض ٍ  -گيطزاض، یكؿط هفهل

ثطاي ؾِ ؾبذتبض ظیگعاگ، آضهچيط ٍ کبیطال ثِ اظاي  آظاز

 چٌبًچِ. اؾت قسُ آٍضزُ 4 خسٍل هرتلف زضپبضاهتط 

 افعایف ثب قطایظ هطظي ثطضؾی قسُ زض قَز، هی هكبّسُ

. یبثس کبّف هی ؾبهبًِ فطکبًؽ هقساض ،غيطهحلی پبضاهتط

فطکبًؽ ثب تغييط ّوچٌيي 
2

 تب
2

   ٍ ِافعایف یبفت

حساکثط فطکبًؽ  ،ثٌبثطایي .قَزثؼس اظ آى زچبض کبّف هی

زض ؾبهبًِعجيؼی 
2

  زّس. ػ ٍُ ثط ایي ثطايضخ هی 

0ثب قطاض زازىآهسُ، زؾتِاعويٌبى اظ ًتبیح ث  ٍ0  

زض هؼبزلِ اٍليِ ٍ پبضاهتط تٌف  غيطهحلیپبضاهتط  اتاظ اثط

قَز، کِ زض ایي حبلت فطکبًؽ هیًظط نطف فطکبًؿی

2ثِعجيؼی 
  فطکبًؽ ثطاي  ّوبى یبثس کِکبّف هی

اؾت ٍ ثب  زٍؾط هفهل قطایظ هطظياٍیلط ثطًَلی ثب  تيط

قَز کِ ؾبذتبض هكرم هی 4هقبیؿِ آى ثب ًتبیح خسٍل 

اة آضهچيط ًؿجت ثِ ؾبذتبضّبي ظیگعاگ ٍ کبیطال خَ

زّس. اظ ؾَي زیگط ؾبذتبض کبیطال ًيع ًؿجت زقيقی اضائِ هی

آٍضز. اظ ؾَیی زؾت هیِتطي ثثِ ظیگعاگ خَاة هٌبؾت

 [29]کِ پبضاظات يعَضّوبى (37)هؼبزلِ  زیگط ثب تَخِ ثِ

تَاى زضیبفت کِ ٍخَز هیزض هغبلؼبت پيكيي اضائِ کطز، 

ثبػن کبّف فطکبًؽ عجيؼی تَاًس هی ضاهتط تٌف اٍليِپب

ًيع  α غيطهحلیٍخَز اثط هقيبؼ  ،ایي ثط. ػ ٍُقَز ؾبهبًِ

  .قَزهی   ؾبهبًِ فطکبًؽ عجيؼی کبّف ثبػن

       لَلِ چْبض فطکبًؽ عجيؼی اٍل ًبًَ 5زض خسٍل 

زٍؾط هفهل، زٍؾط گيطزاض، یكؿط  لَلًِبًَ ًيتطیس ثطايثطى

یكؿط آظاز آٍضزُ قسُ  -گيطزاض یكؿطٍ  كؿط گيطزاضی -هفهل

اؾت. زض ایي خسٍل ًتبیح ثطاي ؾِ ؾبذتبض ظیگعاگ، آضهچيط 

ّبي تيط اٍیلط ثطًَلی ٍ تيط ٍ کبیطال ثطاؾبؼ تئَضي

 ًبًَهتط ٍ 1لَلِ اظاي قغط ًبًَتيوَقٌكَ ثِ 0,   0.3   

آهسُ زض ایي زؾتِحبنل گطزیسُ اؾت. ثب تَخِ ًتبیح ث

خسٍل هكرم اؾت کِ تئَضي تيط اٍیلط ثطًَلی فطکبًؽ 

کٌس.  لاظم ثيٌی هیثيكتطي ًؿجت ثِ تئَضي تيوَقٌكَ پيف

اظاي هَزّبي ثِ ؾبهبًِشکط اؾت کِ ثيكتطیي فطکبًؽ ثِ

هرتلف هطثَط ثِ قطایظ هطظي زٍؾط گيطزاض ٍ کوتطیي آى 

 اؾت.یكؿط آظاز  -گيطزاض یكؿطهطثَط ثِ قطایظ هطظي 
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               یكؿط گيطزاض ٍ  -زٍؾط هفهل، زٍؾط گيطزاض، یكؿط هفهل لَلًِبًَ ًيتطیس ثطايلَلِ ثطىفطکبًؽ عجيؼی ًبًَ (:4) جدول

 .ًبًَهتط 1لَلِ اظاي قغط ًبًَثطاي ؾِ ؾبذتبض ظیگعاگ، آضهچيط ٍ کبیطال ثِ یكؿط آظاز -گيطزاض یكؿط

 زٍؾط هفهل زٍؾط گيطزاض یكؿط گيطزاض -هلیكؿط هف یكؿط آظاز -گيطزاض یكؿط

ت
طای
ض

 

ساض
هق

تط 
ضاه
پب

 ظیگعاگ آضهچيط کبیطال ظیگعاگ آضهچيط کبیطال ظیگعاگ آضهچيط کبیطال ظیگعاگ آضهچيط کبیطال 

509/3 510/3 501/3 392/15 394/15 378/15 321/22 325/22 315/22 851/9 854/9 841/9 
 

0  

0 

 

 
656/3 668/3 650/3 574/14 577/14 561/14 102/21 103/21 054/21 399/9 401/9 389/9 1/0 

969/3 998/3 968/3 770/9 771/9 755/9 165/16 167/16 161/16 290/9 292/9 285/9 5/0 

509/3 510/3 501/3 393/15 394/15 378/15 321/22 325/22 315/22 851/9 854/9 841/9  

0 

 

0 

 

 
858/2 925/2 853/2 222/14 225/14 208/14 480/21 481/21 471/21 212/8 216/8 200/8 3 

059/2 154/2 056/2 382/13 385/13 366/13 895/20 897/20 887/20 907/6 911/6 892/6 5 

939/2 967/2 937/2 440/13 440/13 440/13 514/19 523/19 503/19 610/8 612/8 603/8  

α 0.5

 

1  

/ 2

 
 

2
 

706/5 768/5 698/5 520/25 521/25 519/25 031/37 032/37 031/37 340/16 341/16 335/16  

363/3 469/3 359/3 392/15 394/15 378/15 321/22 325/22 315/22 851/9 340/9 841/9 
2 / 3

 

  
               ٍ  یكؿط گيطزاض -زٍؾط هفهل، زٍؾط گيطزاض، یكؿط هفهل لَلًِبًَ ًيتطیس ثطايلَلِ ثطىفطکبًؽ عجيؼی ًبًَ (:5) جدول

 ًبًَهتط ٍ 1لَلِ اظاي قغط ًبًَیكؿط آظاز ثطاي ؾِ ؾبذتبض ظیگعاگ، آضهچيط ٍ کبیطال ثِ -گيطزاض یكؿط 0,  0.3  .  

 زٍؾط هفهل زٍؾط گيطزاض یكؿط گيطزاض -یكؿط هفهل یكؿط آظاز -گيطزاض یكؿط
تئَضي 

 تيط

هَ

 ز

   ظیگعاگ آضهچيط کبیطال ظیگعاگ آضهچيط کبیطال ظیگعاگ چيطآضه کبیطال ظیگعاگ آضهچيط کبیطال

645/3 648/3 636/3 755/10 758/10 747/10 284/15 288/15 276/15 177/7 180/7 171/7 
اٍیلط 

  ثطًَلی

1 
569/3 572/3 560/3 300/10 304/10 293/10 285/14 288/14 277/14 035/7 039/7 023/7 

تيوَ

 قٌكَ

133/14 137/14 126/14 653/22 657/22 648/22 933/29 936/29 925/29 487/18 490/18 483/18 
اٍیلط 

  ثطًَلی

2 
318/13 322/13 316/13 159/21 160/21 151/21 401/24 403/24 391/24 639/17 642/17 636/17 

تيوَ

 قٌكَ

980/27 984/27 978/27 985/33 988/33 976/33 809/38 812/38 803/38 590/29 593/29 583/29 
اٍیلط 

  ثطًَلی

3 
701/25 704/25 693/25 689/30 691/30 680/30 101/34 105/34 093/34 454/27 457/27 443/27 

تيوَ

 قٌكَ

572/37 576/37 565/37 021/45 024/45 010/45 559/49 561/49 558/49 445/40 449/40 486/40 
اٍیلط 

  ثطًَلی

4 
403/33 408/33 396/33 933/38 937/38 925/38 859/41 860/41 803/41 236/36 240/36 236/36 

تيوَ

 قٌكَ
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ٍ  غيطهحلیتطتيت ت ثيط پبضاهتط ثِ 12ٍ  11ّبي قكل

ضطیت  هرتلف هقبزیط اظايتٌف اٍليِ ثط فطکبًؽ عجيؼی ثِ

قَز کِ زض هكبّسُ هیزّس. ًكبى هیضا  قبذم ؾبذتبض

َضي تئَضي الاؾتيؿتِ غيطهحلی اضیٌگي ًؿجت ثِ تئ

قَز. ثيٌی هیک ؾيك فطکبًؽ عجيؼی کوتطي پيف

ثٌبثطایي، تئَضي اضیٌگي ًؿجت ثِ تئَضي الاؾتيؿيتِ 

0ک ؾيك ) ثيٌی تطي اظ هبزُ ضا پيف( ضفتبض ًطم   

ًتبیح  پبضاهتط غيطهحلیّوچٌيي ثب کبّف هقساض  کٌس.هی

ًعزیك  ک ؾيك الاؾتيؿيتِتئَضي  ثِ ک ؾيكغيطتئَضي 

 هَخت کبّفٍخَز پبضاهتط تٌف اٍليِ . ػ ٍُ ثط ایي قَزهی

ضطایت  ّوچٌيي افعایف .قَزهی   لَلِ عجيؼی ًبًَفطکبًؽ 

قبذم ؾبذتبض ,  n m  ثبػن ّوگطا قسى فطکبًؽ عجيؼی

 قَز.ؾبهبًِ ٍ ًتبیح هی

0 0.2 0.4 0.6
0

2

4

6

8

10

 

 

 

 

n,m=(2,0)

n,m=(5,0)

n,m=(9,0)

n,m=(14,0)

 
 ًيتطیسثطى لَلِثؼس ًبًَتغييطات فطکبًؽ ثی(: 11شکل )

     ثب قطایظ هطظي زٍؾط هفهل  غيطهحلیثطحؿت پبضاهتط 

1اظاي ثِ . 
 

0 0.5 1 1.5 2
1

2

3
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n,m=(2,0)

n,m=(5,0)

n,m=(9,0)

n,m=(14,0)

 
 ًيتطیسلَلِ ثطىثؼس ًبًَتغييطات فطکبًؽ ثی(: 12شکل )

    ثطحؿت پبضاهتط تٌف اٍليِ ثب قطایظ هطظي زٍؾط هفهل 

0.5اظاي ثِ   

 گیزی  نتیجه -4

ثط  ؾبذتبضّبي هرتلفاثطات هسٍل الاؾتيؿيتِ زض ایي هقبلِ 

ثب تٌف اٍليِ تحت تبثيط  ًيتطیسثطى لَلًِبًَاضتؼبقی  پبؾد

قطایظ هطظي هرتلف ثطضؾی قس. قطایظ هطظي ثطضؾی 

یكؿط  -قسُ، زٍؾط هفهل، زٍؾط گيطزاض، یكؿط هفهل

 اظثب اؾتفبزُ  یكؿط آظاز اؾت. -گيطزاض یكؿطگيطزاض ٍ 

ٍ تئَضي  ّبي تيط اٍیلط ثطًَلی ٍ تيط تيوَقٌكَتئَضي

هؼبزلات حبکن ٍ قطایظ ، اضیٌگي غيطهحلی ؾتيؿيتِالا

زض ًْبیت . قسثب اؾتفبزُ اظ انل ّويلتَى اؾترطاج  هطظي

اثط تٌف ًيتطیس ٍ لَلِ ثطىّن تبثيط تغييطات پبضاهتط قغط ًبًَ

قی اًَاع ثط ضٍي فطکبًؽ اضتؼب غيطهحلیپبضاهتط اٍليِ ٍ 

ًتبیح  ّب قبهل آضهچيط، ظیگعاگ ٍ کبیطال ثطضؾی قس.ؾبذتبض

آهسُ ثب هغبلؼبت پيكيي هقبیؿِ ٍ ًكبى زازُ قس کِ زؾتِث

 ثبقس. ًتبیح اؾترطاج قسُ اظ زقت ثبلایی ثطذَضزاض هی

آهسُ زؾتِاظ ًتبیح ث ايزض ازاهِ ذ نِ ،ػ ٍُ ثط ایي
 غيطهحلیپبضاهتط  کِ افعایف قسهكبّسُ  قَز.اضائِ هی

 یبفتِ ٍ زضکبّف فطکبًؽ عجيؼیقَز کِ هٌدط ثِ آى هی

فطکبًؽ  افعایف ،تطپبیيي غيطهحلیزض پبضاهتط  ؾبهبًًِتيدِ 
. ػ ٍُ ثط ایي ه حظِ گطزیس کِ کٌسهیضا تدطثِ  عجيؼی

تئَضي اضیٌگي ًؿجت ثِ تئَضي الاؾتيؿيتِ ک ؾيك ضفتبض 
. ّوچٌيي هكرم قس کٌستطي اظ هبزُ پيف ثيٌی هیًطم

عجيؼی  ثؼس تٌف اٍليِ، فطکبًؽثی  کِ ثب افعایف پبضاهتط 
ّبیی ثب لَلِیبثس. هكبّسُ قس کِ زض ًبًَکبّف هی ؾبهبًِ

لَلِ هَخت افعایف فطکبًؽ قغط کَچك، افعایف قغط ًبًَ
ًبًَهتط ًتبیح  6/0قسُ ٍ ثب افعایف قغط ثيكتط اظ  ؾبهبًِ

قَز. زض ًتبیح هكبّسُ ًوی تقطیجبً یكؿبى قسُ ٍ تغييطي

 زليل افعایف فطکبًؽ عجيؼی ایي اؾت کِ اثط اًحٌب زض 
ّبي آى اػَخبج ّب ثب قغط کَچك، ظیبز اؾت ٍ پيًَسلَلًِبًَ

ثيكتطي زاضًس ٍ ثب افعایف قغط ایي اػَخبج ثِ تسضیح کبّف 
کِ فطکبًؽ تب ًكبى زازُ قسیبثس. اظ ؾَیی زیگط هی

2
  

قَز ٍ حساکثط یبفتِ ٍ ثؼس اظ آى زچبض کبّف هیافعایف
زض ؾبهبًِفطکبًؽ عجيؼی 

2
  زّس. ّوچٌيي ضخ هی

هكرم قس کِ ؾبذتبض آضهچيط ًؿجت ثِ ؾبذتبضّبي 
زّس. ػ ٍُ ثط تطي اضائِ هیظیگعاگ ٍ کبیطال خَاة زقي 

جبضتی زیگط افعایف ػثِ ضطایت قبذم ؾبذتبض، افعایف ،ایي

  ؾبهبًِلَلِ، ثبػن ّوگطا قسى عجيؼی فطکبًؽ قغط ًبًَ
 قَز.هی
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