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ای دوار مدرج تابعی تحت فشار با ارتعاشات پوسته استوانه

کننده حلقوی و محوری تقویت  

 3رحیمیمیرزاو محمود کفاش 2مقدس، سعید محجوب1سید علی موسوی
 دانشكده فنی و مهندسی 

  جامع امام حسين )ع(دانشگاه 
 (40/14/1301تاریخ پذیرش:  ؛ 40/40/1301)تاریخ دریافت: 

  چكيده
شرایط  کننده حلقوی و محوری وای دوار با مواد مدرج تابعی، تحت فشار محوری و داخلی با تقویتپژوهش ارتعاشات پوسته استوانه در این

صورت کننده حلقوی و محوری بهبا تقویت یاهای استوانهپوستهبررسی شده است.  گاهی دو سر ساده بر اساس تئوری پوسته لاوتكيه

خصوصيات مكانيكی مواد گيرند. ها و مخازن سوخت هواپيما مورد استفاده قرار میها، زیر دریایییی از جمله موشكهاای در سازهگسترده

کار رفته از مواد مدرج تابعی بهکند. در این بررسی طور پيوسته تغيير میتابع توانی در جهت شعاع به ای دوار طبقمدرج تابعی پوسته استوانه

 بر تشكيل شده است، که نيكل در سطح داخلی و فولاد ضد زنگ در سطح خارجی پوسته قرار دارد. معادلات حاکمنيكل و فولاد ضد زنگ 

های کنندهشود و تاثير پارامترهای مختلف نظير سرعت دورانی، تقویتای با استفاده از اصل هميلتون و روش انرژی استخراج میپوسته استوانه

شده با مقایسه آنها با نتایج حاصل صحت نتایج حاصلداخلی و خواص مواد مدرج تابعی بررسی شده است.  حلقوی و محوری، بار محوری، فشار

 های قبلی مورد بررسی قرار گرفته و مطابقت خوبی بين کار حاضر و مطالعات پيشين دیده شده است.  پژوهشاز 

 

 کننده حلقوی و محوریی، فشار محوری و داخلی، تقویتای دوار، مواد مدرج تابعارتعاشات، پوسته استوانه های کليدی:واژه
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ABSTRACT  
In the investigation, the vibrations of a rotating functionally graded cylindrical shell under axial and internal 

pressure with ring and stringer stiffened and simply supported boundary condition based on Love’s shell theory is 

studied. The cylindrical shell with ring and stringer stiffened widely used in structures such as rockets, submarines 

and fuel tank of aircraft. The material properties of the rotating functionally graded (FG) cylindrical shell vary 

continuously across the thickness according to the power law distribution. In this study considers functionally 

graded material composed of Nickel and stainless steel, in which FG cylindrical shell has Nickel on its inner 

surface and stainless steel on its outer surface. The governing equations of a cylindrical shell are derived using 

Hamilton’s principle and energy method and the effect of various parameters such as angular speed, ring and 

stringer stiffened, axial load, internal pressure and the functionally graded material are investigated. The validity of 

the results by comparing them with the results of previous research is investigated, in which there is a very good 

agreement between the results of the present work and previous studies. 
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 فهرست علائم و اختصارات  

rb mها، حلقویپهنای  
  

sb  mها، طولیپهنای  

rd mها، حلقویارتفاع  
  

sd  mها، طولیارتفاع  

h  mای، ضخامت پوسته استوانه 

L  mای، طول پوسته استوانه 

aN  Nبار استاتيكی محوری،  

P  bar، فشار داخلی استوانه 

R  mای، شعاع پوسته استوانه 

 علائم یونانی
 

  rad/sسرعت دورانی پوسته،  

 مقدمه -1

ای دوار یكای از پرکااربردترین اشاكال    هاای اساتوانه  تهپوس

باشاد. ایان   کار رفتاه در تجهياتات صانعتی مای    هندسی به

های هوافضایی، هواپيماها، روتاور تاوربين   ها در سازهپوسته

هاای دوار ماورد اساتفاده    فيوژها و دیگر سيستمیگاز، سانتر

شاده  شده ساختهای تقویتهای استوانهگيرد. پوستهقرار می

از مااواد ماادرج تااابعی در مهندساای ماادرن، کاربردهااایی   

ها، ها، هواپيماها، ماهواره ها، پلگسترده از جمله زیر دریایی

هاای اخيار   هاای دریاایی دارناد. در ساال    ها و ساازه کشتی

ای دوار ساخته شده های استوانهتحقيقات فراوانی بر پوسته

قوی و طولی های حلکنندهعی بدون تقویتباز مواد مدرج تا

ها و غياره  ها، راکتهواپيماها، موشكدليل کاربرد آنها در به

انجام شده است. از جمله ایان مطالعاات، لاوی و همكااران     

ای مادرج تاابعی   به بررسی ارتعاشاات پوساته اساتوانه    [5]

   پرداختنااد و اثاارات توزیااع حجماای و تنظيمااات مااواد     

دهنده را مورد بررسی قرار دادند. در پژوهشی دیگار  تشكيل

با استفاده از تئوری مرتبه اول تغييار   [2]انصاری و درویته 

شكل برشی پوسته و در نظار گارفتن اینرسای شرخشای و     

صورت سری فوریاه باه بررسای رفتاار     فرض شكل مودها به

ارتعاشی پوساته مادرج تاابعی باا شارایط مارزی متفااوت        

کارگيری تئوری تغييرشاكل  با به [9]پرداختند. ماتسيوناگا 

صورت دو بعادی، ارتعااش آزاد و نيات پایاداری     مرتبه بالا به

ای از جان  مادرج تاابعی را تحليال کارد.      اساتوانه  پوسته

ارتعاااش آزاد و کمااانش پوسااته  [4]ابراهيماای و ساایيانی 

ای مدرج تابعی در معرض ترکيب نيروهای محاوری  استوانه

استاتيكی و پریودیك بررسی نمودند و اثرات برش عرضی و 

اینرسی شرخشی را نيت در این تحليل در نظر گرفتند. پاتل 

ای به بررسی ارتعاشات آزاد پوساته اساتوانه   [1]و همكاران 

بيضی شكل از جن  مواد مدرج تابعی پرداختناد و جهات   

تحليل از روش المان محادود اساتفاده نمودناد. پرادهاان و     

ای مادرج تاابعی در   ارتعاش در پوسته استوانه [6]همكاران 

شرایط مرزی مختلف بررسی کردند که در آن مااده مادرج   

تابعی از فولاد ضد زنگ و زیرکونيا تشكيل شده بود. سانتوز 

با استفاده از نوعی مدل المان محدود نيماه   [7]و همكاران 

را با  5شده از مواد هدفمندای ساختهتحليلی، پوسته استوانه

بعادی مطالعاه   ساه  استفاده از تئاوری الاستيسايته خطای   

به بررسی ارتعاشات و پاسا  گاارای    [1]کردند. دای و رائو 

یك استوانه توخالی مدرج تابعی تحت بار دیناميكی شعاعی 

متقارن پرداختند. آنها معاادلات حااکم بار اساتوانه مادرج      

تابعی تحت بارهای دیناميكی را با استفاده از روش تفاضال  

عساااااگری و ش نيومااارح حاال نمودنااد.   محاادود و رو

ای ههای طبيعی یك پوسته اساتوان فرکان  [3]اخلاقااای 

شاااده از مااواد هدفمنااد دوبعااادی را باااا  ضااخيم ساااخته

بعدی بررسی نمودناد.  اساتفاده از تئاوری الاستيسايته سه

هاای ارتعاشاات آزاد یاك اساتوانه     پاس  [51]یاس و عراق 

بعادی  هدفمند با شرایط مرزی ساده را، بااا معااادلات ساه   

لی و  .الاستيسيته و به روش مربعات دیفرانسيلی ارائه دادند

لایه را ای سهاستوانه ارتعاشات آزاد پوسته [55]همكارانش 

که لایه ميانی از آن مواد هدفمند بود با شرط مرزی ساااده  

بااا   [52]اساس تئوری فلاگ بررسی کردند. یاو و شياا و بر

اساااتفاده از تئااااوری پوسااااته دارای شااااعاع انحنااااای  

بااااترگ و غيرخطاااای دوناااال، ارتعاشااات آزاد و کمااانش 

شيناای متعاماد   ای بااا لایااه  ای لایاه هاای اساتوانه  پوسته

ماااورد غيرمتقااارن بااا شاارایط ماارزی گيااردار و سااااده را 

   مطالعاااه و بررساای قاارار دادنااد. در ایاان تحقيااق ميااادان  

از  متشاكل جاایی تنهاا در جهات عرضای باا بساطی    جاباه

شند مود استفاده شده است. دساتگاه معاادلات غيرخطای    

روش  دسات آمااده و بااه  حاکم تنها برای ارتعاشات آزاد به

 [59]حااال شاااده اساااات. تورنااابن  تعاااادل هارمونياااك

ای هدفمناد را بار اسااس    ارتعاشاات آزاد پوسااته اساتوانه  

تئااوری مرتبااه اول برشااای و روش مربعااات دیفرانسااايلی  

 [54]یافتاه بررسای کاارد. پرادیومنااا و همكاارش    تعمايم

 
1- Functionally Graded Material 
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ای هدفمنااد را باه روش   ارتعاش آزاد یك پوسته اسااتوانه 

در پاژوهش دیگار طاالبی    المان محدود بررسای نمودنااد.  

ارتعاشااات آزاد و ساارعت بحراناای پوسااته مخروطاای  [51]

        کااامیوزیتی بااا در نظاار گاارفتن تئااوری مرتبااه سااوم و بااا  

کاارگيری روش مربعاات دیفرانسايلی و اصال هميلتاون      به

کااارگيری روش مربعااات دیفرانساايلی، مطالعااه شااد. بااا بااه

ای و هاای اساتوانه  و سارعت بحرانای پوساته    ارتعاشات آزاد

مخروطی با مواد مدرج تابعی تحت نيروهاای ترمومكاانيكی   

با در نظر گرفتن تئوری تغييرشكل برشی مرتبه اول توسط 

بررساای گردیااد. از تفاااوت   [56-57]طااالبی و همكاااران 

پژوهش حاضر با این بررسی باه اساتفاده از روش تحليلای    

کاارگيری  با به [51]. دانشجو و همكاران توان اشاره کردمی

روش مربعات دیفرانسيلی به بررسی ارتعاشات آزاد و سرعت 

ای جداره ضخيم باا  بحرانی پوسته مخروطی کامیوزیتی لایه

شرایط مرزی مختلف و با در نظر گرفتن تئوری تغييرشكل 

برشی مرتبه اول پرداخته شد. در این مطالعه با اساتفاده از  

رایط مارزی اساتخراج   اصل هميلتون معادلات حاکمه و شا 

گردید. از نوآوری پژوهش حاضر با این بررسای، اساتفاده از   

باشاد.  مدل تابع توانی و روش تحليلی در حل معادلات مای 

بااه مطالعااه و  [53]براساااس تئااوری لاو، تيااو و همكاااران 

هااای بررساای فرکااان  طبيعاای و ساارعت بحراناای پوسااته

ای با مواد مدرج تابعی باا روش تحليلای پرداختناد.    استوانه

بار   طاولی کنناده  اثرات سرعت دورانی، اثرات ابعااد تقویات  

قارار گرفات. تماایت پاژوهش      عهفرکان  طبيعی مورد مطال

تاوان باه بررسای اثارات نيروهاای      حاضر با این مقالاه مای  

 طولیو  حلقویکننده محوری و فشاری، اثرات تعداد تقویت

 اشاره کرد.

ای در اکثار ماوارد تحات بارهاای     هاای اساتوانه  پوسته

دیناميكی قرار دارند و ممكن است دشار ارتعاش و کماانش  

نيااز اسات    ،روست شوند، از ایان و خستگی و در نهایت شك

خاوبی بررسای گاردد و از     هاا باه  که خصوصيات این ساازه 

های سبك طرفی نيت با توجه به نياز روزافتون طراحی سازه

هاا تاا حاد امكاان     و با استحكام بالا نياز است تا ایان ساازه  

های رسيدن به این هاد   سبك و مقاوم باشند. از جمله راه

های حلقاوی و طاولی و   کنندهتقویت تقویت بهينه پوسته با

باشاد. لااا توجاه    همچنين استفاده از مواد مدرج تابعی می

محققان به بررسی این امر معطو  گردید که از جمله ایان  

از روش انرژی برای تحليل  [21]تحقيقات، مصطفی و علی 

شده، باا در نظار   ای تقویتهای استوانهارتعاشات آزاد پوسته

هاا  کنناده گرفتن خميدگی، کشيدگی و پيچيادگی تقویات  

نيات باا در نظار     [25]عظيمای و همكااران    استفاده کردند.

های طبيعای یاك پوساته    گرفتن اثر فشار داخلای فرکان 

 اناد. ای را با استفاده از روش ریلی ارائه نمودهاستوانه نازح 

باه بررسای ارتعاشاات آزاد پوساته      [22]طالبی و همكاران 

کنناده حلقاوی و محاوری    مخروطی کامیوزیتی باا تقویات  

پرداختند. نتایج این بررسی برای پارامتر مختلاف برحساب   

دست آورده شد. از وجه تماایت پاژوهش   هفرکان  محيطی ب

توان به مطالعه اثارات  ی طالبی و همكاران میحاضر با بررس

هاا اشااره کارد.    های محوری بر پوستهفشار داخلی و نيروی

در مطالعاااتی بااه بررساای   [29-24]دانشااجو و همكاااران 

دیناميكی و سرعت بحرانای پوساته مخروطای کاامیوزیتی     

های متقاطع با روش عددی مربعاات  کنندهتقویت ای با لایه

دیفرانساايلی و تحاات تاااثير نيروهااای محااوری و فشااار     

را برحساب پارامترهاای مختلاف از     پرداختند. نتایج حاصله

هاا  کنندهجمله سرعت دوران، عمق و پهنای و تعداد تقویت

اس براسا  [21]دسات آوردناد. هاای بايه و همكاارانش      هبا 

خطاای بااار بحراناای  تئااوری کلاساايك ورق و هندسااه غير 

ای با بارگاااری  های استوانهدیناميك غيرخطی کمانش پنل

 اند. محوری را مورد بررسی قرار داده

از  ایای دوار در طيااف گسااتردهسااتوانههااای اپوسااته

باشاند. در  ختارهای مهندسی دارای کااربرد فاراوان مای   سا

باشاند  ها تحت بار فشاری میها، پوستهبسياری از این سازه

و ممكن اسات تحات ناپایاداری قارار گيرناد. لااا بررسای        

ارتعاشات این سااختارها ماورد نيااز مهندساان و طراحاان      

است، با وجود این امار، بيشاتر مطالعاات در زميناه رفتاار      

ها است، کاه از ایان جملاه ایان تحقيقاات       پوستهکمانش 

هاای  هاا را بار پوساته   دهکننا باروچ و سينگر تااثير تقویات  

شده تحت فشاار هيدرواساتاتيك بررسای    ی تقویتااستوانه

هاا  کنندهن بررسی نشان داد که رفتار تقویتکردند. نتایج ای

باشد. لی و شان باا اساتفاده از    می به هندسه پوسته وابسته

هاای  ر پ  کمانشی پوساته مرتبه بالای پوسته، رفتا تئوری

ی مرکب تحت فشاار خاارجی و فشاار محاوری در     ااستوانه

محيط حرارتای را باا اساتفاده از روش اغتشاشاات بررسای      

هاای  کماانش پوساته  کردند. شن به تحليل کمانش و پا  

 ای ماادرج تااابعی در محاايط حرارتاای پرداختنااد.  اسااتوانه
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ای مادرج  های اساتوانه کمانش پوستهزاده و همكاران باقری

ی کردناد.  تابعی تحت بساتر الاساتيك پساترناح را بررسا    

هاای کام عماق و    خطای پوساته  تحليل رفتار کمانشی غير

های همگن توسط بيه کنندههای مدرج تابعی با تقویتورق

و همكاران پرداختند. قاسمی و همكاران با استفاده از روش 

        ای باااا ی اساااتوانههااااساااازی، کماااانش پوساااتهمعاااادل

های مشبك لوزی تحت بار محوری را بررسای  کنندهتقویت

ای مدرج تابعی های استوانهکردند. کمانش غيرخطی پوسته

های فلتی واقع بر بستر الاستيك تحت فشار کنندهبا تقویت

زاده و فاروتن باه   توسط دانگ و نگا ارائه شد. شاطر خارجی

شده تحات  ی مدرج تابعی تقویتاهای استوانهتحليل پوسته

بااار فشاااری خااارجی و احاطااه شااده بااا بسااتر الاسااتيك  

هاای حلقاوی   پرداختند. تحليل غيرخطای کماانش پوساته   

شده تحت بارگااری پيچشی تحت محيط حرارتای و  تقویت

محيط الاستيك توسط نين و بيه انجام شده است. تاناگ و  

خطی پوساته  کننده بر کمانش غيرنگاین توا به تاثير تقویت

 ای مدرج تابعی تحت بارگااری فشاری پرداختند.استوانه

هاای  بر طبق آنچه بيان شد موضاوع ارتعاشاات پوساته   

مدرج تابعی تحت فشار محوری و داخلی خيلای محدودناد،   

ای ای کاامیوزیتی لایاه  ولی تحليل ارتعاشات پوسته استوانه

. توسط بسياری از محققان مورد مطالعه قارار گرفتاه اسات   

همچنين با مطالعاه و بررسای مطالعاات گاشاته مشاخ       

است که این مطالعات بيشتر در حوزه ارتعاشات آزاد پوسته 

کننده حلقوی و محوری ای مدرج تابعی بدون تقویتاستوانه

هاا مادرج تاابعی    باشد. لاا با وجود کاربرد فراوان پوستهمی

و کننده حلقاوی  تحت فشار محوری و داخلی و تاثير تقویت

محوری بر فرکان  آن، مطالعات اندکی در این زمينه وجود 

ای دوار باا ماواد   براین ارتعاشات پوساته اساتوانه  دارد. علاوه

کنناده  مدرج تابعی، تحت فشار محوری و داخلی باا تقویات  

باا روش   بار اسااس تئاوری پوساته لاو    حلقوی و محاوری  

 تحليلی تاکنون بررسی نشده است.

ای هاای اساتوانه  دیناميكی پوساته در این مقاله، تحليل 

شده تحت اثر باار محاوری و فشاار    مدرج تابعی دوار تقویت

گاهی ساده در دو انتهای اساتوانه باا   داخلی، با شرایط تكيه

شاود. ماواد مادرج    استفاده از تئوری پوسته لاو مطالعه مای 

کاررفته از نيكل و فاولاد ضاد زناگ تشاكيل شاده      تابعی به

ح داخلی و فولاد در ساطح خاارجی   است، که نيكل در سط

پوسته قرار دارد. برای استخراج معادلات حاکم برای پوسته 

شاود  ای از روش انرژی و اصل هميلتون استفاده میاستوانه

و تاثير پارامترهای مختلاف نظيار سارعت دورانای پوساته،      

هاای حلقاوی و محاوری، باار محاوری، فشاار       کنندهتقویت

 ابعی بررسی شده است.داخلی و خواص مواد مدرج ت

 مواد تابعی مدرج -2

تواناد باا هار    خواص مكانيكی یك استوانه مدرج تابعی مای 

تابعی در جهت ضخامت تغيير نماید. در ایان تحقياق مااده    

صورت ترکيبی از دو فاز در نظر گرفته شاده  مدرج تابعی، به

هاا کاه تاابعی از    است و خواص آن بر حسب قانون مخلوط

طاور پيوساته   باشد، باه ای سازنده میکسرهای حجمی اجت

هاا هار خاصايت    نماید. با توجه به قاانون مخلاوط  تغيير می

 :[53]شود صورت زیر بيان میبه η موثری از ماده مانند

(5)  
1 1 2 2m m m mV V      

(2) 
1 2

1m mV V   

ترتياب خاصايت مااده و کسار     به Vو   η،فوقکه در روابط 

ترتياب  باه  m2و  m1دهند و زیر ناوی   حجمی را نشان می

ول و دوم هستند. تاکنون توابع مختلفی برای نماینده ماده ا

توصيف تغييرات کسر حجمی اجتای ساازنده ماواد مادرج    

تارین آنهاا قاانون    تابعی ارائه شده است، که یكی از متداول

توانی است. متایای استفاده از این تابع توانی این اسات کاه   

به علت تغييرات تدریجی در سااختار و خصوصايات مااده،    

در فصل مشترح دو ماده متفااوت حاا     مشكلات موجود

های پسماند و عامل تمرکت تنش کااهش پيادا   شده و تنش

در  hای باه ضاخامت   کناد. بارای یاك پوساته اساتوانه     می

صورتی که صفحه مرجع آن در مرکت سطح در نظار گرفتاه   

 شود داریم:

(9) 
K

m

z+h/2
V =

h

 
 
 

 

 zکسر حجمی مااده و   Vmتوان کسر حجمی،  k ،که در آن

باشاد. در نتيجاه   می h/2و  h/2-بين  مختصات ضخامت که

ی مادرج تاابعی مانناد     خصوصيات مكانيكی موثر یك مااده 

گاااری  با جاای  ρو شگالی  νضریب پواسون  Eمدول یانگ 
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 1                            )گرایش: دیناميك، ارتعاشات و کنترل(     یو محور یحلقو کننده تیتحت فشار با تقو یدوار مدرج تابع ایارتعاشات پوسته استوانه

 

    تعيااين  (4رابطااه )صااورت ( بااه5( در معادلااه )9معادلااه )

 :[53] شودمی

 K

m1 m2 m1

z+h/2
E(z)=E +(E -E )

h

 
 
 

 

(4) 
K

m1 m2 m1

z+h/2
ν(z)=ν +(ν -ν )

h

 
 
 

 

 K

m1 m2 m1

z+h/2
ρ(z)=ρ +(ρ -ρ )

h

 
 
 

 

 استخراج معادلات حاکم -3 

و  Lای مدرج تابعی به طول پوسته استوانه (1)مطابق شكل 

به دور محور تقاارن طاولی    Ωای با سرعت زاویه hضخامت 

کننده حلقوی و تقویت nدر حال دوران است. این پوسته با 

m کننده طولی تقویت شده است. با در نظار گارفتن   تقویت

 ایمختصات استوانه سامانه , ,z x   بر روی لایه مياانی

هاای  جاایی عنوان ساطح مرجاع، جاباه   ای بهپوسته استوانه

 خواهند بود. zو  x ، هایدر جهت wو  v, u  پوسته

 

 
 )الف( استوانه

 
 هاطولي)ب( 

 
 هاحلقوی)ج( 

 .شماتيك استوانه دورانی تقویت شده(: 1)شکل 

های مستطيل شاكل پوساته   کنندهتقویت (1)مطابق شكل 

باشاند. کاه زیار    مای  bsو  brو پهناای   dsو  drدارای ارتفاع 

و طاولی   کنناده حلقاوی  ترتياب باه تقویات   به sو  rنوی  

ای جدار نازح باا در نظار   مربوط است. برای پوسته استوانه

کارنش   -ای، روابط کلای تانش  گرفتن شرایط تنش صفحه

 صورت زیر خواهد بود:به

(1)     σ = Q e
 

 که در آن  ، e و Q    تانش  عبارتناد از مااتری- 

صاورت زیار تعریاف    نش و سفتی کاهش یافتاه، کاه باه   کر

 شوند: می

(6)    
T

x θ xθσ = σ σ σ
 

(7)    
T

x θ xθe = e e e
 

(1) 

 

 
11 12

12 22

66

Q Q 0

Q = Q Q 0

0 0 Q

 
 
 
  

 

 یافتهاجتاء ماتری  سفتی کاهش Q    هم برای یاك مااده

صاورت زیار تعریاف    ( باه i ,j = 1, 2, 6) Qijایتوتروپياك  

 شود:   می

(3) 

 

11 22 11 2

E(z)
Q =Q , Q =

1-ν(z)     

12 662

νE(z) E(z)
Q = , Q =

1-ν(z) 2(1+ν(z))   
 شطبق تئوری پوسته لاو، اجتاء بردار کرن e  صاورت  باه

 :[26]شود زیر تعریف می

(51) 

 

x 1 1 θ 2 2e = e +zk , e = e +zk  
xθe = γ+2z τ

 

 k1 ،k2 های صفحه مرجع وکرنش γو  e1 ،e2 (51در رابطه )

ریاف  صاورت زیار تع  باشند که بهنيت انحناهای سطح می τو 

 :[26] شوند می

(55) 

 

 

 
 

 1 2e ,e ,

u 1 v v 1 u
, w ,

x R x R



     
    

     

  
2 2

1 2 2 2 2

2

w 1 w v
k ,k , ,

x R

1 w v
,

R x x

   
     

   

   
   

    
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صاورت زیار تعریاف    ای باه ته اساتوانه انرژی کرنشای پوسا  

 :[27]شود می

(52)    
T2π L

shell
0 0

1
U = σ ε Rdxdθ

2  
 

( در رابطاه  55)  -(1گاااری رواباط )  بدین ترتيب باا جاای  

   صاورت زیار در   ای باه پوساته اساتوانه  ( انرژی کرنشی 52)

 :[27] آیدمی

(59) 

 

 

 

 

 
 

2 2
L 2

shell 11 11 20 0

2
2

12
11 2 2

2 2

12 2 2 2

2

12

2 2

1 u u w
U A 2B

2 x x x

w 2A u v
D w

x R x

1 u v w 1 v w
2B w

R x R x

2D w

R x

        
      

      

     
      

     

            
          

            

  
  

 

 

22

22

2 2

2
2 2

22 22

3 2 4 2

2 2

66
66 3

2
2

66

2

v w A v
w

R

2B v v w D v w
w

R R x

v 1 u 4B v 1 u v w
A

x R R x R x x

4D v w

R x x

   
     

    

        
        

        

           
         

            

   
   

    

R d dx

 

ترتيب عبارتند از سافتی  که به Dijو  Aij ،Bij ،در روابط فوق

صاورت زیار   کششی، سفتی پيچشی و سفتی خمشای و باه  

 :[27] شوند تعریف می

(54)    
h/2

2

ij ij ij ij
-h/2

A ,B ,D = Q 1,z,z dz
 

ای دوار و همچنين بارای انارژی جنبشای پوساته اساتوانه     

 :[27]خواهيم داشت 

(51) 

 
 

2 2 2
2 L

shell
0 0

2 2 2

1 u v w
T h

2 t t t

w v
2 v w v w R dx d

t t

         
        

       

  
      

   

 

 

در رابطه فاوق تارم اول مرباوط باه انارژی جنبشای خاود        

استوانه و دو ترم آخر مربوط به شتاب کوریاولي  و جاناب   

 باشد.مرکت به علت دوران آن می

      هاا  حلقاوی هاای طاولی و   کنناده انرژی کرنشی تقویات 

شود، کاه در ایان   ( محاسبه می57( و )56رابطه ) صورتبه

ترتياااب باااه Es ،Er ،As ،Ar ،Gs ،Gr ،Js ،Jr ،Ns ،Nrرابطاااه 

مدول الاستيسيته، مسااحت ساطح، مادول برشای، مماان      

هاای طاولی و حلقاوی    کنندهاینرسی قطبی و تعداد تقویت

 .[21]باشد می

(56) 

2
2 L

S S S
stringers S S S 20 0

N G J w
U E A dxd

4 R x

  
    

   
 

 

(57) 

 

2
2 L

R R R
rings R R R 20 0

N G J w
U E A Rdxd

2L R x

  
    

  
 

 

ها در جهت محوری و در کنندهکرنش تقویت ،فوق در رابطه

 :[21]شودصورت زیر تعریف میجهت حلقوی به

(51) 

 
 

2

S 2

u w
z

x x

 
  

   
2

R 2

1 v z w
w

R R

  
    

    

هاای  کنندهجهت محاسبه ممان اینرسی قطبی برای تقویت

 :[21] شود طولی و محوری از رابطه زیر استفاده می

(53) 

 

 

3

5 5
n 1

1 192b 1 n d
J 1 tanh b d

3 d n 2b





 
   



E
G

2(1 )


 
 

صاورت  های طولی و حلقوی باه کنندهنرژی جنبشی تقویتا

 :[21]شوند زیر تعریف می

(21) 

 
 

 

2 2 2
2 L

S S s s s
stringers

0 0

2 2 2s s
s s s s

N A u v w
T

4 t t t

w v
2 v w v w dxd

t t

         
        

        

  
       

   

 

 

(25) 

 
 

 

2 2 2
2 L

R R s s s
rings

0 0

2 2 2s s
s s s s

N A u v w
T

2L t t t

w v
2 v w v w Rdxd

t t

         
       

       

  
       

   

 

 

         در روش تحليلای حاضاار فارض باار ایان اساات کاه فاصااله    

 صورتها بهکنندهها کم است و پوسته و تقویتکنندهتقویت

-باراین اسااس جاباه    اند.یك پارشه به یكدیگر متصل شده

 صورت زیار باا   به zو  ،xها در جهت کنندهتقویت    جایی

 :[27]شود های پوسته در محل اتصال تعریف میجایی جابه

(22) 

 
 s s s

w z w
u , v , w u z , v , w

x R

  
   

  
 

ای ساارعت دوراناای پوسااته اسااتوانه  ،کااه در ایاان رابطااه

باشد، که در اثر شرخش پوسته نيروی گریت از مرکات در   می
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ه شود که سبب ایجاد کشش حلقاوی اوليا  پوسته ایجاد می

   هاا انارژی کرنشای    کنناده دليل هندسه تقویات  شود. به می

       وجااود آمااده باار اثاار نيااروی گریاات از مرکاات تنهااا در    بااه

های حلقوی وجود دارد و مقدار این انارژی در  کنندهتقویت

هاای طاولی قابال صار  نظار کاردن اسات.        کنناده تقویت

اثار  های حلقاوی در  کنندهبنابراین انرژی کرنشی در تقویت

 شاود صورت زیر بياان مای  کرنش حلقوی ناشی از دوران به

[27]: 

(29) 

 
 

22
2 L

Shell centrifugal
0 0

2 2

R u
U h

2

v w
w v dx d

   
   

 

    
       

     

 

 

(24) 

 

22
2 L

R s
Ring centrifugal

0 0

2 2

s s
s s

A R u
U h

2

v w
w v dx d

   
   

 

    
       

     

 

 

ای تحت تاثثير فشاار محاوری    که پوسته استوانهدر صورتی

باشاد،   q(x)و فشار خاارجی دارای تقاارن محاوری     Pثابت 

آید، معاادل مقادار   وجود میانرژی پتانسيل که در پوسته به

 زیر است:

(21) 

 

2
2 L (x)

pressur 20 0

2
2 L

2

0 0

q w
U w w dx d

2

p w
R dx d

4 x





  
     

  

 
  

 

 

 
 

 تحلیل ارتعاشی به روش ریتز -0

های طبيعی با در نظر گرفتن دست آوردن فرکان هجهت ب

شرایط  x = Lو  x = 0گاه ساده در شرایط مرزی دوسرتكيه

 زیر برقرار است:

(26) x xv w N M 0   
 

طور کامال  جایی زیر شرایط مرزی فوق را بهکه ميدان جابه

 :[21]کند ارضا می

(27) 

 

 
 

   
m x

u Ucos cos n cos t
L

 
   

   

   
m x

v Vsin sin n cos t
L

 
   

   

   
m x

w Wsin cos n cos t
L

 
   

   

دهناده بترگای   ضرایب ثابت نشاان  U ،V ،Wدر رابطه فوق 

اعااداد مااوج محااوری و مااوج محيطاای    nو  mارتعاااش و 

 ای ارتعاش است.فرکان  طبيعی زاویه ωباشند و  می

( و 51)  -(59در معاادلات )  (27گااری معادله )با جای

( در 22و همچنين با قرار دادن معادلاه )  (21(، )29(، )22)

( و ترکيب آنها توابع انرژی 24)  (،25(، )21معادله پوسته )

صااورت زیاار تعریااف بااه سااامانهجنبشاای و پتانساايل کاال 

 شوند: می

(21) 

 

shell stringer ringsT=T +T +T
 

shell stringers rings centrifugal pressureU=U +U +U +U +U
 

های طبيعی باا اساتفاده   دست آوردن فرکان هحال جهت ب

صورت رابطه زیار  ، بهПك تابع انرژی از روش رایلی ریتت، ی

 شود:تعریف می

(23) max maxΠ=T -U
 

ماکتیمم انارژی جنبشای و انارژی     Umaxو  Tmaxکه در آن 

باشد، با استفاده از روش مينيمم کاردن  پتانسيل پوسته می

 ریتت داریم:

(91) 0
U V W

  
  

  
 

صاورت معادلاه زیار اساتخراج     در نهایت رابطه ماتریسی به

 شود: یم

(95) 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

C C C U 0

C C C V = 0

C C C W 0

     
    
    
         

 

ای های طاولانی و پيچياده  و ... عبارات C11 ،C22که ضرایب 

باشاند، کاه بارای داشاتن     در ضرایب فرکانسی پوساته مای  

جواب بدیهی غير صفر دترمينان مااتری  ضارایب را بایاد    

 مساوی صفر قرار دهيم یعنی:

(92) 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

C C C

C C C =0

C C C
 

با بسط این دترمينان، معادلاه مشخصاه درجاه شاش زیار      

ی طبيعای  هاا هاای آن فرکاان   شود که جاواب حاصل می

 ای خواهد بود.پوسته استوانه

(99) 
6 5 4 3

0 1 2 3

2 1

4 5 6

d ω +d ω +d ω +d ω

        +d ω +d ω +d =0
 

افتار متلاب  وسيله کدنویسی در نرمهبا حل معادله فوق ب    

آید که سه تای آن مثبت و سه تای دست میشش ریشه به

آن منفی است و از این ميان آن دو عددی که قادر مطلاق   
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هاای اصالی   باشد فرکاان  ها میآنها کوشكتر از دیگر ریشه

های اصلی بارای  باشد. لازم به ذکر است فرکان ه میاستوان

استوانه دوار که سرعت دورانای آن مشاخ  و ثابات اسات     

 mهاای  برای هر مد ارتعاشی طولی و محيطی که از اندی 

گردد دو مقدار ویژه مثبات و منفای داریام.    استفاده می nو 

هاای پسارو   ترتياب مرباوط باه ماوج    این دو مقدار ویژه باه 

(backward( و پيشرو )forwardمی ) ،که در اساتوانه   باشند

باشاند.  ثابت بدون سرعت دورانی این دو مقدار یكسان مای 

کناد. ایان دو مقادار    که استوانه شروع به دوران میهنگامی

گردند که مقدار مثبت مرباوط باه ماوج    متفاوت پدیدار می

پسرو است که در جهت مخاالف شارخش اساتوانه باوده و     

بوط به ماوج پيشارو اسات کاه هام جهات       مقدار منفی مر

 باشد.شرخش استوانه می

 نتایج و بحث -5

در این بخش به بررسای پارامترهاای مختلاف بار فرکاان      

سانجی نتاایج پرداختاه     طبيعی استوانه دوار و نيات صاحت  

 شود.   می

 سنجی نتایج صحت -5-1
شده برای اساتوانه دورانای   برای اطمينان از روش حل ارائه

آمده با نتایج سایر مقالات مقایسه دستنتایج بهشده، تقویت
شده است. این مقایسه در دو بخش انجاام شاده اسات، در    

هاای   یج حاصال از ایان مطالعاه باا فرکاان      بخش اول نتاا 
کنناده در  طبيعی یك پوسته استوانه دورانی بادون تقویات  

ماورد مقایساه قارار گرفتاه اسات و همچناين در        1جدول 

سااازی  ماادلبررساای صااحت بخااش دوم جهاات مقایسااه 
ها، نتایج حاصل از تحليل حاضر با نتایج مرجع کننده تقویت

ماورد بررسای    طولیشده با برای یك پوسته استوانه تقویت
قرار گرفته است. خصوصايات هندسای و مكاانيكی پوساته     

در و مقایسه فرکانسای آن   2در جدول  طولیشده با تقویت

دهاد کاه   ان مای هاا نشا   آورده شده است. مقایسه 3جدول 

آمده تطابق خوبی با سایر نتایج دارد و تفااوت  دستبه نتایج
 ها ناشيت است.در پاس 

  

ازای                                       مقایسه فرکان  طبيعی برای استوانه دوار با شرایط مرزی دوسر گيردار به(: 1) جدول
L/R=10, h/R=0.05, =0.3, =5 rad/s. 

n  اختلا  کار حاضر [91]پيشرو  اختلا  کار حاضر [91]پسرو 

5 ........ 1911/1 .......... ........ 1231/1 .......... 

2 1625/1 1651/1 157/1 1145/1 1191/1 121/1 

9 5561/1 5541/1 157/1 5511/1 5117/1 156/1 

4 2541/1 2542/1 112/1 2515/1 2136/1 112/1 

1 9491/1 9494/1 115/1 9933/1 9937/1 115/1 

 

 هاکنندهخصوصيات هندسی و مكانيكی تقویت(: 2جدول )

 (kg/m
3
) R (m) h (m) L (m) 

 طاااولیارتفااااع 
(m) 

 طاااولیپهناااای 
(m) 


 

E(GPa) 

2754 242/1 
9-51×61/1 6136/1 11712/1 11211/1 9/1 1/61 

 

ای غير های پایه پوسته استوانهمقایسه فرکان (: 3جدول )

 طولی 61دوار با 

 کار حاضر [1مرجع ] (nعدد موج محيطی )

5 5545 16/5546 

2 674 61/671 

9 427 16/427 

4 236 913/237 

 تابع توانی مواد مدرج تابعی بررسی ضریب -5-2

صورت ترکيبی از فولاد و در این تحقيق ماده مدرج تابعی به 

نيكل در نظر گرفتاه شاده اسات کاه فاولاد در روی ساطح       

د و خواص این مواد رخارجی و نيكل در سطح داخلی قرار دا

 ارائه شده است.  0در جدول 
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 دهنده ماده مدرج تابعیخواص تشكيل(: 0جدول )

 مادهنوع 
 

3( )kg/m
 

E(N/m
2
) 

 17711/2×5155 1566 9577/1 فولاد

 11131/2×5155 1311 9511/1 نيكل

کاه ضاریب تاابع تاوانی صافر      ( هنگامی4مطابق رابطه )
تشاكيل   5ر کامل از مااده شاماره   طواست پوسته استوانه به

خاواص مااده دوم افاتایش     kشود و باا افاتایش ضاریب     می
صاورت  خواص باه  k=1ر طوری که مطابق شكل دیابد به می

( تاا  kیابد و با ادامه روناد )افاتایش ضاریب    خطی تغيير می
k اسات.   2طور کامل متعلق به ماده شماره خواص به

تااثير ضاریب    5با توجه به توضيحات داده شاده در جادول   
تابع توانی بر روی فرکان  مودهای محيطای ماورد بررسای    

ان داده شاد  قرارگرفته است. از نتایج اصلی این پژوهش نشا 
که افتایش ضاریب تاابع تاوانی مااده مادرج تاابعی موجاب        

شود. این به این دليل اسات  کاهش فرکان  استوانه پایه می
و  ساامانه که افتایش ضاریب تاوانی موجاب افاتایش نرمای      

 شود.  بالطبع کاهش فرکان  می

تغييرات فرکان  مود محيطی در اثر تغيير (: 5دول )ج

 ضریب تابع توانی
n K =0 K =1 K =4 K = 

1 5003/13 2121/13 4103/13 9000/12 

2 9155/13 5101/13 3310/13 1014/13 

3 1540/31 2231/31 1222/35 3511/35 

0 4511/11 2933/10 3201/19 1251/11 

5 9011/110 0101/111 0205/114 2011/140 

1 0193/119 2100/110 0011/111 2911/114 

1 1101/231 0100/225 951/222 5131/224 

9 9111/340 2149/201 1050/203 1510/204 

0 1332/391 4550/319 9211/312 4111/310 

14 3002/094 3501/019 9151/011 1551/051 

شود که با افتایش ضریب تاابع  دیده می 5 مطابق جدول
یاباد.  توانی، فرکان  پایه تمامی مودهای محيطی کاهش می

  و توضايحات   2کاه مطاابق شاكل    دليل این امر ایان اسات   
شده در مورد تاثير ضریب تاابع تاوانی در خاواص مااده     بيان

مدرج تابعی، افتایش ضریب تابع توانی باعا  افاتایش کسار    
شود و در نتيجه با توجاه  میحجمی نيكل در پوسته استوانه 

که نيكل دارای جرم بيشتر و مدول الاساتيك کمتار،   به این
  کاهش سافتی و افاتایش شگاالی    نسبت به فولاد است باع

هاای پایاه اساتوانه    پوسته و درنهایت باع  کاهش فرکاان  
شاود کاه باا افاتایش     مطابق این جدول دیده مای  گردد. می

ضریب تابع توانی، فرکاان  پایاه تماامی مودهاای محيطای      

و  2یابد دليل این امر این است که مطابق شاكل  کاهش می
ضاریب تاابع تاوانی در    توضيحات بيان شده در ماورد تااثير   

خواص ماده مدرج تابعی، افتایش ضاریب تاابع تاوانی باعا      
شاود و در  افتایش کسر حجمی نيكل در پوسته استوانه مای 

نتيجه با توجه به اینكاه نيكال دارای جارم بيشاتر و مادول      
الاستيك کمتر، نسبت به فولاد است باع  کااهش سافتی و   

هاای  ش فرکان افتایش شگالی پوسته و درنهایت باع  کاه
 گردد.    پایه استوانه می

 

 
تغييرات ضریب تابع توانی در طول ضخامت  (:2)شکل 

 .پوسته استوانه

 های محیطیبررسی ضخامت بر روی فرکانس -5-3

دهاد کاه باا افاتایش     ها نشان مای ، بررسی(3)مطابق شكل 

های طبيعای محيطای از   ( فرکان h/Lشده )بعدضخامت بی

یابند ولی از مود ششم باه بعاد   رم افتایش میمود اول تا شها

      یابناد کاه در ایان حالات فرکاان  ماود پانجم        کاهش مای 

یابد. در ماورد تغييارات   عنوان واسط تغييری شندانی نمیبه

افااتایش  1هااای مودهااای طااولی مطااابق جاادول  فرکااان 

ضخامت پوسته باع  افاتایش فرکاان  تماامی ایان مودهاا      

پاارامتر )ضاخامت( بار روی فرکاان       شود اما تاثير ایان می

 باشد.مودهای محيطی بسيار ناشيت می

 
تغييرات فرکان  بر حسب شماره مود محيطی (: 3شکل )

 ای.و نسبت ضخامت به طول پوسته استوانه
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 (h/L)مقایسه تغييرات فرکان  طولی با تغيير پارامتر  (:1جدول )

9-51
 

h/L× 

5 m= 2 m= 9 m= 4 m= 1 m= 6 m= 7 m= 1 m= 3 m= 51 m= 

h/L =2/1 217/119 221/5392 443/2131 792/2313 514/9161 641/9541 261/9511 719/9251 147/9293 217/9214 

h/L =9/1 217/119 221/5392 411/2131 712/2313 259/9161 711/9541 914/9511 347/9251 769/9293 611/9214 

h/L =4/1 217/119 251/5392 465/2131 771/2313 211/9161 732/9541 141/9511 211/9253 571/9241 235/9211 

 

 تاثیر سرعت دورانی -5-0

اثر سر عت دورانی بر مودهای محيطای   5و  0های در شكل

طور که ملاحظه پسرو و پيشرو نشان داده شده است و همان

رادیاان بار    5111تاا   1شود، با افتایش سرعت دورانی از می

های مودهاای محيطای پسارو افاتایش     ان ثانيه تمامی فرک

های محيطی پيشرو با افتایش یابند ولی در مورد فرکان می

یابد و از سرعت دورانی استوانه مود اول و دوم آن کاهش می

یابناد و  های محيطای افاتایش مای   مود سوم به بعد فرکان 

 گيرند.  صعودی به خود می رسي

 

 

رو در سرعت تغييرات فرکان  محيطی پس (:0)شکل 

 دورانی مختلف

 

 
 

 
تغييرات فرکان  محيطی پيشرو در سرعت  (:5)شکل 

 دورانی مختلف
 

 های حلقوی و محوریکنندهتاثیر تقویت -5-5

هاا را بار روی   حلقاوی هاا و  طوليتااثير تعاداد    0تا  1شكل 

فرکااان  طبيعاای مودهااای محيطاای و محااوری در حالاات  

هاا  طوليدهاد. درماورد   میشده نشان غيردوار استوانه تقویت

دهاد کاه باا    هاا نشاان مای   بررسای  1و  1های مطابق شكل

طااور افااتایش آنهااا فرکااان  تمااامی مودهااای محااوری بااه 

یاباد و همچناين در ماورد مودهاای     محسوسی کااهش مای  

ها فرکاان  آنهاا   طوليتا سوم با افتایش تعداد  محيطی اول و

باا افاتایش    یابد، ولی از مودهای شهارم به بعدنيت کاهش می

 یابد.افتایش می سامانهتعداد آنها مقدار فرکان  طبيعی 
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بر روی فرکان  مودهای  طولیتاثير تعداد (: 1شکل )

 محوری

 

بر روی فرکان  مودهای  طولیتاثير تعداد (: 1شکل )

 محيطی

هاا( مطاابق   حلقاوی هاای حلقاوی )  کنناده در مورد تقویات 

هاا  طوليدهد که همانند ها نشان میبررسی 0و  9های   شكل

با افاتایش تعاداد آنهاا فرکاان  محاوری تماامی مودهاای        

ارتعاشی استوانه و همچنين مودهای اول تاا ساوم محيطای    

یابند ولی فرکان  مودهای محيطی شهارم به بعد کاهش می

افتایش و در ادامه مقدار فرکان  کمای   حلقوی 21تا تعداد 

   یابد.کاهش می

کننااده باار روی دو نااوع تقویاات در مقایسااه تاااثير ایاان

فرکان  طبيعی استوانه دوار با مواد مادرج تاابعی ملاحظاه    

هاا در مودهاای   طاولی شود که شيب کاهش فرکان  در می

هاا بار   حلقاوی محوری زیادتر است و همچنين تاثير افتایش 

های مودهای محيطی شهاارم باه بعاد    روی افتایش فرکان 

 باشد.صورت محسوسی زیاد می استوانه به

 
ها بر روی فرکان  مودهای حلقویتاثير تعداد (: 9شکل )

 محوری

 
ها بر روی فرکان  مودهای حلقویتاثير تعداد  (:0شکل )

 محيطی

 تاثیر فشار داخلی -5-1

به بررسی تغييرات فشار داخلی استوانه بر روی  14در شكل 

های طبيعی مودهای محيطی استوانه پرداخته شده فرکان 

 (14)افتایش فشار داخلی استوانه مطابق شكل  است. با

یابد و های پایه استوانه از مود سوم افتایش می فرکان 

مانند  مودهای اول و دوم محيطی تقریبا بدون تغيير باقی می

فشار داخلی استوانه تغييری بر روی  1و مطابق جدول 

کنند و به عبارت های مودهای محوری ایجاد نمیفرکان 

داخلی استوانه تاثيری بر روی مودهای محيطی  دیگر فشار

 آن ندارد.
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بررسی تغييرات فشار داخلی استوانه بر روی  (:14)شکل 

 .های طبيعی مودهای محيطی استوانهفرکان 

 

بررسی تغييرات فشار داخلی استوانه بر روی  (:1)جدول 

 .های طبيعی مودهای محوری استوانهفرکان 
m P=0 bar 1/1 P= bar 5 P= 

5 462/5112 462/5112 462/5112 

2 635/2713 635/2713 635/2713 

9 199/9115 199/9115 199/9115 

4 123/9571 123/9571 123/9571 

1 579/9221 579/9221 579/9221 

 

 تاثیر بار فشاری محوری -5-1

شاده کاه بارای حالات فشااری      کار بارده با توجه به رابطه به

باا افاتایش فشاار     0و  9وجه به جادول  با تباشد، معتبر می

هاای مودهاای محيطای و     محوری بر روی استوانه، فرکاان  

یابد، در ضامن رفتاه رفتاه باا      محوری خيلی کم کاهش می

 شود. تر میافتایش عدد مود این تغييرات محسوس
 

بررسی تغييرات نيروی محوری بر روی  (:9)جدول 

 های طبيعی مودهای محوری استوانهفرکان 
P 5 m= 2 m= 9 m= 4 m= 1 m= 

Pa 
516 5/5139 71/2119 37/2194 13/2794 71/2191 

Pa 1 5/5131 69/2161 75/2167 66/2735 31/2357 

 

بررسی تغييرات نيروی محوری بر روی  (:0)جدول 

 های طبيعی مودهای محيطی استوانهفرکان 
P 5 n= 2 n= 9 n= 4 n= 1 n= 

Pa 516 5/5139 66/139 31/973 61/414 96/113 

Pa 1 5/5131 5/617 59/419 14/427 67/611 

 گیری نتیجه -1

ای دوار مادرج  در این مقاله ارتعاشاات آزاد پوساته اساتوانه   

تحت فشار داخلی های حلقوی و طولی کنندهتقویتبا تابعی 

 و بار محوری بررسی شد و مطالعات نشان داد:

    هاای  افتایش سرعت دورانی موجب افاتایش فرکاان

محيطی پسرو شده، ولای در حالات پيشارو فرکاان      

مود اول و دوم کاهش یافتاه و از ماود ساوم باه بعاد      

 یابند. افتایش می

      افتایش ضریب تابع توانی مااده مادرج تاابعی موجاب

 شود. کاهش فرکان  استوانه پایه می

   افتایش ضخامت پوسته باع  افتایش فرکان  تماامی

هاای  ورد فرکاان  گاردد و در ما  مودهای طاولی مای  

مودهای محيطی تا مود پنجم رابطه مستقيم داشته و 

 بعد از آن رابطه عك  با ضخامت دارد.

  رابطه های حلقوی و طولی کنندهتقویتافتایش تعداد

 عكسی با فرکان  پایه محوری دارد.

   اثرگااری فشار داخلی فقط بر روی مودهای محيطای

اشيتی بار  کاه باار محاوری تااثير نا     باشد، درحالی می

 های استوانه دارد. فرکان 
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