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 ))یادداشت مهندسی((

 ستمیس یبا استفاده از نقاط لاگرانژ GEO به LEO انتقال مدار بررسی
 در حضور اغتشاشات دیخورش -نیزم

 3، حسین کردجزی2، ابراهیم صبوری دارابی1رضا زردشتی
 مجتمع دانشگاهی هوافضا

 دانشگاه صنعتی مالك اشتر تهران
 (11/93/1331تاریخ پذیرش:  ؛ 22/11/1331)تاریخ دریافت: 

 چكیده
مبتنی بر سيستم  یبا استفاده از دیناميك مسئله سه جسم محدود و نقاط تعادلی لاگرانژ GEO مدار به LEOاز مدار  انتقال ،این مقالهدر 

، زاویه ميل آن حداقل برابر با عرض جغرافيایی محل LEOپس از پرتاب فضاپيما به  .شده است بررسی خورشيد در حضور اغتشاشات-زمين
بایست با صرف انرژی زیادی، زاویه ميل مدار فضاپيما را به صفر رساند. در اینجا با  می GEOبرای انتقال آن به  بنابراین،باشد،  پرتاب می

به سه  منظور، مسئله برای اینگردد که انرژی ناشی از تغيير زاویه ميل را حداقل نماید.  روشی ارائه می یاستفاده از دیناميك نقاط لاگرانژ
 L1مشخص به مجاورت نقطه  زمان مدتکه پس از  آید می دست به GEOشرایط اوليه مناسب در  ،. در مرحله نخستشود میبخش تقسيم 

 L1از انتقال رو به جلو  صورت بهو  LEOباشد، با این تفاوت که این بار شرایط اوليه در  مرحله دوم مشابه مرحله اول می رسد. میمزبور  ستميس
موردنظر حاصل شود.  كپارچهی ريتا مس شود میاستفاده  رياتصال دو مس یبرا ،L1هاله حول  یمدارها یژگیاز و تینها در. دآی می دست به
 جیآن در نتا ثيرتأ تا گردندیم اضافه محدود جسم سه مسئله حرکت معادلات به زين اغتشاشات مدل ،رسيدن به شرایط واقعی مسئله منظور به

 یحت ،درجه 13ميل بالاتر از  زوایایبرای با روش مزبور  ازيمورد ن مپالسیا که دهدینشان م سازی شبيه جی. نتارديقرار گ یحاصله مورد بررس
 .دآی می دست بهبهتر از روش هوهمان  زيدر حضور اغتشاشات ن

 کيهانی خورشيد، اغتشاشات-، مسئله سه جسم محدود، نقاط لاگرانژ سيستم زمينGEOمدار  :کلیدی هایواژه
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ABSTRACT 
In this paper, a LEO to GEO transfer orbit is presented using the invariant dynamics of the Restricted Three Body 
Problem (RTBP) and the Lagrangian equilibrium points of the Earth-Sun system in the presence of disturbances. 
After launching the spacecraft to the LEO, its incidence angle is at least equal to the latitude of the launch site, so to 
transfer it to the GEO, it should be able to bring the spacecraft circle to zero with a large amount of energy. Here, 
with the help of the dynamics of the Lagrangian points, a method is proposed that minimizes the energy generated 
by the change in the incidence angle. For that purpose, the problem is divided into three parts. In the first stage, the 
appropriate initial conditions are obtained in GEO, which reaches the L1 point after the set time. The second phase 
is similar to the first one, with the difference that the initial conditions in the LEO are obtained in the form of 
forward transfer from L1. Finally, the Hallo orbit around L1 is used to connect two trajectories to achieve the 
integrated transfer orbit. In the following, the disturbances model is also added to the motion equations of the 
problem of three finite objects, in order to evaluate its effect on the results. The simulation results show that the 
impulse required by this method for inclination orbit greater than 29 degrees, even in the presence of disturbances, 
is better than the Hohmann transfer method. 

Keywords: Geostationary Orbit, Three Body Problem, Lagrangian Points of Sun-Earth System, Celestial 

Perturbation. 
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 مقدمه -1

نقاطی در فضا هستند که برآیند نيروهای  ینقاط لاگرانژ

بزرگ مانند زمين و خورشيد یا زمين و ماه  رمگرانشی دو ج

مانند  تری کوچكم سوم و بسيار ربا نيروی گریز از مرکز ج

نقاط ثابت و نيروها  کنش برهم. این کند میفضاپيماها برابری 

ار تواند در آنجا قر کنند که فضاپيما می پایداری را ایجاد می

 مشاهده را انجام دهد. مأموریتگيرد و 

-سيستم زمين محدود در مرسه جمسئله  بر اساس

دارد در اطراف آن وجود  یلاگرانژ  ، پنج نقطهخورشيد

ميان  L1. اولين نقطه لاگرانژ موسوم به (5 شكلمطابق )

 یلیمایك ميليون   ين و خورشيد واقع است و در فاصلهزم

که  آنجااز زمين قرار دارد. از  یك و نيم ميليون کيلومتر()

دهد از آن  ارائه می این نقطه دید مناسبی نسبت به خورشيد

خورشيد و مشاهدات جوی اعماق فضا استفاده   برای مطالعه

)یك و نيم  یك ميليون مایلی  نيز در فاصله L2.گردد می

زمين اما در جهت مخالف خورشيد قرار  ميليون کيلومتر(

قرار دارد فضاپيما قادر  زمينکه پشت به دارد. در این نقطه 

 L3 خواهد بود مشاهدات مناسبی از اعماق فضا انجام دهد.

در پشت خورشيد و در مقابل زمين قرار دارد. در حال حاضر 

ای برای این نقطه نيافته است،  استفاده ،مطالعات علمی

 L5و  L4گرچه در داستان های علمی کاربرد فراوانی دارد. 

طبق تعبير آژانس فضایی اروپا مانند توپی در یك قدح 

شصت درجه نسبت   پایدار هستند. این نقاط با زاویهبزرگ 

قرار دارند. به  ها آنبه خط واصل زمين و خورشيد و ميان 

و اشياء فضایی تمایل  ها سيارکخاطر پایداری در این نقاط، 

 1ها دارند. در شكل  زیادی برای رسيدن به این مكان

 L3 و L1 ،L2موقعيت نقاط لاگرانژ نشان داده شده است.

همگی ناپایدارند و اگر برای فضاپيمایی که در این نقاط قرار 

، مانور تصحيح انجام نشود هر اغتشاش کوچكی با گيرد می

نقاط  چنين هم کند. ذشت زمان، انحراف زیادی ایجاد میگ

L4  وL5 مدارهایی که حول [5] دارندیپا، در تمامی جهات .

مدار . نامند میگردند را مدار هاله  نقاط لاگرانژ تشكيل می

در مجاورت نقاط لاگرانژ  بعدی سههاله یك مدار پریودیك و 

L1 ،L2 و L3 باشد میم محدود در مبحث مسئله سه جس .

های دو سياره و  جاذبه  پيچيده کنش برهم  این مدار نتيجه

رکز بر روی یك فضاپيماست. نيروی کوریوليس و گریز از م

مسير دایروی  صورت بهله گرچه فضاپيما در یك مدار ها

د اما از لحاظ تئوری فقط کن لاگرانژ حرکت می  حول نقطه

پایدار لاگرانژ وجود دارد که به آن نيروی جاذبه   یك نقطه

فضاپيما با حرکت در نزدیكی نقطه  بنابراین،شود،  وارد نمی

. به دليل دارا [1کند ] لاگرانژ، یك مسير تكراری را طی می

تعادلی، استفاده از نقاط لاگرانژ در انجام  های ویژگیبودن 

توان  های فضایی مورد توجه قرار گرفته است که می مأموریت

و  9، پلانك1، جنسيس5به قرارگيری فضاپيماهای سوهو

در این نقاط اشاره نمود.  4جيمز وب تلسكوپ فضایی

های فضایی با استفاده  چنين ارزان و آسان بودن مأموریت هم

د. باش ایای نقاط تعادلی لاگرانژ میاز این نقاط، از دیگر مز

GEO کلی برای انتقال به  طور به
از مانور هوهمان استفاده 1

کل مورد نياز جهت    شود. با استفاده از این انتقال،  می

LEO انتقال از 
با توجه به زوایای ميل مدار اوليه GEO به 6

باشد. هدف از این  می         تا          در حدود 

 جهت پرواز از  هزینه کممقاله پيدا نمودن مسيرهای انتقالی 

LEO  به GEO با استفاده از نقاط لاگرانژ مسئله سه جسم

 باشد.  محدود می

  جهت انتقال از  هزینه کمتاکنون برای پيدا نمودن مسيرهای 

LEO  بهGEOهای زیادی انجام گرفته  ، تحقيقات و پژوهش

با استفاده از  [9همكاران ]بارابس و  1056است. در سال 

ارتباط مانيفولدهای پایدار و مدارهای پریودیك حول نقاط 

 LEOجهت انتقال از  مسيرهای پروازی ای از لاگرانژ، دسته

اند. در این مقاله که ارتفاعات مختلف  پيدا نموده GEOبه 

LEO  را برای شروع انتقال در نظر گرفته است، مسيرهای

 L1تا مجاورت نقطه  1و رو به عقب 7پروازی رو به جلو

شود و سپس مسيرهایی که ثابت ژاکوبی  آورده می دست به

برابر باشد با استفاده از دو مانور کوچك به یكدیگر  ها آن

گردند. در پایان مقاله به این مطلب اشاره شده  متصل می

 94/4     مورد نياز جهت این انتقال برابر با    است که 

ای به زاویه  باشد که از مانور هوهمان کمتر است، اما اشاره می

گر تأثير های دی ننموده که طبق تمامی پژوهش LEOميل 

 مورد نياز دارد.   بسزایی در نتيجه 

 
1- SOHO 

2- Genesis  

3- Plank 

4- JWST 
5 - Geostationary Orbit 

6- Low Earth Orbit 

7- Forward 

8- Backward 
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[ به مسئله مسير انتقال با استفاده از 55در مقاله ]

خورشيد پرداخته شده و اثبات شده که -سيستم زمين

، مسير انتقال با L1استفاده از منيفولدهای نقطه لاگرانژی 

مصرف سوخت کمتر و زمان پروازی کوتاهتری را به نسبت 

 .نماید میارائه  L2نقطه 

توسط  1001پژوهشی مشابه با مقاله بارابس در سال 

انجام گرفته است. در این پژوهش مسيرهای  [4]هررا 

 یانتقالی با استفاده از مدارهای لياپانف حول نقاط لاگرانژ

گردند که با  مسئله سه جسم محدود به یكدیگر متصل می

و  LEOال از مورد نياز جهت انتق   استفاده از این روش، 

GEO  3/5     به مجاورت نقطه لاگرانژ به ترتيب برابر با 

آمده است که در حالت دوم،  دست به 5/1     و 

مسيرهای پروازی رو به عقب هستند. در این روش 

گرفته  کل انتقال بين شش تا هشت ماه در نظر زمان مدت

مزبور  قيکه وجود اغتشاشات در تحق هرچند شده است.

 گرفته شده است.  دهیناد

 درمقالات مشابه،  ریمقاله با سا نیا یاساس زیتما وجه

 ريتأث تواند میکه  باشد می یهانينظر گرفتن اغتشاشات ک

 عنوان بهدر حرکت ماهواره داشته باشد.  ای ملاحظهقابل 

[، 50] شانیعدنان و دوستان ا یآقا 1059نمونه، در سال 

 دياغتشاشات اعم از جاذبه خورش ريبه مطالعه تأث ای مقالهدر 

ماهواره با  یدرگ و... بر رو ن،يزم یاثر پخ نيو ماه و همچن

 نیحاصل از ا جهي، نتاند پرداخته 5استفاده از روش کوئل

 زمان یبرا آمده دست به اغتشاشات که دهدیمقاله نشان م

 یبرا و بوده یتوجه قابل مقدار مدار در حرکت ساعت كی

 .ستين کردن نظر صرف قابل  ق،يدق محاسبات انجام

باشد، در  مقاله حاضر شامل چندین بخش اصلی می

بخش نخست به معرفی مسئله سه جسم محدود و معرفی 

پرداخته شده است. پس از آن با استفاده از  ینقاط لاگرانژ

آمده از مرحله دست بهو معادلات  یدیناميك نقاط لاگرانژ

چنين  مسيرهای انتقالی رو به جلو و رو به عقب و هم ،قبل

گردند. در مرحله  محاسبه می L1مدارهای هاله حول نقطه 

مسيرهای انتقالی قابل قبول توسط مدار  سازی شبيهآخر 

هاله به یكدیگر متصل خواهند شد. سرانجام نوبت به اضافه 

باشد.  نمودن پارامترهای اغتشاشی به معادلات مسئله می

 
1- Cowell Method 

دليل آن ها اشاره شده است، به که در سایر پژوهش طور انهم

باشد لذا فضاپيما در  که زمان کل انتقال تقریباً طولانی می

بایست  می بنابراین،گيرد و  معرض اغتشاشات زیادی قرار می

های اغتشاشی را نيز لحاظ  تر شدن نتایج، ترم برای دقيق

 ده است.ش بندی جمعدر انتها، نتایج مقایسه و  نمود.

 
 خورشيد -سيستم زمين ینقاط لاگرانژ: (1شكل )

 مسئله سه جسم محدود -2

5بزرگ با جرم  یجسم اصل مسئله نیدر ا  در مكان    

 در مكان  کوچك با جرم  ی( و جسم اصل,  0)

. باشد میمسئله  نیا یایگو 2قرار دارند. شكل  (   5  )

 ستميس یبرا شود یم دهيپارامتر جاذبه نام که  پارامتر 

 برابر است با: ديخورش-نيزم
                    . 

 
 مسئله سه جسم محدود (:2) شكل

 صورت به محدود جسم سه مسئله معادلات صورت نیا در

 :شوند می نوشته ریز

(5)  ̈    ̇  
  

  
 

(1)  ̈    ̇  
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(9)  ̈  
  

  
 

 :پتانسيل گرانشی و برابراست با   ، آندر  که

(4)  (     )  
 

 
(     )  

   

  
 

 
 

  
 

 

 
 (   ) 

 :چنينهم و

(1)    √(   )        

(6)    √(     )        

  RTBPمدلشكل از مسئله سه جسم محدود،  نیا به

ها اعم از فاصله، رمدل همه پارامت نیدر ا .[7] ندیگو می

کردن  بعد بی یباشند. برا بعد بیبایست  سرعت و زمان می

 [:1شود ] میاستفاده  ریمذکور از روابط ز یپارامترها

(7)       

(1)       

(3)    
 

  
  

L باشد که برابر  ه بين مرکز جرم خورشيد و زمين میفاصل

سرعت مداری   است.يلومتر ک 501 436/5 ای 1AUبا 

 714/13 یعنی خورشيد و برابر با تر بزرگجسم 

پریود مدار اجسام اصلی در مسئله سه  T، کيلومتربرثانيه

 ثانيه. 507547/9 که برابر است با باشد میجسم محدود 

 

 نقاط لاگرانژ -3

ندارند،  یليسه جسم حل تحل  حرکت مسئله معادلات گرچه

 ینقاط تعادل تيموقع نييتع یبرا ها آنتوان از  اما می

 فیتعر ریز طیلاگرانژ با شرا ینقاط تعادل استفاده کرد.

 :[1] گردند یم

(50)  ̇   ̇   ̇               ̈   ̈   ̈          

و با در نظرر گررفتن معادلره     9تا  5با حل معادلات  بنابراین،

 : آیند می دست به ریز صورت به یتعادل  ، پنج نقطه50

(55) 
        (    [  (

  

 (     )
)

 

 
]   ) 

(51) 
        (    [  (

  

 (     )
)

 

 
]   ) 

(59) 
        (    [  

 

  
(

  

     

)]   ) 

(54) 
       (

   

 
(
     

     

)  
√ 

 
   ) 

(51) 
       (

   

 
(
     

     

)   
√ 

 
   ) 

با انجام باشد.  جرم ماه می   جرم زمين و    در این روابط
     محاسبات فوق محل پنج نقطه لاگرانژ در سيستم 

 خواهد آمد. دست بهخورشيد  - زمين

 سازی شبیهاصول  -4

یم ميمسئله را به سه مرحله تقس ،سازی شبيهانجام  یبرا
با حل معادلات مسئله سه جسم  اول مرحله در. میينما

 دايرا پ GEOدر  قبول قابل هياول طیشرا ،RTBP ایمحدود 
پس از  ها آن یقادر است به ازا مايکه فضاپ میينما یم

 L1به مجاورت نقطه  عقببه  رو صورت بهمشخص  زمان مدت
نمایيم با  دوم همان مرحله قبل را تكرار می . در مرحلهبرسد

و  LEOرا در مدار  هياول طیبار شرا نیتفاوت که ا نیا
با  زيمرحله ن نی. در آخرکنيم می دايپ جلو به رو صورت به

دو  آمده از دست بههای  پروازی ريمس هالهاستفاده از مدار 
 .میينمایمتصل م گریكدیمرحله قبل را به 

 L1به سمت نقطه GEO از  معادلات حرکتحل  -4-1

حل رو خواهيم با  در مرحله اول می گفته شدکه  طور همان
، شرایط اوليه RTBP مختصات در معادلات حرکتعقب به 

به ازای L1 به مجاورت نقطه GEO انتقال از  جهت را مناسب
را  حل معادلاتهای مختلف پيدا نمایيم. در این مرحله    
مسير  خواهيم دهيم چرا که می انجام می به عقبرو  صورت به

به سمت  L1که از مجاورت نقطه  هایی را پيدا نمایيم پروازی
 آیند. می GEOمدار 

برای مشخص نمودن موقعيت فضاپيما در یك مدار 
( یا به عبارت دیگر پيدا GEO اینجادر ) دایروی حول زمين

تنها کافی است شعاع یا پریود  GEOنمودن شرایط اوليه در 
از:  اند عبارت. این زوایا باشد موجود هیاوز به همراه سه مدار

، زاویه بين جهت  شيب مدار نسبت به صفحه دایره البروج 
تا خط گره صعودی مدار در صفحه دایره  X مثبت محور 

 بين خط گرد ساعتیه پاد و در نهایت زاو  (Z=0)البروج 
 حقيقی جغرافيایی )طول ماهواره  موقعيت بردار  تا  صعودیگره 

 (. یا 

ابتدا  RTBPبرای پيدا نمودن شرایط اوليه در مختصات 
و  مداریبایست تبدیل مختصات را بين دستگاه  می
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. [6شود ]انجام  RTBPبه  مرکز زمينو سپس از  مرکز زمين
کافی است مقدار  RTBPگاه دست بهسرانجام برای انتقال 

 .شود اضافه  به مؤلفه     

حال شرایط اوليه برای حل معادلات مسئله سه جسم 

معادلات حرکت  توان یادامه م در .باشد در اختيار می محدود

و     مپالسیکار از ا نیا یحل کرد. برا L1 یكیرا تا نزد

 از نانياطم یبرا. گردد میروزه استفاده  510حداکثر زمان 

از  ،باشد دهيرس لاگرانژ نقطه مجاورت به مايفضاپ نكهیا

استفاده  5پوانكارهموسوم به ناحيه نقطه مزبور مرزی ناحيه 

که فضاپيما  یابد حل معادلات تا جایی ادامه میلذا و  شود می

به این محدوده برسد. این محاسبات در نقاط مختلف مدار 

GEO در نظر راهای مختلف  یعنی همه  دشو انجام می 

های متفاوت را اعمال    ،و در همه این نقاط گرفته

هایی که فضاپيما به ازای  (    )نمایيم. سپس زوج  می

رسد  روز به محدوده پوانكاره می510طی کمتر از  ها آن

و سپس     برای  بتدامزبور ا. محاسبات گردد انتخاب می

 شود. انجام می ها   برای سایر 

در RTBP خورشيد در مدل  -سيستم زمين L1نقطه 
واقع است. ناحيه پوانكاره را در  (               )مكان 

در نظر  L1کيلومتری سمت چپ نقطه  400000فاصله 
معادله محدوده  RTBP. با استفاده از مدل شود گرفته می

 زیر خواهد بود: صورت بهپوانكاره 

(15)                

توان  در مسئله سه جسم محدود می ت حرکتبا حل معادلا
روز به  510در کمتر از  ها آن وسيله بهکه  (    )زوج 

 960بين صفر تا   محدوده پوانكاره رسيد را رسم نمود. 
 . شود کيلومتر بر ثانيه لحاظ می 1تا بين صفر    درجه و 

تواند به  ا میهایی که فضاپيم(    )زوج  3در شكل 

روز به محدوده پوانكاره برسد  510در کمتر از  ها آنازای 
رسم شده است. نقاط سبز رنگ معرف     برای 

 زمان مدتتوان در  می ها آنهایی است که به ازای (    )
مشخص شده به محدوده پوانكاره رسيد و نقاط قرمز متعلق 

رسند  هایی است که اصلاً به محدوده پوانكاره نمی(    )به 
روز زمان  510يدن به این محدوده به بيش از یا برای رس
 نياز دارند. 

 
1Poincare Section 

 
 .   برای  (    ) زوج :(3) شكل

توان همين محاسبات را برای دیگر  می 4مطابق شكل  حال

Ωادها نيز انجام د. 

 
 های مختلف. برای  (    ): زوج (4شكل )
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نتيجه گرفت رفتار  توان میبا مشاهده نمودارهای بالا 

های مختلف تقریباً مشابه همدیگر است و  برای  (    )

 راحتی بهحال  شوند. با این جا به جا می  تنها به اندازه 

برای رسيدن فضاپيما در مدت کمتر    توان دید کمينه  می

 1/5 تقریباً برابر است با ،روز به محدوده پوانكاره 510از 

 کيلومتربرثانيه.

هایی که فضاپيما در  پروازی ای از مسير نمونه 5در شكل 

رسد رسم شده  روز به محدوده پوانكاره می 510ز کمتر ا

 است.

 

 

 

مختلف با شرایط اوليه متفاوت  های پروازی: مسير (5شكل )

 .در حالت حل رو به عقب

زمان رسيدن فضاپيما به محدوده پوانكاره به  1در شكل 

نشان داده     های قابل قبول برای حالت (    )ازای 

شده است. در نقاط قرمز رنگ فضاپيما کمتر از ده روز، در 

نقاط آبی بين ده تا پانزده روز، در نقاط سبز بين بيست تا 

سی روز، در نقاط بنفش بين سی تا پنجاه روز، در نقاط 

بين پنجاه تا هشتاد روز، در نقاط زرد بين هشتاد  ای فيروزه

 در مدت بيش از صد و تا صد و بيست روز و در نقاط سياه

 رسد. بيست روز به محدوده پوانكاره می

 

 
 (    ).: نمودار زمانی(1) شكل

پس از این که شرایط اوليه قابل قبول برای فضاپيما جهت 

، شدپيدا L1 به مجاورت نقطه GEO حرکت رو به عقب از 

که فضاپيما به  شودهایی انتخاب (    )بایست زوج  می

ماند. برای آن  میL1 مدتی را در مجاورت نقطه  ها آنازای 

است از یك ناحيه L1 که بدانيم فضاپيما در محدوده نقطه 

 400000 . این ناحيه درشود پوانكاره دیگر استفاده می

که  شود گرفته میدر نظر L1 کيلومتری سمت راست نقطه 

 :زیر خواهد بود صورت به RTBP در مختصات

(11)                

م و محاسبات را تا نمایي بار دیگر معادلات حرکت را حل می

دهيم که فضاپيما به محدوده پوانكاره برسد.  جایی ادامه می

ی زمان مدتسپس شرایط اوليه مناسب برای این که فضاپيما 

 1گزینيم. در شكل  در این ناحيه باقی بماند را بر می

شده  های پوانكاره در مسئله سه جسم نشان داده محدوده

 است.
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در مسئله سه جسم  مرزیموقعيت نواحی  (:1) شكل

 محدود.

های  ای از مسير پروازی نهنمو 2مطابق شكل  توان میحال 

ی زمان مدتهای مختلف که (    )به ازای متفاوت 
 . ودمانند را رسم نم باقی میL1 مشخص در مجاورت نقطه 

 

 
متفاوت با شرایط های  باقی ماندن مسير پروازی: (2شكل )

 اوليه مختلف در محدوده پوانكاره.

 L1 به سمت نقطه LEOاز  حرکت معادلاتحل  -4-2
، معادلات حرکت مسئله سه جسم سازی شبيهدر مرحله دوم 

نمایيم.  حل می LEOرو به جلو و از مدار  صورت بهمحدود را 
 100در مدت حداکثر L1 هدف، رسيدن به مجاورت نقطه 

 کيلومتری از سطح زمين 511را در LEO . مدار باشد میروز 
گيریم و شرایط اوليه آن  در نظر می و با زوایای ميل متفاوت

. برای آنكه بدانيم یدآ می دست بهروش بخش قبل  ندهمان
رسيده است  L1فضاپيما چه هنگام به مجاورت نقطه تعادلی 

همچون مرحله قبل با  RTBPناحيه پوانكاره در مختصات 
. شود میگرفته در نظر                معادله

   محدوده  چنين همدرجه و  960بين صفر و    محدوده 
این . گردد لحاظ می کيلومتربرثانيه 1/9را بين صفر تا 

 .شود انجام می             محاسبات برای 

های متفاوت رسم شده  برای  (    ) زوج 3در شكل 

های مشخص (    )است که فضاپيما قادر است به ازای 
 روز به محدوده پوانكاره برسد. 100در کمتر از 

 

 

 

 های مختلف. برای  (    )زوج (: 3شكل )
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برای  (    )توان گفت رفتار  با مشاهده نمودارهای بالا می

  های مختلف تقریباً مشابه همدیگر است و فقط به اندازه  

   دید کمينه  توان می راحتی به. از طرفی شوند میجا به جا 

روز به محدوده  100برای رسيدن فضاپيما در مدت کمتر از 

 19در شكل  .            پوانكاره تقریباً برابر است با:

 100که فضاپيما در کمتر از  هایی مسير پروازیاز  ای نمونه

 رسم شده است. رسد میروز به محدوده پوانكاره 

های مختلف با شرایط  ای از مسير پروازی : نمونه(19شكل )

 .اوليه متفاوت در حالت حل رو به جلو

زمان رسيدن فضاپيما به محدوده پوانكاره به  11در شكل 

نشان داده     های قابل قبول برای حالت (    )ازای 

شده است. در نقاط آبی رنگ فضاپيما کمتر از ده روز، در 

نقاط قرمز بين ده تا بيست روز، در نقاط سبز بين بيست تا 

پنجاه روز، در نقاط بنفش بين پنجاه تا نود روز، در نقاط 

بين نود تا صد و بيست روز، در نقاط زرد بين صد  ای فيروزه

نقاط سياه در مدت بيش از و بيست تا صد و پنجاه روز و در 

 رسد. پنجاه روز به محدوده پوانكاره میصد و 

 
 (    ).نمودار زمانی  (:11شكل )

شرایط اوليه قابل  که هنگامی، GEOهمانند مرحله قبل برای 

پوانكاره توسط فضاپيما پيدا قبول برای قطع نمودن ناحيه 

که های متفاوت،   ، به ازای (    )زوج  بایست می شد

ی مشخص در مجاورت زمان مدتگردد فضاپيما  باعث می

باقی بماند را بيابيم. برای این منظور از یك ناحيه L1 نقطه

استفاده               معادله   مشابه بهپوانكاره 

که  یابد را تا جایی ادامه می RTBPو حل معادلات  شود می

ه باعث ک ای اوليهفضاپيما در ناحيه باقی بماند. سپس شرایط 

مشخص  زمان مدتماندن فضاپيما در این محدوده برای یك 

 12مطابق شكل  توان . اکنون میرددگ میانتخاب شود را  می

های مختلف که (    )های متفاوت به ازای  روازیمسير پ

مانند را  باقی میL1 ی مشخص در مجاورت نقطه زمان مدت

 رسم نمود.
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های مختلف با شرایط  پروازی: باقی ماندن مسير (12) شكل

 اوليه متفاوت در محدوده پوانكاره.

 متصل نمودن مسیرهای پروازی با استفاده از -4-3

 L1در مجاورت نقطه  مدار هاله

 دست به GEO و LEOحال که شرایط اوليه قابل قبول در 

و  رسيدهبه ناحيه پوانكاره  مشخص زمان مدتدر که  آمد

ی را در مجاورت نقطه زمان مدت ها آنهای  مسير پروازی

بایست این مسيرهای پروازی را  د، مینمان باقی می L1تعادلی 

از آنجا که . وددو مانور کوچك به یكدیگر متصل نم وسيله به

باشد،  می L1 آوردن مدارهای هاله حول نقطه دست بههدف 

 دستگاه مختصات را تغيير داد تا نقطه تعادلیکه  بهتر است

L1 مرکز دستگاه قرار گيرد. برای این تبدیل مختصات  در

شود. مرکز دستگاه جدید نقطه  [ عمل می7طبق مرجع ]

در خلاف جهت   باشد. جهت مثبت محور  میL1 تعادلی 

با   زمين( قرار دارد، جهت مثبت محور تر ) بزرگجسم 

پادساعتگرد اختلاف  صورت بهدرجه  30به اندازه   محور 

باشد که  ای گونه بهباید   جهت محور دارد و در نهایت 

را تكميل نماید. دستگاه جدید در شكل  گرد راستدستگاه 

بعد کردن پارامترهای اصلی،  رسم شده است. برای بی 13

فاصله دو جسم اصلی یعنی زمين و ماه را برابر با یك و 

 شود.  در نظر گرفته می  برابر با  L1فاصله ماه تا نقطه 

 
 .L1تعادلی : دستگاه جدید با مرکزیت نقطه (13شكل )

 

 زیر نوشت: صورت به توان میرابطه دو دستگاه را  بنابراین،

(19)    
 

 
(       ) 

(14)    
 

 
  

(11)   
 

 
  

ليندست -طبق روش پوانكاره RTBPمعادلات  ،و در نتيجه

 :[7] ندیآ میزیر در  صورت به
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(11)  ̈        

 که در این روابط:

   
 

  
[  (  ) (   ) (

 

   
)
 

] 

 باشد: زیر می صورت به فوقمعادلات  حل عمومی آنگاه

(13)  ( )     
       

     

      (      ) 

(90)  ( )   ̅    
     ̅    

     

  ̅      (      ) 

(95)  ( )       (      ) 

و دامنه( و بقيه د )باشن میاوليه مقادیر دلخواه    و    که 

 صورت به و وابسته هستند   که تنها به  پارامترهای مدل

 آیند: می دست بهزیر 

(91) 
   √     √   

     

 
 

(99) 
   √     √   

     

 
 

(94)    √   

(91) 
 ̅  

  
       

   

 

(96) 
 ̅   

  
       

   

 

و ( ̇   ̇   ̇          ) نقاط  برای هر کدام از

در  ،GEOو  LEOبه ترتيب برای  ( ̇   ̇   ̇          )

های  برای افزایش و     و      محدوده پوانكاره 

که  ای گونه بهآید  می دست بهمسير پروازی یك ،   مختلف 

معادلات  وسيله بهرا (        ) و  (        )دو موقعيت 

 نماید.  سه جسم محدود به یكدیگر متصل می مسئله

های مختلف، باید    به ازای  فوق پس از حل معادلات

بين نقاط اصلی و سرعت نقاطی که از    اختلاف سرعت

. برای محاسبه سرعت ودرا محاسبه نم همدآ دست بهمعادلات 

نسبت به  (95)و  (90)، (13)توان از معادلات  این نقاط می

برحسب    ، کمينه   . سپس برای هر گرفتزمان مشتق 

ای از  شرایط اوليهبه عبارت دیگر، ، شود انتخاب می (   )

که برای دو مانور  گزینيم را بر می GEOو  LEO  مدارهای

کمترین  ،کوچك جهت متصل نمودن مسيرهای پروازی

با انجام این  نياز داشته باشند.را    افزایش سرعت 

کل مورد نياز برای اتصال دو مسير پروازی را    محاسبات 

  توان بين پنجاه تا صد متر بر ثانيه در نظر گرفت. می

توان  می دبه اتمام رسي سازی شبيه مرحلهحال که سه 

را GEO به  LEOفضاپيما جهت انتقال از  مسير پروازی

 .ودترسيم نم 14مطابق شكل 

 
 

 

 

آمده از انتقال  دست بهاتصال مسيرهای پروازی : (14شكل )

)قرمز( و مسيرهای پروازی از انتقال  LEOرو به جلو از مدار 

 رنگ. مسيرهای آبی وسيله به)سبز( GEO رو به عقب از مدار 

 اغتشاشات -5

برا اسرتفاده از   GEO به مردار  LEO از آنجا که انتقال از مدار 

از  راحتری  بره  تروان  مری اسرت، ن  برر  زمران نقاط لاگرانژ کمری  

گررذارد  تی کرره روی حرکررت فضرراپيما تررأثير مرری  اغتشاشررا

 در این بخرش برا اضرافه نمرودن     بنابراین،نمود.  پوشی چشم

اغتشاشرات بره معرادلات حرکرت مسرئله سره جسرم         شتاب

هررای  سررازی در محاسرربات و شرربيه هررا آنمحرردود، تررأثير 

دو  اینجرا در  شرود.  قبل بررسی می های بخش آمده از دست به
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اغتشاشی که بيشترین تأثير را بر حرکت ماهواره دارد یعنری  

اغتشاشات گرانشی و اغتشاشرات تشعشرعات خورشريدی در    

. در این صورت معادلات حرکت [3-50] شوند گرفته مینظر 

 آیند: زیر در می صورت به

(91) 
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مربوط بره اغتشراش گرانشری و تررم دوم      شده اضافهترم اول 

باشرد. در ایرن    خورشيدی مری وط به اغتشاش تشعشعات مرب

   فاصرله مراهواره از مرکرز زمرين،       شعاع زمرين،  R روابط 

 .باشد می 00501169/0و برابر با   5ضریب جفری

پس از بازنویسی معادلات حرکت در مسرئله سره جسرم    

فصل قبل برای معرادلات   سازی شبيهمحدود، دو مرحله اول 

 شود باشند تكرار می اغتشاشی می های ترمکه همراه با  جدید

به مجاورت نقطه GEO یعنی معادلات حرکت برای انتقال از 

L1 چنين برای انتقال از و هم LEO نقطه به مجاورت L1 حل

های بخش قبرل   سازی آمده با شبيه دست بهتا نتایج  شوند می

هرای اغتشاشری انجرام گرفرت مقایسره       که بدون حضور تررم 

د توانر  میهایی که فضاپيما (    )زوج  15. در شكل گردند

  روز و در حضور اغتشاشات از 510در کمتر از  ها آنبه ازای 

GEO  هرای متفراوت رسرم     به محدوده پوانكاره برسد برای

و LEO نيز نماینگر انتقال رو به جلرو از   11شده است. شكل 

از کره   طرور  همران باشرد.   روز می 100حداکثر  زمان مدتدر 

بررای رسرريدن برره محرردوده     نمودارهرا پيداسررت کمينرره  

پوانكاره برای هر دو انتقال رو به جلو و رو به عقب به ميرزان  

 زمرران چنررين هررمفررزایش یافترره اسررت.  10  ⁄  تقریبرری 

ره بين دو تا هشت درصرد افرزایش   رسيدن به محدوده پوانكا

 یابد. می

 
1Jeffrey 

 
در حضور اغتشاشات در حالت  (    )زوج  :(15) شكل

 حل رو به عقب.
 

 

 
ت لدر حضور اغتشاشات در حا (    )زوج  (:11شكل )

 حل رو به جلو.
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به  GEOانتقال به نتایج عددی  1ل جدودر همچنين 

های هوهمان و با استفاده از نقاط لاگرانژ مقایسه شده  روش

 است. 

کمك نقاط  مقایسه انتقال هوهمان با انتقال به: (1) جدول

 لاگرانژ

      (
  

 
)          (

  

 
)    

40/4- 91/4 05/4 50 
40/4- 91/4 01/4 51 
40/4- 91/4 56/4 10 
40/4- 91/4 94/4 13 
40/4- 91/4 15/4 91 
40/4- 91/4 61/4 41 

 گیری نتیجه -1

های نقاط تعالی مسئله سه  از ویژگی در پژوهش حاضر،
خورشيد استفاده شد تا بتوان -جسم محدود سيستم زمين

 بهبود یافتهیك مسير پروازی  GEOبه  LEOاز برای انتقال 
مسئله به سه برای این منظور،  .نمود استخراجاز لحاظ انرژی 

برای RTBP در مرحله اول معادلات  مرحله تقسيم شد که
حل L1 به مجاورت نقطه تعادلی  GEO انتقال رو به عقب از

آید. در  دست بهمورد نياز جهت این انتقال    گردید تا 
مرحله دوم مجدداً مرحله قبل صورت گرفت با این تفاوت که 

بررسی و  L1به مجاورت نقطه تعادلی LEO این بار انتقال از 
مورد نياز جهت انجام این انتقال محاسبه گردید. در    

مرحله پایانی نيز با استفاده از مدارهای پریودیك حول نقطه 
L1آمده  دست بهمسيرهای پروازی  ،، به ازای دو مانور کوچك
برای        بنابراین،مراحل قبل به یكدیگر متصل گردید.  از

مرحله مذکور  های سه مالساز مجموع ایپGEO انتقال به 
برای       که مشاهده گردید  گونه همانآید.  می دست به

صد و هشتاد و پنج کيلومتری به  LEOانتقال از یك مدار 
GEO  دست به 4/4 ⁄   تا  91/4 ⁄   تقریباً در حدود 

آمد. محاسبات برای مدارهای دایروی استوایی صورت گرفت 
چنين ارتفاع این مدار را و هم LEOتوان زاویه ميل  اما می

آمده را با یكدیگر مقایسه نمود.  دست بهتغيير داد تا نتایج 
      افزایش یابد،   LEOکه هر چه ارتفاع مدار  دیده شد

درجه باشد  13یابد. اگر تغيير زاویه ميل بيش از  کاهش می
عمل روش استفاده از نقاط لاگرانژ بهتر از انتقال هوهمان 

پرتاب موشك  های پایگاهکه بسياری از  آنجااز  .خواهد کرد
 بنابراین،دارند  در عرض جغرافيایی بالایی قرار بر ماهواره

بهتر  پيشنهادیهای پرتاب، استفاده از روش  برای این پایگاه

را نيز  یزمان پرواز ادیز یليخ شیافزا البته و خواهد بود
 یپارامتر در طراح نیا که درصورتیکه  شود میموجب 
د توان میباشد روش فوق ن یت داشتهمحدود مأموریت

حضور اغتشاشات که در نهایت مشاهده شد  پاسخگو باشد.
به ایمپالس  500 ⁄  در حدود GEO به LEO در انتقال از 

ر افزایش زمان افزاید و تأثير دو تا هفت درصدی ب کل می
انتقال خواهد داشت و لذا این مسئله بایستی در طراحی 

 پيشرانش فضاپيما دیده شود.سيستم 
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