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با لايه FGM اجباری تير چرخان از جنس آزاد و ارتعاشات 

 با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول پيزوالکتريک

 2و محمد سعید جعفری 1علی اصغر جعفری
 دانشكده مهندسی مكانيك

 دانشگاه خواجه نصيرالدین طوسی 
 (22/22/1931تاریخ پذیرش:  ؛ 11/11/1931)تاریخ دریافت:         

 چکيده
با لایه پيزوالكتریك با شرایط مرزی یكسرگيردار و برر اسراس ترروری ترييرر      FGMتير چرخان از جنس و اجباری در این مقاله، ارتعاشات آزاد 

ریتز و به کمك  -و به کار بردن روش ریلی سازههای جنبشی و پتانسيل شكل برشی مرتبه اول مورد بررسی قرار گرفته است. با محاسبه انرژی

و یرا اارافه شردن یرك لایره       ایحضور سرعت زاویره با های طبيعی محاسبه شده است. نتایج نشان داده است که  ی چبيشف، فرکانسها سری

افزایش شرعاع هرا    نيز ملاحظه شد که ازدیاد ولتاژ اعمالی به لایه پيزوالكتریك و همچنين  .یابدافزایش میفرکانس طبيعی تير پيزوالكتریك 

طبيعی گردیده است. از طرف دیگر پاسخ دیناميكی تير در اثر شرایط اوليه جابجایی و سرعت بررسی شده اسرت. نترایج   باعث افزایش فرکانس 

ای و اثر نيروهای هارمونيرك، پلره  اجباری  در بخش ارتعاش داشته است. Abaqusافزار حاصل تطابق خوبی با نتایج حاصل از مرجع معتبر و نرم

، تریرك كلایه پيزوال ولتاژهمچنين افزایش و  تير ایسرعت زاویهبا افزایش که شده است. نتایج نشان داده است بررسی روی خيز تير شبه اربه 

 .یابدکاهش می با لایه پيزوالكتریك FGMتير دامنه ارتعاشات 

 انس طبيعی، لایه پيزوالكتریك، تروری برشی مرتبه اول، فرکFGMارتعاشات آزاد و اجباری، تير چرخان،  های کليدی:واژه
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ABSTRACT 

The free and forced vibration of rotating FGM beam with piezoelectric layer using first order shear deformation 

theory and fixed-free boundary condition have been studied in this article. Rayleigh-Ritz method with Chebyshev 

series are applied to find the natural frequencies. The results showed the natural frequencies are increased as a 

result of increasing angular velocity or adding piezoelectric layer. More increasing the natural frequencies are 

caused by applying the voltage on piezoelectric layer or by increasing hub radius. Moreover, the dynamic response 

of the beam cause by initial conditions is studied. The frequency of the dynamic response was very near to the first 

natural frequency of the beam. The results had a good agreement with known reference and Abaqus software 

results. Also, the influence of harmonic, step and impulse force on forced vibration of the beam has been studied. 

Decreasing the vibration amplitude of the beam is caused by applying angular velocity and piezoelectric voltage. 
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 مقدمه -1

 ،باشرند  پذیر که دارای حرکت دورانی می ساختارهای انعطاف

هرای   های هليكروپتر، تروربين   در بسياری از صنایع مانند پره

هرا و صرفحات    های فضایی ماننرد آنرتن مراهواره   زهگازی، سا

هرا و بررسری    سرازه يدی کاربرد دارند و لذا تحليل این خورش

باشد. در واقع امروزه نياز  ها اروری می های مودال آن ویژگی

ها بيشتر از گذشرته   های مودال این سيستم به تحليل ویژگی

هایی با وزن کرم   شده است زیرا مهندسان به طراحی ساختار

کره  شرود   اند و کم شدن وزن ساختار سرب  مری   روی آورده

ازای تحریرك کروچكی   ها پاسخ دیناميكی بزرگی بره  سيستم

پرذیر   های مرودال سراختارهای انعطراف    داشته باشند. ویژگی

طرور قابرل   به گيرند که تحت حرکت دورانی قرار میهنگامی

توان به تيرر یرك    طور مثال میکنند. بهای تريير می ملاحظه

رار سر گيردار اشاره نمود که وقتی تحت حرکرت دورانری قر   

گيرررد برره علررت نيررروی مرکزگرررا و ترييررر سررختی آن،  مرری

کنند که به این پدیده اثر سرختی   های آن تريير می فرکانس

 .شود دورانی ناشی از سرعت دورانی گفته می

 تحقيقات مختلف، صنایع در هاتير فراوان کاربرد دليل به

 6121در سرال   ها انجام شده است. ارتعاش آن روی وسيعی

هرای تيرر    صورت تحليلری فرکرانس  [ به6گوگ ]ساوتسول و 

دست ه[ برای ب2چی هانسل ] دست آوردند. سیهچرخان را ب

تررر، معادلرره  صررورت دقيررقهررای طبيعرری برره آوردن فرکرانس 

دیفرانسيل جزیی که ارتعاشات خمشی تير را مورد نظر قررار  

[ 9دسرت آورد. یرو و شرين ]   هریتز ب-داشت را به روش ریلی

ر یكسرگيردار چرخان با در نظرر گررفتن   معادلات حرکت تي

 به کمرك روش انررژی  را اثر همزمان کشيدگی و خمش تير 

و حل نمودند. نتایج نشان داده است کره ایرن    هآورد  دستهب

عوامل اثر زیادی روی فرکانس طبيعری دارد. لرين و هيسراو    

ول را [ ارتعاش تير چرخان بر اساس تروری برشی مرتبه ا1]

محاسبه کردند. همچنين تاثير تريير ری پاور با استفاده از س

های طبيعی را مرورد بررسری قررار     شعاع ها  روی فرکانس

[ ارتعراش تيرر چرخران برا زاویره      5دادند. چوی و همكاران ]

پرريچش اوليرره از جررنس کامووزیررت و کنترررل بررا لایرره      

پيزوالكتریك را به روش المران محردود محاسربه نمودنرد و     

ویه پيچش اوليه، موج  تريير پاسخ نشان دادند که تريير زا

[ ارتعاش 1زاده و همكاران ]شود. زرین و فرکانس طبيعی می

را مورد بررسری   FGMتير چرخان مخروطی شكل از جنس 

شرر  مررزی مختلرف و برا      1قرار دادند. این تحقيرق بررای   

استفاده از روش المان محدود انجام گرفته اسرت. همچنرين   

   را بر فرکرانس طبيعری را نيرز   اثر جرم متمرکز و شعاع ها

[ ارتعاشرات آزاد و  7آبرادی ] فرت  مورد مطالعه قررار دادنرد.   

هرای پيزوالكتریرك را برر     با لایه FGMاجباری تير از جنس 

مبنای تروری برشی مرتبه اول مورد بررسی قرار داد. وی اثر 

اری  لاغری، اری  بهره، اخامت لایه و پيزوالكتریك برر  

را تحقيق نمرود. فانرو و ژو ارتعراش آزاد    روی فرکانس پایه 

در راستای محوری را با استفاده  FGMتير چرخان از جنس 

[ مرورد بررسری   1و چبيشرف ریترز ]   [8از روش ریلی ریتز ]

شرایط مرزی مورد بررسری   1ها نتایج را برای  قرار دادند. آن

[ ارتعرراش آزاد تيررر 61قرررار دادنررد. اکسنسررر و آیدوگرردو ] 

های کلاسيك و  کامووزیت بر اساس تروریچرخان از جنس 

برشی مرتبه اول و با استفاده از روش ریتز مورد بررسی قرار 

ارتعاشرات آزاد و اجبراری تيرر    [ 66] ژیانرو و یانرو   دادند.

با در نظر گرفتن انتقال حرارت را  FGMتيموشنكو از جنس 

اجبراری  ارتعاش [ 62] سيمسك و کوکاترکتحليل نمودند. 

بار متمرکز متحررک هارمونيرك را بررسری     تحت FGMتير 

ارتعراش اجبراری تيرر از    [ 69] جعفرری و همكراران   نمودند.

تحت تراثير برار متحررک برا اسرتفاده از روش       FGMجنس 

را مرورد بررسری قررار دادنرد و تراثير      DQM ترکيبی ریتز و 

های مختلرف و اینرسری برار متحررک را روی پاسرخ       سرعت

 د.سيستم مورد مطالعه قرار دادن

تيررر چرخرران از آزاد ارتعاشررات در ابترردا مقالرره،  در ایررن

بررا لایرره پيزوالكتریررك بررا شرررایط مرررزی     FGMجررنس 

 یكسرگيردار و بر اساس تروری تريير شكل برشی مرتبره اول 

در بخرش ارتعراش    سروس مورد بررسی قررار گرفتره اسرت.    

هرای هارمونيرك، پلره،    ورودی یازابه سازهاجباری نيز پاسخ 

مورد بررسی قررار گرفتره اسرت. نروآوری و     رک اربه و متح

مرورد   چهرار های مشابه در وجه تمایز بين این مقاله و مقاله

 شود:بيان می

  مادهFGM رفته در تير چرخان در جهت کارهب

 .کنداخامت تريير می

  قرار دادن لایه پيزوالكتریك روی تير چرخان و

و پاسخ بررسی تاثيری که روی فرکانس طبيعی 

 گذارد.می سازه

  پاسخ دیناميكی ارتعاش آزاد تير مورد بررسی در

 اثر شرایط اوليه جابجایی و سرعت.
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  چرخان پاسخ دیناميكی ارتعاش اجباری تير    

 های مختلف.ورودی یازابه

های فیزیکی و ریاضیی و اسیرارا    ارائه مدل -2

 معادلات

 ، یك تير یكسرگيردار چرخان با لایه پيزوالكتریك برا 1شكل 

 دهد. را نشان می Rشعاع ها  

رابطه کلی تنش و کرنش بر اساس قانون هوک برای یك  

  باشد: ( می6صورت رابطه )ماده ناهمسانگرد به

(6) 
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باشند کره طبرق قرانون     سيته ماده میارای  الاستي    

در معرادلات تيرر    سرازند.  هوک تنش را به کرنش مربو  می

ε)    تيموشنكو، کرنش در راستای
  

( و کررنش برشری در   

γ)   صفحه 
  

هرا   شرود و بقيره تانسرور    ( در نظر گرفته می

 شود: صفر فرض می

(2)                      𝛾  
 

آمرده در  دستهر حس  جابجایی بحال از روابط کرنش ب

شرده برر اسراس ترروری     برای تير چرخان مدل[ 61]مرجع 

 شود: برشی مرتبه اول، استفاده می

(9)   
  

   ́    ́  
( ́) 

 
     𝛾

  
  ́     

جابجایی    فاصله هر نقطه از لایه ميانی،    ،که در آن

  جابجایی در راسرتای خمرش تيرر و      طولی لایه ميانی، 

  ́ و ́ ، ́  باشرد. همچنرين    چرخش در اثر خمش تيرر مری  

 باشند.می xمشقات پارامترهای مذکور نسبت به 

 (1) صرورت رابطره  را طبق روابط الاستيسرته بره      ارای  

 توان نوشت: می

(1)        
 ( )

   ( ) 
          

 ( )

 (   ( ))
 

دول الاستيسيته و اری  در روابط فوق به ترتي  م  و   

ها در  است که ترييرات آن FGM تير از جنسپواسون 

شود که توزیع جزء  باشد. فرض می )اخامت( می  راستای 

    2از نوع توزیع توانی و مرتبه آن  FGMحجمی ماده 

 باشد:

(5)  
 ( )    (     ) (

 

 
 

 

 
)
 

    

  ( )    (     ) (
 

 
 

 

 
)
 

    

 cو  mباشد. در این مقاله زیروند اخامت تير می ، پارامتر 

به ترتي  نماد فلز )آلومينيوم( و سراميك )زیرکنيوم اکسيد( 

 باشد: می

 بررای جرنس    و   هماننرد رابطره   ( ) الی همچنين چگر 

FGM شود.تعریف می 

 [11] محاسبه انرژی پرانسیل -2-1

نسيل برای تير چرخان تيموشنكو     رابطه کلی انرژی پتا

 باشد: می( 1) صورت رابطهبه

(1) 
  

 

 
∫   ( ́)

 
 

 

   
 

 
∫  ( ́) 

 

 

  

 
 

 
∫  (  ́  )   

 

 

 

 شود:صورت تعریف میبه این  و     ،که در رابطه فوق

(7)    ∫    ( 
 )  

 
 

 
 
 

       ∫  

 
 

 
 
 

      

 نيز اری  تصحي  تنش برشی است.  

باشد که در اثر  می مرکزگریز از نيروی ( )  همچنين 

 وجود آمده است:هب  ای  چرخش تير با سرعت زاویه

(8)  

 ( )  ∫    
 (   )  

 

 

 

   ∫  ( )  

 
 

 
 
 

 

 [11]محاسبه انرژی جنبشی  -2-2

نبشی برای تير چرخان تيموشنكو     رابطه کلی انرژی ج

 باشد: می (1) صورت رابطهبه

 
 

 .تير یكسرگيردار چرخان با لایه پيزوالكتریك: (1شکل )
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(1)    
 

 
∫ ( ⃗  ⃗)   

 

 

 
 

 
∫    ( ̇)

 
 

 

 

                      
 ( )    ( ̇)     

بردار سرعت و چگالی به ترتي    و  ⃗⃗  ،که در رابطه فوق

 شود: صورت تعریف میاینبه    و    باشد. همچنين می

(61)  (     )  ∫  ( )(    )  

 
 

 
 
 

 

 پیزوالکرریک  اکم بر لایهروابط ح -2-9

  الكتریكی برای لایه  و جابجایی  فرم اندیسی تنش

( 66) هایهصورت رابطرفته در تير بهکارپيزوالكتریك به

 :[7] باشدمی

(66)   
  

    
     

          
                

 

σ (66) هایرابطهکه در 
  

مؤلفه   ε تنش،   مؤلفه 

تانسور الاستيسيته     شدت ميدان الكتریكی،     کرنش،

ثابت     مواد پيزوالكتریك در یك ميدان الكتریكی ثابت،

جابجایی    الكتریك و  ثابت دی    کرنش پيزوالكتریك، 

 باشد. الكتریكی می

 پیزوالکرریک  همحاسبه انرژی پرانسیل لای -2-9-1

برر انررژی پتانسريل مكرانيكی     برای لایه پيزوالكتریك عرلاوه 

نيررز بایررد در نظررر  (  )، انرررژی پتانسرريل الكتریكرری (  )

 [:65] ریفاتع این توجه به بالذا  گرفته شود.

(62)         

صورت رابطه کلی انرژی پتانسيل لایه پيزوالكتریك به

 باشد: می (69)رابطه 

(69) 

  
 

 
∭({ } { })

 

 

  

 
 

 
∭({ } { })

 

 

    

 
 

 
∭(      )

 

 

   
 

 
∭(    )

 

 

   

این ، شدت ميدان الكتریكی است و رابطه کلی آن به   

 :[7] شود صورت تعریف می

(61)     
  

  
 

باشرد.   توزیع پتانسيل الكتریكی می   ،که در رابطه فوق

توان فرض کررد کره    ، ابتدا می  دست آوردن رابطه هبرای ب

رت یرك ترابع   صرو توزیع پتانسيل الكتریكی درون عملگر بره 

 آورده شده است: (65)باشد که در رابطه  [61]مرتبه اول 

(65)          

کره در عملگرر وجرود اخرتلاف پتانسريل      با توجه به این

الزامی است، لذا شرایط مرزی الكتریكی زیر برای آن در نظر 

 شود: گرفته می

(61) 
             

 

 
 

                 
 

 
 

نيرز ارخامت      ولتاژ اعمالی خرارجی و      در آن که

در  (61)لایه پيزوالكتریك است. حال با اعمال شرایط مرزی 

بره    گرردد و  محاسربه مری     و    ، مقرادیر  (65)رابطه 

 شود: حاصل می (67)صورت رابطه 

(67)     
  

 
 (

  

  
)          

  

  
 

 (68) رابطه صورتبه مكانيكی پتانسيل انرژی رابطه

 :باشد می

(68)  

   ∭
(      )

 

 

 

   

            ∭
(            )(   )

 

 

 

   

صورت رابطه به   سازی آن، در نهایت که با ساده

 شود: بازنویسی می( 61)

(61) 
   

 

 
∫  ́ ( ́)

 
 

 

   
 

 
∫  ́( ́) 

 

 

   

             
 

 
∫ ∫ (     )( ́) 

 

 

 

 

     

 شود:صورت تعریف میبه این  ́  ،که در رابطه فوق

(21)   ́  ∫    
     

    

 
 
   

 
 

 

باشد که در اثرر   میگریز از مرکز نيروی ( )́  همچنين 

وجود آمده است و رابطه هب  ای  چرخش تير با سرعت زاویه

 شود: تعریف می (26)رابطه صورت آن به

(26)  

 ́( )  ∫  ́  
 (   )  

 

 

    

 ́  ∫       ( )  
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   چگرالی لایره پيزوالكتریرك             (26) که در رابطه

صورت رابطره  انرژی پتانسيل الكتریكی بههمچنين باشد. می

 باشد: می (22)

(22)  

   ∭
(    )

 

 

 

   

          ∭
(            )(  )

 

 

 

   

   انرژی پتانسيل الكتریكی  ،سازی رابطه فوقحال با ساده

 شود. بازنویسی می (29)صورت رابطه به

(29)     
 

 
∫ ∫ (     )( ́)     

 

 

 

 

 

دست  هدر نهایت انرژی پتانسيل لایه پيزوالكتریك ب

 آید: می

(21)  

             

          
 

 
∫  ́ ( ́)

 
 

 

   
 

 
∫  ́( ́) 

 

 

   

          
 

 
∫ ∫ (     )( ́) 

 

 

 

 

     

 پیزوالکرریک  محاسبه انرژی جنبشی لایه -2-9-2

برای محاسبه انرژی جنبشی لایه پيزوالكتریك، مشابه آنچره  

شرود. رابطره کلری     فته شد، عمل مری گ FGMکه برای تير 

 :[61]باشد می (25)رابطه انرژی جنبشی به صورت 

(25)        
 

 
∫  ́ ( ̇)

 
  ́  

 ( ) 
 

 

  ́ ( ̇)         

 (21)رابطره  بره صرورت     ́ و   ́ که در رابطه مرذکور،  

 شود: تعریف می

(21) ( ́   ́ )  ∫        (    )  

 
 
   

 
 

 

انرژی پرانسیل و جنبشی یک تیر چرخان از  -2-1

 با لایه پیزوالکرریک FGM جنس

در نهایت برای محاسبه انرژی پتانسيل و جنبشری یرك تيرر    

با لایه پيزوالكتریك، بایستی انررژی   FGMچرخان از جنس 

و انرژی پتانسريل و جنبشری    FGMجنبشی تير  پتانسيل و

 :لایه پيزوالكتریك را با هم جمع نمود

(27)               
              

 ارتعاشات آزاد -9

های طبيعی و پاسخ سازه به ازای در این بخش فرکانس

 شود.میشرایط اوليه برای سازه مورد نظر به ترتي  آورده 

  های طبیعیمحاسبه فرکانس -9-1

ابتدا با استفاده از تفكيك متريرها مجهولات مسرله یعنی 

 شود: بيان می (28)رابطه صورت ، به(   ) و  (   ) 

(28) 
 (   )   ̅( )      

 (   )   ̅( )      

فرکرانس     مردها و  شركل   ( )̅ و  ( )̅  در آن، که

رابطره   صرورت بره  𝛱باشد. سوس تابع فانكشرنال   طبيعی می

 شود: تعریف می (21)

(21) 
𝛱            

 (           )
   

 

                                (           )    

انرژی پتانسيل و  بيشينهبه ترتي       و      

 باشد. انرژی جنبشی می بيشينه

 هرایی  صورت سرری به ( )̅ و  ( )̅ حال شكل مدهای 

 :[8] شود مفروض میمعروف به سری چبيشف 

(91) 
 ̅( )    ( )∑    ( ) 

 

   

 

 ̅( )    ( )∑    ( )

 

   

 

تعداد   ارای  مجهول شكل مد و    و     ،که در آن

 جملات فرض شده هستند.

مربررو  برره شرررایط مرررزی  ( )  و  ( )  همچنررين 

باشررد کرره برررای شرررایط مررزری یكسرررگيردار  مختلررف مرری

 باشد:می (96)رابطه  صورت به

(96)   ( )    ( )    

تعریف  (92)صورت رابطه هم به ( )  از طرف دیگر 

 شود: می

(92)   ( )     [(   )       ( 
 

 
  )]   

                  

 𝛱در رابطره   ( )̅ و  ( )̅ هرای چبيشرف    حال سری

شود. روش حل ارتعاش آزاد، اسرتفاده از روش   جایگذاری می

سرازی )مشرتق   کرار آن بهينره  باشد که اساس  ریلی ریتز می

   و    نسبت به ارای  شكل مد  𝛱نسبی( تابع فانكشنال 
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نسربت   𝛱 است. برای این کار بایستی مشتق تابع فانكشنال 

کره در نهایرت   د محاسربه شرو     و    به ارای  شكل مرد  

 شود: معادله حاصل می 2 تعداد 

(99) 
 𝛱

   
         

 𝛱

   
         (         )  

فررم  معادلره(،   2 آمرده ) دستهمعادلات ببا استفاده از 

 شود: تشكيل می (91)صورت رابطه بهماتریسی معادلات 

(91) [

             

             

    

    
    

       

]

{
 
 
 

 
 
 

  

  

 

  

  

  

 

  }
 
 
 

 
 
 

 { ⃗} 

  (95)رابطره  توان به فرم کلی  که ماتریس فوق را نيز می

 :بيان کرد

(95) (      
    ) {

{ }

{ }
}  {

{ }

{ }
} 

   مراتریس جرمری و       ماتریس سرختی،      که 

ل برا صرفر قررار دادن    باشد. حرا  فرکانس طبيعی سيستم می

، معادلره فرکانسری   (95)دترمينان ماتریس اررای  معادلره   

 شود: حاصل می 1 درجه 

(91)     (      
    )    

هرای   و در نهایت برا حرل معادلره فرکانسری فروق، فرکرانس      

 آید. دست میه(، ب  طبيعی سيستم )

 رایط اولیهش یازابه سازهپاسخ ارتعاشات آزاد  -9-2

در این بخش پاسخ ارتعاش آزاد تير یكسرگيردار چرخران برا   

شرایط اوليه مختلف مرورد بررسری    یازالایه پيزوالكتریك به

 گيرد.قرار می

 (   ) و  (   ) مودال ابتدا تحليل براساس روش 

 شود: فرض می  (98)و  (97)های  به صورت سری

(97) 
 (   )  ∑ ̅ ( )  ( )

 

   

 

                ̅     ̅       ̅    
 

(98)  (   )  ∑ ̅ ( )  ( )

 

   

 

                ̅     ̅       ̅    
 

که از شكل مدهایی هستند  ( ) ̅ و  ( ) ̅  ،که در آن

آیند. برای این کار، لازم است کره   دست میهارتعاشات آزاد ب

   و    معلروم، مجهرولات      هرر   یازابره  (95)در رابطه 

دست آیند. از آنجا که ایرن  همربو  به این فرکانس طبيعی ب

حسر   معادلات همگن هستند، لازم است که مجهولات را بر

محاسبه نمود و سوس از قضيه تعامرد     ها مانند  یكی از آن

نيز توابرع زمرانی    ( )  استفاده نمود.    مدها برای تعيين 

 (91) هارمونيرك  صورت تابعهستند که در ارتعاشات آزاد به

 شود:تعریف می

(91)   ( )       (   )       (   ) 

باشد و های طبيعی میفرکانسهمان  (91)در رابطه    

     دسررت هنيررز از شرررایط اوليرره برر   و     همچنررين ارررای 

 آیند.می

 ارتعاشات اجباری -1

تحليل ارتعاش اجباری مشابه ارتعاش آزاد از روش  بخشدر 

صررورت بررهنيررز  (   )  و (   ) سررتفاده و مررودال ا

کره در  طرور  همران شرود.  مری  فرض( 98)و  (97)های  سری

شرركل مرردهایی  ( ) ̅ و  ( ) ̅  ،بخررش قبررل گفترره شررد

بایرد توجره    آینرد.  دسرت مری  ههستند که از ارتعاشات آزاد ب

توابررع زمررانی هسررتند کرره در ارتعاشررات  ( )   داشررت کرره

دسرت آوردن معرادلات   هبررای بر   باشند. اجباری مجهول می

 :]65[شود ژ استفاده میارتعاشات اجباری از روش لاگران

(11) 
 

  
(
  

  ̇ 
)  

  

   
 

  

   
 

  

   
     

             (         ) 

 انرژی پتانسيل،   انرژی جنبشی،    ،که در رابطه فوق

لذا بایستی  باشد. توابع زمانی می   کار نيروی خارجی و   

در روابط انررژی پتانسريل و    (98)و  (97)تريير مكان روابط 

کار نيروی خارجی که در ادامه گفته خواهد و  (27)جنبشی 

صورت تابعی از ها به شد، جایگذاری شود تا همه روابط انرژی

 دست آیند.هب ( )  مجهول ترم زمانی 

   باشد کره  می  در جهت گسترده کار نيروی خارجی   

 :شودیر تعریف میصورت زهب

(16)   ∫   (   )   
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نيز خيز تير در   و  نيروی گسترده بر واحد طول  که 

 باشد. می   راستای

    ( نشران داده شرد،   11طور کره در رابطره لاگرانرژ )    همان

تعرداد    آید و با تعيرين   دست میه، یك معادله ب ازای هر به

یرك دسرتگاه معرادلات     ،شود. بنابراین معادلات مشخص می

  آید که این دستگاه معادلات با اسرتفاده از روش  دست میهب

شود  حل می Matlabافزار  و توسط نرم Runge Kuttaعددی 

 د، هسرتن  ( )  زمرانی   توابرع تا مجهولات مسرله که همان 

بع زمانی، برا قررار   این تواآیند. بعد از مشخص شدن  دست هب

، معادلات تريير مكان نيرز  (98)و  (97)ها در روابط  دادن آن

از طریق روش سعی و خطا و زمرانی    د. تعداد آی دست میهب

 آید. دست میههای پاسخ همگرا شدند، ب که نمودار

و  (   ) های  سری ،بر اساس شكل مد اول بررسی ایندر 

تبر این امر هم شرایط مرزی دليل . گردیده محاسب (   ) 

در یكنواخرت   برار عمرودی  فرض باشد که با  یكسرگيردار می

لرذا   هميشه در مرد اول نوسران خواهرد نمرود.    ، (16) هرابط

به صورت زیر در نظر گرفتره   (   ) و  (   ) های  سری

 شود: می

(12)  (   )  ∑ ̅ ( )  ( )   ̅   

 

   

 

(19)  (   )  ∑ ̅ ( )  ( )

 

   

  ̅    

تير چرخان با لایه  انرژی جنبشی و پتانسيلروابط 

  بر اساس مد اول در پيوست آمده است.پيزوالكتریك 

 نرایج -5

در این بخش نتایج ارتعاشات آزاد و اجباری تير مورد نظر به 

 گردد. ترتي  عراه می

 FGM تیر ت آزادارتعاشا -5-1

های طبيعی، در این قسمت به ترتي  صحه گذاری فرکانس

و پاسخ ارتعاش روی فرکانس طبيعی اثر متريرهای مختلف 

 آزاد مورد بررسی قرار گرفته است.

 صحه گذاری -5-1-1

رفته در این مقاله، از نتایج سينا کارهبرای اطمينان از روش ب

با رابطه توانی  FGM که مربو  به یك تير ]67[و همكاران 

باشد، اسرتفاده شرده   می    9/1 و مرتبه( 5مشابه رابطه )

که بر اساس پارامترهرا و نترایج بردون     ]67[است. در مقاله 

سرازی  بعدبررای بری   (11)بعد تنظيم شرده اسرت از رابطره    

 فرکانس طبيعی پایه استفاده گردیده است.

(11)  ̅      √
  

     
 

     و    بعرد و  فرکانس طبيعی بی ̅ ، (11) که در رابطه

 تعریف شده است: (11)و  (15)صورت روابط به

(15)    ∫  ( )  

 
 

 
 
 

 

(11)    ∫  ( )  

 
 

 
 
 

 

گرذاری نترایج مقالره حاارر از     لذا در ابتردا بررای صرحه   

مربو  به  1 مندرج در جدولمشخصات هندسی و مكانيكی 

 استفاده شده است. ]67[مرجع 
 

 با هندسه ]67[ تير مكانيكی مشخصات (:1) جدول

61 
 ⁄  .   9/1 و   

 آلومينا (     ) آلومينيوم (  ) 

  (   ) 71 981 

  (     ) 2711 9811 

  29/1  29/1  
 

صل از تروری بعد حافرکانس طبيعی اول بی 2 در جدول

آبراکوس و همچنرين   افرزار  نتایج حاصل از نرممقاله حاار با 

هرا  مقایسه شده است که تطابق خروبی برين آن   ]67[نتایج 

 گردد.مشاهده می
 

آزمون همگرایی فرکانس طبيعی پایه و مقایسه  (:2) جدول

 .و آباکوس ]67[ با

 بعدفرکانس طبيعی اول بی 

 آزمون همگرایی

   6 111/5 

   2 291/6 

   9 161/6 

   1 117/6 
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   5 117/6 

 111/1 ]67[ سينا و همكاران 

 11178/6 افزار آباکوسنرم
 

های بعدی مقاله از مقایسره برا   گذاری نتایج بخشبرای صحه

 نتایج آباکوس استفاده شده است.

با  مشاصات و نرایج حاصل از تیر چرخان -5-1-2

 لایه پیزوالکرریک

ر ایررن بخررش از تيررر چرخرران بررا لایرره پيزوالكتریررك برره   د

 1و  9 مشخصررات هندسرری و مكررانيكی منرردرج در جررداول

 استفاده شده است.

 .هندسی مشخصات (:9) جدول

 FGM پيزوالكتریك لایه  تير   

(L) 6/1 طول  m 6/1  m 

(b) 16/1  عرض  m 16/1  m 

(h) 16/1 اخامت  m 116/1  m 

(R) 16/1  شعاع ها   m 16/1  m 
 

 

 ] .7[ مكانيكی مشخصات(: 1) جدول

 
 آلومينيوم

(  ) 

 سراميك

(    ) 

 كتریكلماده پيزوا

(PZT-5H) 

  (   ) 71 211 621 

  (     ) 2711 5711 0077 

  9/1  9/1  - 

    

(          ) 
- - 5/1-  

    

(        ) 
- - /  81 302 10  

 
 

هرای طبيعری تيرر    برای محاسبه فرکانس (91)از معادله 

چرخان بدون لایه پيزوالكتریك و برا لایره پيزوالكتریرك برا     

استفاده شرده اسرت.       6111         ایسرعت زاویه

البته در ابتدا لازم است که تعرداد جمرلات سرری چبيشرف     

هرای  برای فرکانسشود که را محدود کرد. ملاحظه می (91)

 طبيعی  اول و دوم و سوم به ترتي  وقتی تعرداد جمرلات از  

های طبيعری ثابرت   شود، مقادیر فرکانسبيشتر می 1و  1، 9

 (.2 )شكل شوندمانده و همگرا می
 

 

جملات سری چبيشف برای سه  آزمون همگرایی(: 2) شکل

 .مد اول
 

د آباکوس افزار المان محدوگذاری نتایج از نرمبرای صحه

استفاده شده است. در ابتدا تير مورد نظر بدون لایه 

 دو بعدیافزار مدل شده و از المان پيزوالكتریك در نرم

Beam یك لایه بندی استفاده شده است. سوس انبرای الم

اصلی قرار داده و به روی تير ( Beamالمان )پيزوالكتریك 

سازی برای مدل .به هم چسبانده شده است Tieکمك قيد 

لایه با خواصی مطابق رابطه  61، تير اصلی به FGMماده 

 تقسيم شده است. (5)

مقایسه بين نتایج حل تحليلی و المان محدود برای هرر  

الكتریك و با پيزوالكتریك به ترتير  در  بدون پيزودو حالت 

گرذاری  شود صحهملاحظه میآمده است.  6و  5 هایجدول

است. همچنين ااافه کردن  با روش المان محدود قابل قبول

 شود.لایه پيزوالكتریك باعث افزایش فرکانس طبيعی می
 

 افزارنرم با چرخان تير طبيعی فرکانس مقایسه (:5) جدول

Abaqus. 

Difference 
Abaqus 

(Hz) 

Present 

(Hz) 
 

% 17/1   17/119  17/111  
First natural 

frequency 

% 16/1   2/5996  68/5996  
Second 

natural 

frequency 
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% 6/1   61111 16/69116  
Third 

natural 

frequency 
 

 

 

 لایه با چرخان تير طبيعی فرکانس مقایسه(: 6)جدول

 .Abaqus افزارنرم با الكتریكی ولتاژ بدون پيزوالكتریك

Difference 
Abaqus 

(Hz) 

Present 

(Hz) 
 

% 22/1   19/176  65/171  
First 

natural 

frequency 

% 11/1   9/5178  89/5171  
Second 

natural 

frequency 

% 11/1   61712 72/61175  
Third 

natural 

frequency 
 

از طرف دیگر بر اساس سه فرکانس طبيعی اول تير 

FGM گانه به ، شكل مدهای سه5 چرخان مندرج در جدول

نمایش  9کمك حل تحليلی حاار محاسبه شده و در شكل 

 داده شده است.

 
.اول شكل مد  

 
.شكل مد دوم  

 
 شكل مد سوم

 .تير اول تا سومشكل مدهای (: 9) شکل

شود که اشكال فوق با شكل مدهای یك تير ملاحظه می

  تطابق دارد. ]68[مرجع در یكسرگيردار 

 بررسی اثر مرغیرها بر روی فرکانس طبیعی -5-1-9

اثر شعاع ها  روی فرکانس طبيعی تير چرخان ، 1 در شكل

شرودکه برا   زو نشان داده شرده اسرت. ملاحظره مری    بدون پي

طرور خطری   ازدیاد شعاع ها ، فرکانس پایه تيرر تقریبرا بره   

محروری  نيروی کششی یابد که دليل آن افزایش افزایش می

. باشدتير می افزایش سفتی خمشیو در نتيجه گریز از مرکز 

 اثبات شده است. ]68[در فصل یازدهم مرجع این مطل  
 

 

 .پایه فرکانس روی ها  بر شعاع اثر(: 1)شکل

اثر افزایش ولتاژ روی فرکانس طبيعی تيرر  ، 5 در شكل

کره   چرخان با پيزو نشان داده شده است. ملاحظه می شود

طور خطی افزایش با ازدیاد ولتاژ، فرکانس پایه تير تقریبا به

یابد کره دليرل آن رابطره خطری انررژی پتانسريل لایره        می

و در ( 21)( و 67) وابطر بر اساسولتاژ  پيزوالكتریك تير با

 باشد.نهایت افزایش سختی تير می
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 فرکانس روی بر پيزوالكتریك بر اعمالی ولتاژ اثر(: 5) شکل

 .پایه

ای تيرر در دو   اثرر سررعت زاویره   ، 6 در نهایت در شكل

حالت بدون لایه پيزوالكتریرك و برا لایره پيزوالكتریرك برر      

                    نظررر گرررفتن شررعاع هررا    فرکررانس طبيعرری را بررا در   

 6 طرور کره در شركل   دهد. همران  نشان می   16/1  

ای تيرر، فرکرانس    شود، با افزایش سرعت زاویره  مشاهده می

یابد. دليل این امر افرزایش نيرروی گریرز از     پایه افزایش می

باشرد  مرکز که معادل یك نيروی کششی در تير اسرت مری  

شود. نتيجره دیگرر   تير میخمشی تی فکه باعث افزایش س

نمودار، این است که فرکانس پایه تير با لایه پيزوالكتریرك  

 از حالت بدون لایه پيزوالكتریك بيشتر است.

 

 

 .تير پایه فرکانس روی برای  زاویه سرعت اثر(: 6) شکل

 شرایط اولیه یازابه سازهپاسخ  -5-1-1

ليه انتهرای تيرر   در اثر جابجایی او سازهدر این قسمت پاسخ 

مرورد بررسری قررار     (  )و یا سرعت اوليه انتهای تير  (  )

 .گيردمی

    ) 2 و      21/2(   یازاپاسخ به -5-1-1-1

صرورت توزیرع جابجرایی روی تيرر و     در ابتدا شرایط اوليه به

           در نظررر گرفترره   (17) برردون سرررعت اوليرره بررا رابطرره    

 :]61[ شودمی

(17)   ( )  
  

   
(       ) 

پاسخ ارتعاش آزاد انتهای تير و همچنين مقایسه برا   1 شكل

  دهد.را نشان می Abaqusنتایج نرم افزار 

آمرده  دسرت هطور که ملاحظه مری شرود، نترایج بر    همان

افرزار المران محردود دارد کره گرواه برر       تطابق خوبی با نررم 

ج است. همچنين فرکانس پاسخ نزدیك فرکانس درستی نتای

باشد که علرت آن شرباهت توزیرع خيرز     طبيعی اول تير می

 باشد.اوليه با شكل مد اول تير می

 
پاسخ ارتعاش آزاد انتهای تير به ازاء جابجایی (: 1) شکل

 .اوليه
 

     ) m/s 122 و     2( یازاپاسخ به -5-1-1-2

صورت توزیرع  یط اوليه بدون جابجایی و بهدر این مرحله شرا

 :]61[ شوددر نظر گرفته می( 18) سرعت با معادله

(18)  ̇ ( )  
  

   
(       ) 

برا شررایط اوليره    انتهای تيرر  پاسخ ارتعاش آزاد  1 شكلدر 

 مذکور آورده شده است.

ول تيرر  در اینجا نيز فرکانس پاسخ نزدیك فرکانس طبيعی ا

( 18باشد. زیرا توزیع سررعت اوليره روی تيرر در رابطره )    می

 ( فرض شده است.17مشابه توزیع جابجایی در رابطه )
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 .اوليه سرعت یازاپاسخ ارتعاش آزاد انتهای تير به (:1) لشک
 

بییا لایییه   FGM تیییر ارتعاشییات اجبییاری  -5-2

 پیزوالکرریک

ازای ‌ظر بهدر این بخش ارتعاشات اجباری تير مورد ن

های هارمونيك، پله و شبه اربه بررسی گردیده بارگذاری

 است. 

 بارگذاری هارمونیک -5-2-1

گذاری پاسخ ارتعاش اجباری در این قسمت در ابتدا صحه

ای و تير مورد بررسی قرار گرفته و سوس تاثير سرعت زاویه

 ولتاژ لایه پيزوالكتریك روی آن نشان داده شده است.

 گذاریحهص -5-2-1-1

گرذاری ارتعراش اجبراری، نترایج     در این قسمت برای صرحه 

 برای تيرر چرخران   Matlabافزار سازی در نرمحاصل از شبيه

و برررا لایررره     6111         ایبرررا سررررعت زاویررره

 3در شكل  Abaqusافزار با نتایج حاصل از نرمپيزوالكتریك 

 گسرترده  صرورت هارمونيرك  شده است. نوع نيرو بره مقایسه 

     6111     ،باشررد کرره در آن مرری          

شرود کره   ملاحظه مری . فرض شده است    611      و

افرزار  سرازی و نررم  تطابق خوبی بين نترایج حاصرل از شربيه   

Abaqus  .در ایرن نمرودار دو   ذکر است که لازم بهوجود دارد

( اصرلی  )فرکرانس کمترر  فرکانس شود که فرکانس دیده می

و فرکانس بالاتر )بزرگنمایی شده فرکانس تحریك مربو  به 

 باشد.در شكل( مربو  به فرکانس طبيعی پایه تير می
 

 
چرخان با لایه انتهای تير ارتعاشی  مقایسه پاسخ (:3) لشک

 .بار هارمونيك در اثر Abaqusبا  پيزوالكتریك
 

 تیر اجباری ارتعاشای در تاثیر سرعت زاویه -5-2-1-2

حریك هارمونيرك  با تپاسخ ارتعاشی انتهای تير  12در شكل 

دو حالرت چرخران و   بررای   6-6-2-5معرفی شده در بخش 

در شود که ملاحظه می غيرچرخان با هم مقایسه شده است.

 چرخان بيشينه خيز دیناميكی تير،    6111         

علرت آن   .اهش یافتره اسرت  کر  %1نسبت به تير غيرچرخان 

و ازدیاد سفتی خمشی تحت کشش قرار گرفتن تير چرخان 

 باشد.می

 
چرخان با غيرارتعاشی انتهای تير  مقایسه پاسخ (:12) لشک

 .بار هارمونيك در اثرچرخان 
 

 چرخان ارتعاش اجباری تیردر  ولراژ الکرریکیتاثیر  -5-2-1-9

ك     الكتریر و، اثر اارافه کرردن ولتراژ را بره لایره پيز     11شكل 
طور که مشرخص اسرت   دهد. همانعنوان عملگر نشان میبه
ارتعراش   ،الكتریرك وتوان با ااافه کردن ولتاژ به لایره پيز می

علرت کراهش دامنره برا      تير را کنترل نمروده و کراهش داد.  
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باشرد کره قربلا    افزایش ولتاژ، افزایش سختی خمشی تير می

 بيان شده بود. 5برای شكل 
 

 
ارتعاشی انتهای  ولتاژ الكتریكی در پاسختاثير  (:11) لشک

 .بار هارمونيك در اثرچرخان تير 
 

 بارگذاری پله -5-2-2

 ای با مقردار ثابرت  شود که بار گسترده پلهدر اینجا فرض می
برررا لایررره چرخرران  یكبرراره بررره تيرررر        6111    

پاسخ انتهای تير را نشران   12وارد گردد. شكل الكتریك وپيز
، فرکانس پاسخ برابرر  شودکه مشاهده میطور ندهد. همامی

 این نتيجه قبلا در مراجع از جمله .باشدفرکانس پایه تير می
دليل ایرن امرر ثابرت برودن و      دیده شده است. ]21 [مرجع

ای بودن برار در فواصرل کوتراه زمرانی اسرت کره       شبه اربه
فرکانس پاسخ را شبيه فرکانس ارتعاش آزاد در اثرر سررعت   

 نماید.اوليه می
 

 
پاسخ ارتعاشی انتهای تير چرخان با لایه  (:12) لشک

 .پيزوالكتریك در اثر بار پله
  
 ای با زمان محدود(شبه ضربه )پلهبارگذاری   -5-2-9

 در مدت زمان     6111   مقدار  های بدر اینجا بار پله

پاسخ انتهای  19گردد. شكل به تير وارد می    16/1    

      هررای زمررانیرا در بررازه بررا لایرره پيزوالكتریرركچرخرران تيررر 

-طور که پريش دهد. هماننشان می    16/1 و    16/1

انس کشود، فرکانس پاسخ در هر دو حالت همان فربينی می

نروع      16/1باشرد. البتره در بخرش    طبيعی پایه تير مری 

ارتعراش آزاد      16/1ارتعاش گذرا )اجباری( و در بخرش  

دامنره ارتعراش در دو حالرت برا هرم      از طرف دیگر  باشد.می

 متفاوت است.

 
پاسخ ارتعاشی انتهای تير چرخان با لایه  (:19) لشک

 .پيزوالكتریك در اثر بار شبه اربه

 گیری نریجه -6
 FGMتير نتایج کلی در تحليل ارتعاش آزاد در این مقاله 

 اشد:ب میزیر صورت هبچرخان و با لایه پيزوالكتریك 

 ای تير  با افزایش سرعت زاویهFGM  بدون لایه

پيزوالكتریك و با لایه پيزوالكتریك، فرکانس 

 یابد. طبيعی افزایش می

  با افزایش شعاع ها  تير چرخان، فرکانس طبيعی

 یابد. تقریبا به صورت خطی افزایش می

  با افزودن لایه پيزوالكتریك، فرکانس طبيعی تير

 یابد. چرخان افزایش می

  ،با افزودن ولتاژ اعمالی به لایه پيزوالكتریك

صورت خطی فرکانس طبيعی تير چرخان تقریبا به

 یابد. افزایش می

  فرکانس پاسخ ارتعاش آزاد تير چرخان در اثر

نزدیك فرکانس  ،شرایط اوليه جابجایی و سرعت

 باشد.طبيعی اول می

 FGMتير  اجبارینتایج کلی در تحليل ارتعاش همچنين 

 زیر استصورت هبو با لایه پيزوالكتریك  چرخان
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تحریك با چرخان تير اجباری  ارتعاشاتدر  -

که گردد مشاهده میدو فرکانس هارمونيك، 

 د.نباشتحریك و فرکانس طبيعی پایه میفرکانس 

به چرخان تير چرخان از حالت غيردامنه ارتعاشات  -

 کمتر است.علت افزایش نيروی محوری 

ا لایه پيزوالكتریك با افزایش تير بدامنه ارتعاشات  -

 یابد. ولتاژ کاهش می

تير چرخان با لایه پيزوالكتریك ارتعاشات فرکانس  -

اربه و پله، همان فرکانس طبيعی شبه با تحریك 

 باشد. پایه می
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