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  چکیده
پیزوالکتریک در دو  هاي گرافیت اپوکسی به همراه دو لایهاي ساخته شده از لایهدر این مقاله، به تحلیل دینامیکی و ارتعاشاتی پوسته استوانه

هاي نازك انجام شده است. ت حرکت بر پایه تئوري سندرز براي پوستهسطح داخلی و خارجی آن پرداخته شده است. استخراج معادلا
 از شماري بررسی به اند. ابتداچهارم حل شده آیند، به روش رانگ کوتاي مرتبه دست میهاي جزئی بهصورت مشتقمعادلات حرکت که به

در نهایت  .پرداخته شده است اصلی هايفرکانس تغییر در الیاف زاویه و پوسته، طول و شعاع پوسته، ضخامت شامل مسئله هندسی پارامترهاي
 افزایش با شده بررسی موارد همه در اي بررسی شده است.هاي استوانهپارامترهاي پیزوالکتریک در پاسخ ارتعاشاتی و دینامیکی پوسته تأثیر

 پارامترهاي میان در که دهدمی نشان تایجن .است یافته پیزوالکتریک افزایش ضرایب تأثیر که شودمی مشاهده نسبت طول به شعاع
رابطه عکس با فرکانس طبیعی دارد.  C12رابطه مستقیم و  C11که طوريهب دارد فرکانسی پاسخ را در تأثیربیشترین  C11 پارامتر الکتریک پیزو
 است.  شده ارزیابی ناچیز فرکانسی پاسخ در پارامتر این به نسبت نیز الکتریک پیزو پارامترهاي سایر تأثیر

 اي، کامپوزیت، پیزوالکتریک، ارتعاشاتپوسته استوانه : هاي کلیديواژه
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ABSTRACT  
In this paper, the dynamics and vibration analysis of cylindrical shells made of graphite epoxy layers with two 
piezoelectric layers at both internal and external surfaces are investigated. Extraction of motion equations is based 
on Sanders theory for thin shells. Equations of motion, obtained by partial derivatives, are solved by fourth-order 
Runge–Kutta method. First, we examine a number of geometric parameters of the problem, including shell 
thickness, radius, length of the shell, and the angle of the fiber in the change of the fundamental frequencies. 
Finally, the effect of piezoelectric parameters on the vibrational and dynamic response of cylindrical shells has been 
investigated. In all cases investigated, with an increasing ratio of length to the radius, the effect of piezoelectric 
coefficients has increased. The results show that among the piezoelectric parameters, the parameter C11 has the 
most effect on the frequency response so that C11 has a direct relation and C12 has an inverse relationship with the 
natural frequency.The influence of other piezoelectric parameters has also been evaluated in relation to this 
parameter in frequency response is negligible. 
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E  N/m2مدول الاستیسیته،  

 علائم یونانی

θ  °زاویه الیاف،  

 مقدمه -1

 و کـامپوزیتی  مـواد  ربردکـا  روزافـزون  افـزایش  بـه  توجـه  با
 از استفاده جايهب نو مواد از استفاده بشر، روزافزون پیشرفت

 بشـر  نیـاز  پاسـخگوي  دیگـر  کـه  آهـن  و مـس  مانند فلزاتی
 ایـن  کـه  چرا است شده بدل ناپذیراجتناب امري به نیستند،
 برابـر  در تحمل مانند خواصی تا دهندمی انسان به را توانایی
 بــه را غیــره و خــوردگی و رتیفشــاري،حرا کششــی، تــنش

 بـه  توجـه  بـا  همچنـین . کننـد  بهینـه  ممکـن  شکل بهترین
 ایـن  در کـاربردي  مـواد  بررسـی  مکاترونیـک،  علوم پیشرفت

 و مستقیم اثر واسطه به. رسد می نظر به مهم و ضروري علوم
 اي گسـترده  طور به پیزوالکتریک مواد پیزوالکتریک، معکوس

از طرفی نیـز   .گیرندمی قرار استفاده مورد مهندسی علوم در
هـاي در کاربردهـاي   طـور فزآینـده  هاي کامپوزیتی بهپوسته

مهندسی مختلـف از جملـه مهندسـی هـوا فضـا، مکانیـک،       
 .]1 [ گیرددریایی و خودرو مورد استفاده قرار می

 1987 درسـال  پـل  روش ابـداع  بـا  ]2[  نکاتسـان  و پل
 اي اســـتوانه پوســـته طبیعـــی هـــاي فرکـــانس توانســـتند

 .ورندآ دستبه را نامحدود پیزوالکتریک

ــاوکس ــولداتوس و ه ــال در ]3[ س ــات 1992 س  ارتعاش
  اي لایــه توخــالی هــاياســتوانه بعــديســه محــوري متقــارن

Cross-Ply نـاویر  نـوع  حـل  از اسـتفاده  بـا  را ارتوتروپیک و 
 .کردند مطالعه

 و کمانش 1995 سال در ]4[ لی و چیو اگزاویر،
 چند ارتوتروپیک کامپوزیتی اي استوانه ايه پوسته ارتعاشات

 مرتبه و اول مرتبه ساده هايتئوري از استفاده با را لایه
 .کردند بررسی Layerwise بالاتر

 پوسته آزاد ارتعاشات 1997 سال در ]5[ دینگ
     روش از استفاده با را همگن پیزوالکتریک اي استوانه

 .آورد دستبه حالت-فضا

 ارتعاشات 1998 سال در ]6[ چینو و شیکاناي سوزوکی،
 سري از استفاده با را کامپوزیتی دایروي اياستوانه مخازن
 .کردند بررسی لاگرانژین مینیمم و توانی

 هـاي  پوسـته  ارتعاشـی  آنـالیز  2001 سـال  در ]7[ ژانگ
 شــرایط بــراي را Cross-Ply اي لایــه کــامپوزیتی اي اســتوانه

 روش از استفاده با رز،ساند  تئوري اساس بر و مختلف مرزي
 .داد انجام موج انتشار

 کنترل براي مدلی 2003 سال در ]8[ همکارانش و یان
 و حسگر هاي لایه با کامپوزیتی اي استوانه پوسته ارتعاشات

 معادلات از آن در که نمودند ارائه کامپوزیتی عملگر
 .است شده استفاده غیرخطی دینامیکی

 پانل ارتعاشات 2006 سال در ]9[ کنی و بیگلو علی
 فضا روش از تحلیل براي که کردند تحلیل را کامپوزیتی

 .کردند استفاده حالت

 سه آزاد ارتعاشات 2007 سال در ]10[ همکاران و چن
 سیال حاوي که پیزوالکتریک اي استوانه مخزن یک بعدي
 را آن حاکم معادلات و کردند بررسی را باشد می پذیر تراکم

 .آوردند دست هب حالت-فضا روش از

 مدل یک 2007 سال در ]11[ همکاران و سانتوس
 آزاد ارتعاشات و خمش تحلیل براي را محدودي المان

 پیزوالکتریک عملگر و حسگر هايلایه با کامپوزیتی پوسته
 .کردند ارائه

 با کامپوزیتی ورق 2008 سال در ]12[ کنی و بیگلو
 لحاظ از ار جانبی سطح دو روي بر پیزوالکتریک هاي لایه

بعدي براي آن ه و حل سهقرارداد بررسی مورد استاتیکی
با استفاده از روش تفاضلات مربعی و  .اندارائه نموده

و تغییرات  اندهاي فوریه به حل معادلات پرداخته سري
آورده  دستبهجابجایی و توزیع پتانسیل الکتریکی را  -تنش

 تأثیرریک و لکتمستقیم پیزوااثرات مستقیم و غیر تأثیرو 
پیزوالکتریک بر روي رفتارهاي مکانیکی ورق را  هاي لایه

 اند.مورد بررسی قرار داده
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 پوســته ارتعاشــات 2010 ســال در ]13[ کنــی و بیگلــو
 و کردنـد  بررسـی  را پیزوالکتریک لایه با لایه چند اي استوانه

 با استفاده از تئوري الاستیسیته سه بعدي را حاکم معادلات
بـراي حـل معـادلات از     .آوردند دست به حالت-فضا روش از

 تــأثیراســتفاده شـده اسـت.    DQMروش تفاضـلات مربعـی   
شرایط مرزي، ضخامت پیزوالکتریک، اندازه شعاع لایه میانی 
و اثر طول به شعاع لایه میانی بر روي ارتعاشات پوسته مورد 

 بررسی قرار گرفته است.

عـددي   بـه حـل   1392در سال  ]14 [بیگلو کنی و علی
اي چندلایـه بـا لایـه پیزوالکتریـک     ارتعاشات پوسته استوانه

پرداخته اند. در این پژوهش بـا اسـتفاده از حـل عـددي بـه      
ــه(    ــیم یافت ــیلی تعم ــات دیفرانس ــراي GDQروش مربع ) ب

هـا  هاي چند لایـه کـه سـطوح داخلـی و خـارجی آن      پوسته
باشـد و  هاي حسگر و عملگر پیزوالکتریـک مـی  مجهز به لایه

هاي طبیعی پوسـته را  فرکانسشرط مرزي تکیه گاه ساده  با
تمایز پژوهش حاضر بـا ایـن مقالـه    اند. از جمله بدست آورده

تفاوت در تئـوري بـه کـار رفتـه بـراي اسـتخراج        توان بهمی
ــا ــرایب   دمع ــاثیر ض ــی ت ــادلات و بررس ــل مع لات، روش ح

 . توان اشاره کرد. پیزوالکتریک می

ــه حــل  2016در ســال  ]15 [انصــاري و همکــارانش ب
هـاي  هاي کربنی بـا لایـه  تحلیلی غیر خطی کمانش نانولوله

دمایی، فشار محـوري و  -تحت بارگذاري الکتروپیزوالکتریک 
متغیرهـاي ضـخامت پیزوالکتریـک،     انـد. پرداختـه بارجانبی 

تراکم حجمی نانو تیوب کربنی و نوع توزیع تقویت کننده را 
 اند. مورد بررسی قرار داده

بـه بررسـی    2019در سـال   ]16 [پور و همکـارانش صفر
هـاي کربنـی دوار سـرعت    ارتعاشات آزاد و کمـانش نانولولـه  

در  انـد. هاي پیزوالکتریـک پرداختـه  بالاي تقویت شده با لایه
هـاي مختلـف پوسـته    این پژوهش به بررسی اثـرات تئـوري  

 بررسی شده است.

بـه بررسـی    2019در سـال    ]17 [موسوي و همکارانش
فشـار خـارجی   تعاشات پوسته اسـتوانه اي دورانـی تحـت    ار

بـر   محـوري  و حلقـوي  هـاي کننده پرداختند و اثرات تقویت
 ها را مورد مطالعه قرار دادند ارتعاشات این پوسته

ــی ــدي و نجف ــال  ]18 [مامن ــی  2019در س ــه بررس ب
ــتر     ــر روي بس ــامپوزیتی ب ــته ک ــی پوس ــات غیرخط ارتعاش

صوت پرداختند. آنها وا زیرکوالاستیک تحت اثر جریان هویس
ــد و از روش     ــتفاده نمودن ــل اس ــی دان ــادلات غیرخط از مع

 .گالرکین جهت حل این معادلات بهره بردند

 توخـالی  و تـوپر  از اعم پیزوالکتریک اي استوانه هاي سازه
 بـا  هـاي  تلسکوپ سوخت، انژکتور کننده، ارتعاش وسایل در

 کـه  ییازآنجـا  دارد. کـاربرد  غیـره  و الکترواپتیـک  بـالا،  دقت
 مباحـث  از طبیعـی  هـاي  فرکانس و ارتعاشات مبحث همواره

 بـه  توجـه  بـا  و رود مـی  شمارهب مختلف مواد تحلیل در مهم
 بسیار موشک ازجمله هوایی هاي سازه در وزن مسئله کهاین

ــذا باشــد مــی مهــم  تحلیــل و ســاخت در کــه اســت لازم ل
 تـا  شـود  هاسـتفاد  کـامپوزیتی  مواد از اي استوانه هاي پوسته
 سـازه  تا باشد بالا امکان حد تا ها آن وزن به استحکام نسبت

 بهینـه  هزینـه  و انرژي مواد، مصرف در جویی صرفه لحاظ به
 تأثیراتو  ارتعاشات بررسی به پژوهش این در ،رو ازاین باشد،

بر ضرایب مختلف موجود در مواد کامپوزیتی و پیزوالکتریک 
 با کامپوزیتی اي استوانه هاي پوستهدر روي فرکانس طبیعی 

 . است شده پرداخته پیزوالکتریک لایه

 بیان هندسی مسئله -2

 نشان داده شده، در این بخش یک 1که در شکل  گونه همان

لایـه کـامپوزیتی بـه     nو تعداد  Lبه طول  يا استوانه پوسته
لایه عملگر در سطح خارجی پوسته به  و یک Hضخامت کل 

ر در سـطح داخلـی پوسـته بـه     و یک لایه حسگ haضخامت 
که شعاع از مرکـز پوسـته تـا     کنیم میرا بررسی  hsضخامت 

و شعاع از مرکز پوسته تـا   Rهاي کامپوزیتی برابر  یهلاوسط 
و شعاع از مرکز پوسـته تـا وسـط     R1وسط لایه حسگر برابر 

باشد. سطح میانی استوانه به دستگاه  یم R2لایه عملگر برابر 
شود. فاصـله از   یمارجاع داده  zو  θو  xي ا استوانهمختصات 

شـود کـه جهـت     یم ـیري گ اندازه zسطح میانی با مختصات 
ي تغییـر  هـا  مؤلفـه مثبت آن به سمت داخل استوانه است و 

نشـان   wو  vو  uترتیب بـا  به zو  θو  xي ها جهتمکان در 
 .]19[ شوند یمداده 
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ي کـامپوزیتی بـا لایـه    ا انهاسـتو هندسـه پوسـته   ): 1(شکل

 .]19[ هاي کامپوزیتی یهلاعملگر در بالا و حسگر در پایین 

 اياستخراج معادلات حرکت پوسته استوانه -3

براي اسـتخراج معـادلات حرکـت، از تئـوري سـندرز بـراي       
پوسته نازك استفاده شده است. که فرضیات ساده ساز براي 

ــاد  ــه منظــور اســتخراج مع ــادل میــدان جابجــایی، ب        لات تع
 :]20[ زیر هستند صورتبه
     ضخامت پوسته در مقایسـه بـا شـعاع آن کوچـک اسـت       -1
)/   1 totalh R < <.( 
 تنش نرمال عرضی ناچیز است. -2
بردار عمود بر سطح مرجع پوسته، بعـد از تغییـر شـکل      -3

ــمســتقیم  ــا  یم ــد ام ــاًمان ــد (فرضــیه  ینمــعمــود  لزوم    مان
 لاو ).-کریشهف

کند که هر تابعی که در یـک   یمقضیه وایرشتراس بیان 
یکنواخـت در ایـن بـازه     صورتبهتواند  یمبازه پیوسته است 

میـدان   ،ي تقریب زده شـود، بنـابراین  ا چندجملهتوسط یک 
 تواند توسـط روابـط زیـر بیـان شـود      یمجابجایی در پوسته 

]20[: 
 

 
)1( 

U(x,θ,z) = u(x, θ) + Z + Z2 + 
… 

V(x,θ,z) = v(x, θ) + Z + Z2 + 
… 

W(x,θ,z) = w(x, θ) + Z + Z2 + 
… 

ي جابجــایی در هــا مؤلفــه Wو  Vو  Uضــرایب  ،کــه در آن
لاو  –کریشهف یههستند. فرض zو  θو  xترتیب  ي بهها جهت

هـاي توزیـع یافتـه     ییجابجـا گر نتایج فرضـیه سـوم در    یانب
مماسی خطی و یک جابجایی عمودي ثابـت طـی ضـخامت    

زیـر   صورتبهتوان  فوق را میمعادله  ،رو ینازاپوسته هست و 
 :]20[نوشت 

 

)2( U(x,θ,z) = u(x, θ) + Z  
V(x,θ,z) = v(x, θ) + Z  
W(x,θ,z) = w(x, θ) 

ي جابجایی لایه میانی پوسـته  ها مؤلفه wو  vو  u ،که در آن
ــتاي   ــب در راس ــه ترتی ــ zو  θو  xب ــند و  یم  و  باش

 هستند. θو  xچرخش عمود بر سطح میانی حول 

را از اصل کار مجازي  8سندرز یک تئوري پوسته مرتبه 
ي ا اسـتوانه کـرنش بـراي پوسـته    -تنش توسعه داد که روابط

 :]21[زیر بیان شود  صورتبهتواند  یماي  یرهدا

 
 
 
 
 
)3( 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 ي غشایی لایه میانی و ها کرنش و  و   ،که در آن

ي برشی ها کرنش و  خمشی و ي ها کرنش و  و 
 عرضی هستند. 

ي هـا  شـکل  ییرتغبا فرض تقارن محوري هندسی و نیرویی، 
در جهت جانبی کوچک و ناچیز است و با نادیده گرفتن آن، 

 :]20[ شود یمزیر ساده  صورتبه) 3رابطه (
 

 
)4(  
 

 
 

 
ي ا اسـتوانه یک پوسته  معادلات حرکت براي رفتار دینامیکی

تواند از شکل کلی تئوري  یماي، با فرض تقارن محوري  یرهدا
 :]22[ پوسته سندرز، به شکل ساده زیر نوشته شود

 
 

)5( 
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 )5(در معـادلات   هاي ممان و ضرایب  که منتجه
 شوند: یمزیر تعریف  صورتبه

 

 

 
)6(   
 ( ) =  

ــراي  ــهب ــر حرکــت پوســته   دســتب ــه حــاکم ب آوردن معادل
هـاي پیزوالکتریـک    یـه لاي شامل لایه کـامپوزیتی و  ا استوانه

) 6مقـادیر تـنش را در رابطـه (    اسـت  یکافحسگر و عملگر 
 جایگذاري کنیم.

 روابط لایه کامپوزیتی -3-1
ان حاصل، در تئوري پوسته و صفحه، براي معرفی نیرو و مم

طی ضخامت پوسته مناسـب اسـت.    ها تنشیري از گ انتگرال
معادلات اساسی یک پوسته براي یک ماده غیر ایزوتروپ بـا  

 :]20[ شود یمزیر نوشته  صورتبهفرض تقارن محوري 
 

  
)7(  
  
  

شـوند و   یم ـ) در آن جایگـذاري  4از رابطـه (  هـا  کـرنش که 
زیـر   صـورت بهکامپوزیتی هاي  یهلابراي  Dو  Bو  Aضرایب 
 :]20[ شوند یمتعریف 

)8( 

 { } { }2

1 1

, , 1, , ,
k

k

zN
k

ij ij ij ij
k z

A B D Q z z dz
= −

=∑ ∫ 

 ( , 1, 2)i j = 

1

( ) 2
55 55 5

1

k

k

zN
k

k z

A Q k dz
−

=

= ∑ ∫ 

هـاي   یـه لابـراي   و  و  و   ضرایب ،که در آن
 :]23[ شوند یمزیر تعریف  صورتبهکامپوزیتی 

 

)9( 

 
 
 
 

زیر  صورتبههاي ارتوتروپیک  یهلابراي  Qضرایب  ،که در آن
 :]23[ شود یمتعریف 

)10( 

 

 

 
 
 
 

ــه (  ــذاري رابط ــا جایگ ــال ب ــه (10ح ــپس 9) در رابط ) و س
) و درنهایت بـا جایگـذاري   8) در رابطه (9جایگذاري رابطه (

دلات نیـرو و ممـان بـراي لایـه     )، معا6) در رابطه (7رابطه (
 شود. یمکامپوزیتی حاصل 

 روابط لایه پیزوالکتریک -3-2

نـازکی لایـه پیـزو، از تـرم      لی ـبـه دل  روابط پیزوالکتریکدر 
هـاي  کرده، در نتیجه براي لایـه  نظر صرفبرشی در این لایه 
 :]16[ پیزو خواهیم داشت

  
)11(  
  

شدت میدان الکتریکـی و   کرنش و  تنش و   ،که در آن
ضـرایب مربـوط بـه لایـه      و  و  جابجایی الکتریکی و  

 باشند.پیزوالکتریک می

 حسگرروابط لایه  -3-3

شـارژ الکتریکـی خـارجی     گونه هیچاز آنجایی که در حسگر 
کی این لایه در راستاي یجابجایی الکتر ،بنابراین وجود ندارد

 براي لایه حسگر داریم: ،شعاع صفر خواهد شد، بنابراین

)12( 
 

)، روابط تـنش بـراي   11) در رابطه (12با جایگذاري رابطه (
 خواهد آمد: دستبه )13مطابق رابطه ( لایه حسگر

)
13

( 
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الکتریکـی در   بر این پایه با برابـر قـرار دادن شـدت میـدان    
 گیـري  انتگرالبا هم و  ]24[ حسگر و رابطه تجربی 

 خواهیم داشت: zدر راستاي 

)14( 
 

روابط نیرو و ممـان لایـه    ،بر اساس تئوري پوسته مرتبه دوم
 :]25[ شودزیر تعریف می صورت بهحسگر 

 
 

)15( 
 

 
 

ممـان بـراي   )، نیرو و 15) در رابطه (13با جایگذاري رابطه (
 :آید می به دستزیر  صورت بهلایه حسگر 

 
 

 

)
16

( 

 

 
 

 روابط لایه عملگر -3-4
توان فرض می ،آوردن معادلات حاکم بر عملگر دستبهبراي 

صورت یک کرد که توزیع پتانسیل الکتریکی درون عملگر به
 :]26[ آمده است )17(در رابطه  ،تابع مرتبه اول

)17(  
که در عملگـر اخـتلاف پتانسـیل الزامـی     به اینحال با توجه 
 در نظـر شرایط مرزي الکتریکی زیر براي آن  ،است، بنابراین

 شود:گرفته می

)18( 
 

با استفاده از شرایط مرزي فوق و استفاده از رابطه ماکسـول  
 دسـت بـه براي توزیع پتانسیل الکتریکـی   )19(، رابطه ]24[

 خواهد آمد:
)19( 

 
 :]24[ ) برقرار خواهد بود20(رابطه  براي  ،بر این اساس

)20( 
 

براي مشاهده اثـر کنتـرل بـر روي سـازه، ولتـاژ خروجـی از       
 شود:حسگر با رابطه زیر به ولتاژ عملگر مربوط می

)21
(  

 دسـت بـه زیـر   صـورت  بـه رابطه تنش عملگـر   ،بر این اساس
 خواهد آمد:

 
 
)

22
( 

 

 
 

روابط نیرو )، 22و رابطه ( ته مرتبه دومبر اساس تئوري پوس
 شـود  تعریـف مـی   )23رابطـه (  صورت بهو ممان لایه عملگر 

]25[: 
 

 
)

23
( 

 

 
 

 ايمعادلات حرکت پوسته استوانه -3-5

معـادلات حرکـت پوسـته    با توجه به معـادلات بیـان شـده،    
 خواهد آمد: دستبه )24رابطه ( صورت به اي استوانه

 

 
 

)
2
4( 
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زیـر تعریـف    صـورت  به و  که ضرایب 
 شوند: می

)
2
5
( 

 

 

 

 

 

,  
 

 

 

 

 

 

 

 

 ايحل معادلات حاکم بر پوسته استوانه -4

سـاده، در ابتـدا و    گـاه  تکیـه گرفتن شرایط مـرزي   در نظربا 
راي شــرایط مــرزي نیرویــی و بــ ايپوســته اســتوانهانتهــاي 

 جابجایی در تیر مورد نظر خواهیم داشت:

)26(  

بـراي   ]27[گـرفتن تقریـب سـري فوریـه      نظـر  سپس با در
 زیر خواهیم داشت: صورت به ،جابجایی هاي مؤلفه

 

 

 

 

)27( 

 

 

 

 

نیـروي وارده بـر    باشـد. بیـانگر مـود مـی    m) 27در روابط (
عبـارتی ارتعـاش سیسـتم آزاد    باشـد و بـه  سیستم صفر مـی 

) در 27بـر ایـن اسـاس بـا جایگـذاري روابـط (       خواهد بـود. 
) و حـذف توابـع مکـانی از طـرفین، معـادلات      24معادلات (

 خواهد آمد: دستبهزیر  صورت بهحرکت 

)28( 
 

 هـاي  ماتریسبه ترتیب  Mو  K هاي ماتریس) 28در رابطه (
نیـز   Xو بـردار   بردار نیروست Fسفتی و جرم هستند. بردار 

 هاي ماتریسو همچنین  Xو  Fبردار جابجایی است که بردار 
K  وM شوند:تعریف می )29رابطه ( صورت به 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 1399 پاییز، 3، شماره 16جلد  علمی مکانیک هوافضا، نشریه                                                                                                              22

 

)29( 
[M] =              , 

 [K] = 

             

) یـک معادلـه دیفرانسـیل معمـولی مرتبـه دوم      28معادله (
است که پاسخ دینامیکی آن با روش رانگ کوتـا حـل   زمانی 

 .شده است
جـاي تقریـب   به اي استوانهپاسخ ارتعاشی پوسته  یافتنبراي 

 کنـیم  میاز تقریب زیر استفاده  )،27( سري فوریه در معادله
]27[: 

 
 

)30( 
 

 
 

  

ــط  ( ــانس طبیعــی و   )، 30در رواب  و  و  فرک
 دامنه توابع هستند.

) و حـذف توابـع   24معـادلات ( ) در 30با جایگذاري روابط (
بـه  زیـر   صورت بهمکانی و زمانی از طرفین، معادلات حرکت 

 خواهد آمد: دست

)31( 
 

پوســته  مــودشــکل ) فرکــانس طبیعــی و 31کــه از رابطــه (
اده و تحـت  س ـ گـاه  تکیهتحت شرایط از دو طرف  اي استوانه

 خواهد آمد. دستبهارتعاش آزاد 

 نتایج و بحث -5

در ابتدا صحت انجام محاسبات بررسی شده و سـپس نتـایج  

نتـایج   مقایسه 2شکل عددي مطالعه و تحلیل خواهند شد.  
 مختلف با مقالـه  L/Rهاي  تغییرات فرکانس اصلی در نسبت

ي ااسـتوانه  پوسـته دهد. مشخصات  ] را نشان می28مرجع [
 آمده است. 1 این مقاله در جدول

 

 
هاي L/Rتغییرات فرکانس طبیعی با  مقایسه ):2(شکل 

 مختلف
 

شـود کـه   مشاهده می 2با توجه به نتایج ارائه شده در شکل 
هـاي پـایین تطـابق    نتایج این پژوهش بخصوص در فرکانس

 هاي پیشین دارد.خوبی با پژوهش

ــات  ــتهمشخص ــتوانه پوس ــه  اس ــا لای ــامپوزیتی ب  اي ک
پیزوالکتریک شـامل مشخصـات مـاده و هندسـه و ضـرایب      
پیزوالکتریک که نتایج آن در این بخش ارائه خواهد شـد در  

آمده است. در صورت تغییر هر یک از ایـن مقـادیر    2جدول 
 هاي صورت گرفته مقدار آن ذکر شده است.در بررسی

ها الیاف لایه زاویهها، یک متغیر مهم دیگر در کامپوزیت
سزایی در مقاومـت و سـفتی کامپوزیـت    هب تأثیرباشد که می

الیـاف   زاویـه دارد. تغییرات فرکانس طبیعی تیر با تغییـر در  
 مورد مقایسه قرار گرفته است.  3 کامپوزیت در شکل
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استوانه با تغییر  پوستهتغییرات فرکانس ): 3(شکل 

 الیاف زاویه
 

بررسی تغییرات فرکانس نسبت به تغییر شعاع لایه   4 شکل
دهد. مطابق شکل فرکانس با شـعاع لایـه   میانی را نشان می

میانی نسبت معکوس دارد. هرچه شعاع لایه میـانی افـزایش   
 پیدا کند، میزان فرکانس کاهش پیدا خواهد کرد.

نسبت شعاع به ضخامت پوسته از پارامترهایی است کـه  
تغییـرات   5شـود. در شـکل   معمولاً در مطالعات بررسی مـی 

شود. هرچه نسبت اهده میفرکانس نسبت به این پارامتر مش
شعاع متوسط به ضخامت افزایش پیدا کند میـزان فرکـانس   

 اي افزایش پیدا خواهد کرد.طبیعی پوسته استوانه

 6اي در فرکـانس را در شـکل   استوانه پوستهتأثیر طول 
نشان داده شده اسـت. مطـابق شـکل هرچـه طـول پوسـته       

افـزایش  اي افزایش پیدا کند، فرکـانس طبیعـی نیـز    استوانه
 پیدا خواهد کرد.

 

 
استوانه با تغییر شعاع  پوستهتغییرات فرکانس ): 4(شکل 

 میانی لایه

  

  
استوانه با تغییر نسبت  پوستهتغییرات فرکانس  ):5(شکل 

R/h 

 صحت سنجی خصوصیات پوسته استوانه): 1جدول (
ρ(kg/m3) ʋ12 G23(GPa) G13(GPa) G12(GPa) E22(GPa) E11(GPa) 

1643 26/0 1/4 1/4 1/4 6/7 19 

θ3 θ2 θ1 Nplies h(m) L(m) R(m) 
90 0 90 3 002/0 2 1 

 
 اي کامپوزیتیمشخصات هندسه و خواص ماده پوسته استوانه): 2جدول (

R(m) h(m) L(m) ʋ21 ʋ12 G12(GPa) E22(GPa) E11(GPa) 
2 1/0  4 017/0  28/0  17/7  3/10  181 

ρ(kg/m3) Nplies μ3 e33 e31 C11 θ2 θ1 
7500 2 560  2/5-  1011× 139 0 90 
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 تغییرات فرکانس نسبت به طول استوانه ):6(شکل 

 
ــی   ــه بررس ــه ب ــأثیراتدر ادام ــرایب پی ت ــک در ض زوالکتری

ــانس ــی فرک ــاي اصــلی م ــردازیمه ــراي ضــرایب   .پ ــایج ب نت
آمــده اســت.  9تــا  7هــاي پیزوالکتریــک مختلــف در شــکل

برخی از ضرایب بسیار اندك است.  تأثیرشود که مشاهده می
مشـاهده   L/Rارد بررسی شده با افـزایش نسـبت   وم در همه

 ت.ضرایب پیزوالکتریک افزایش یافته اس تأثیرشود که می

تأثیر سایر ضـرایب پیزوالکتریـک در تغییـرات فرکـانس     
هـا   اصلی ناچیز است به همـین دلیـل از رسـم تغییـرات آن    

نظــر شــده اســت. بــا توجــه بــه نمودارهــاي ضــرایب  صــرف
ــرات در    ــه بیشــترین تغیی ــک مشــخص اســت ک پیزوالکتری

 شود.ایجاد می C11فرکانس با تغییر ضریب 
 

 

 
ت به ضریب پیزوالکتریک تغییرات فرکانس نسب): 7(شکل 

C11 
 

 

 
تغییرات فرکانس نسبت به ضریب پیزوالکتریک ): 8(شکل 

C22 
 

 
تغییرات فرکانس اصلی نسبت به ضریب ): 9(شکل 

 C12پیزوالکتریک 

 گیري  نتیجه -5

پارامترهاي هندسی در پاسخ ارتعاشاتی  تأثیردر این مطالعه 
و مـورد بررسـی   پیز هاي لایهاي کامپوزیتی با پوسته استوانه
پارامترهـاي هندسـی از قبیـل زاویـه      تـأثیرات قرار گرفـت.  

الکتریـک  ضـرایب پیزو الیاف، تغییر ابعاد و همچنین تغییـر  
دهـد کـه در میـان پارامترهـاي      بررسی شد. نتایج نشان می

 C11و پـارامتر   تأثیرداراي کمترین  C22الکتریک پارامتر پیزو
 با C11مقدار  .عی داردرا بر روي فرکانس طبی تأثیربیشترین 

همچنین هرچه نسبت فرکانس طبیعی رابطه مستقیم دارد. 
بـر روي فرکـانس    C11 تـأثیر کمتـر باشـد،    شـعاع طول بـه  

نیز با فرکانس  C12در مورد پارامتر طبیعی بیشتر خواهد بود.
که با افزایش مقدار این طوريهطبیعی رابطه معکوس دارد ب

  یابد. سوسی کاهش میطور محضریب، فرکانس طبیعی به
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