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 چند بخشی یحصح يدور يهاگراف
 2ژیلا عباسی ، *1غلامرضا صفاکیش همدانی

  همدان سینا یدانشگاه بوعل یاضی،ر ، گروهدانشکده علوم کارشناسی ارشدفارغ التحصیل   -2 یاضی،گروه راستادیار،  -۱
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  چکیده
 در  .شـود یاسـت را مشـخص م ـ   یمثبت ـعدد صـحیح   nکه  ،nاز مرتبه دلخواه  ICG (n, D) چند بخشی یحصح يدور يهامقاله، گراف یندر ا

∋ 𝐚 ,𝐛:{𝐚 ,𝐛}� هـاي آن مجموعـه  اسـت و یـال   𝐙𝐧 گـروه  ياست که رئوس آن اعضا یگراف ICG (n, D) اینجا  𝐙𝐧 , 𝐠𝐜𝐝(𝐚 − 𝐛 ,𝐧) ∈ 𝐃�   
 يهـا آن، گـراف  يهایالمجموعه  فرم یلها را به دلدسته از گراف ینااست.  nیح مثبت عدد صح يهایهاز مقسوم عل يامجموعه Dباشد و می

 یدو رأس یچافراز کرد که ه يطور X,Y مجموعهیربه دو ز است که مجموعه رئوس آن را بتوانگرافی  Gی . گراف دوبخششود نامیده میب.م.م 
متصـل باشـد. ایـن     Y، به تمام رئـوس  X هرگاه هر رأس در شود گفته میرا کامل  یدوبخشمجاور نباشند. گراف  Yو هیچ دو رأسی در  X در

|𝐗|اگر  شود داده مینمایش  𝐊𝐦,𝐧گراف را با  = 𝐦  و|𝐘| = 𝐧 .شوند.یم یفتعر یمانند گراف دوبخش یزن ،چند بخشی يهاگراف 

 چند بخشیگراف  ي،گراف دور یح،گراف صح یلی،گراف ک :هاواژهیدکل

   مقدمه -1

اجتمـاعی آنلایـن، بحـث    هـاي   استفاده از شـبکه  عمومی شدنبا 
ي حاضـر در  ضـا عشخصی ا اطلاعاتحفاظت و ها  حفاظت از داده

در حال افزایش است و به یک مسئله اساسـی   اجتماعیهاي  گروه
ها کـه هـر   ارتباط نزدیک مدل کاربران و گراف ت.تبدیل شده اس

یـال   عنـوان  بـه و ارتباط هر دو نفر را  رأسیک  عنوان بهشخص را 
هـا در  باعـث اهمیـت بـیش از پـیش گـراف      کنـد مـی  سازي مدل

هـا بـراي تجزیـه و    همچنـین گـراف   شود.اجتماعی میهاي  شبکه
هایی براي حفـظ  اجتماعی، ایجاد روشهاي  تحلیل ساختار شبکه

حریم خصوصـی و برقـراي تعـادل بـین امنیـت شـبکه و میـزان        
اجتمـاعی  هـاي   اطلاعات از دست رفته و گمنام سـازي در شـبکه  

 ي دارند.مؤثربراي حفظ حریم خصوصی کاربرد 

مفهـوم گـراف    یعبا توس ـ 2و تی ساندر 1تزکلو 2007در سال 
و مجموعــه  𝐙𝐧 گـراف ب.م.م را بــا مجموعـه رئـوس    یکـه،  یلـی ک

ــال , a}�هــاي  ی b}: a , b ∈  Zn, gcd(a − b , n) ∈ D� ، تعریــف
 یحصـح  يداد که هر گراف دورنشان  2005در سال  3ردند. سوک

 گراف ب.م.م، متناظر است. یکبا 

 یسماتر یژهو یرمقادگاه  هر ،شود گفته می یحرا صح Gگراف 
یـژه،  و یرتمـام مقـاد   یباشد بـه عبـارت   یحصح A(G) مجاورت آن،

 فـبا طی  Kn لـامـراف کـال گـثـوان مـعنهـد. بـاشـب حـیـحـص

(n-1, -1, …, -1) ، گـراف   اسـت.  یحگراف صـح  یکG  را دوري
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  دوري باشد. A(G)گاه  گویند هر

هـا   به بررسی گراف دوري بودن ] یک دیدگاه1-3در مراجع [
 بررسـی هـا   گراف انرژي ] از منظر4-8[پرداخته شده و در مراجع 

 .اند شده

دو بخشـی و چنـد   هـاي   بر اسـاس گـراف   مقاله  ساختار این
هـاي  اجتماعی گـراف هاي  بخشی استوار است که امروزه در شبکه

هـاي   گروهـاي فاقـد اشـتراك در شـبکه     عنـوان  بهچند بخشی را 
 نظر گرفت. توان در می مجازي

 کیلی يهاگراف -2

 یـن مطـرح شـد. ا   4یلـی بار توسط آرتـور ک  یناول یلیک يهاگراف
    هسـتند و   گـروه  یـک سـاختار   يشـهود  یشها در واقع نمـا گراف

 :شوندیم یفتعر یرصورت زبه

باشـد و   1گروهی با عضو همانی  G فرض کنید :1-2تعریف 
Sزیرمجموعــه  ⊆ G  1را در نظــر بگیریــد کــه ∉ S و در ضــمن       

S ورتـص نـید، در اـاشــه بـتـسـب ريــیـگه وارونـت بـبـسـن 

   X=Cay (G,S) یـلـیـراف کـگ

 :هاي آنو مجموعه یال V(X) = G مجموعه رئوس آنگرافی است که 

 E(X) =  �{𝐚,𝐛}: 𝐚 𝐛−𝟏  ∈  S�.باشد 

هسـتند   یلـی ک يهاخاص از گراف ياب.م.م دسته يهاگراف
𝐆ي ازاکه به = 𝐙𝐧 یرمجموعهو ز:  

                                                                                                
4 A. Cayley 
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S = {x: x ∈ 𝐙𝐧, gcd(x, n) ∈ D} 

در  ICG (n,D) کـه گـراف   شـته باشـید  . توجـه دا یندآیدست مهب
nحالتی که  ∈ D ، ،شودیفرض م ،رواز اینطوقه دارد: 

D⊆ D∗(n) ≔  {d > 0: d|n, d < n} 
ــال ــراف :2-2 مث ــاي گ ــکل  ICG (8,{1})ه و  )1(در ش

رسـم   )2(در شـکل   ICG (6,{2,3})و  ICG (6,{1,3}) هاي گراف
 اند:شده

 
 .ICG (8,{1}) ساختار گراف): 1(شکل 

∑مـنظم از درجـه    ICG (n,D)گراف  :3-2قضیه  φ(n
d

)d∈D 
 تابع اویلر است. φ ،است که در آن

  ].2[رجوع شود به  :برهان

 
 .ICG  )6}،3،1({ و ICG )6}،2،3({ هايگراف :)2شکل (

دسـت  هب یرصورت زبه ICG (n,D)مقادیر ویژه گراف  :4-2قضیه 
 :یدآیم

λk(n, D) = �µ(
n

gcd(kd, n))
d∈D

φ(n
d� )

φ( n
gcd(kd, n))

 

 باشند.یم یوسو موب یلرتوابع اوترتیب  به µو  φ ،که در آن

  ]10و  4[ و  نیـز مطالـب مراجـع       ]9[ بـه مرجـع   .نبرهـا 
   .مراجعه شود

Dکه  ICG (n,D)گراف  :5-2قضیه  = {d1, … , dr } ، همبند
  :است اگر و تنها اگر

gcd(n, d1, … , dr) = 1.  

 :در آن گراف کیلی است که ICG (n,D)که  دانیدمی :برهان

. 𝐒 = {𝐱 ∶ 𝐠𝐜𝐝(𝐱,𝐧) ∈ 𝐃} 

 Gمولـد گـروه    Sه همبند است اگر و تنها اگر مجموع ـگراف 
اسـت اگـر و    𝐙𝐧مولـد   〈𝐦〉که مجموعه  دانیدباشد؛ از طرفی می

اگر و تنها اگـر  است  𝐙𝐧مولد  Sدر نتیجه  .=gcd (m,n) 1تنها اگر 
 تســاوي بــا معــادل کــه باشــند اول n بــه نســبت Sي اعضــا

𝐠𝐜𝐝(𝐧,𝐝𝟏, … ,𝐝𝐫) =          است. 𝟏

یس مجاورت ماتر با يدورگرافی  G فرض کنید :6-2تعریف 
𝐀(𝐆) = [𝐚𝐢𝐣] مجموعـه رئـوس    و{0, …, n-1}    یـا باشـد. نمـاد 

ــا  G گــراف يدور همجموعــ ــه یشنمــا S(G)را ب  صــورتداده و ب
𝐒(𝐆) = �𝐤: 𝐚𝟎,𝐤 =  .شودتعریف می �𝟏

کـه   یصـورت در  ICG (n,D) کـه گـراف   شودیم یبررسحال 
 یناز ا یرز یهقض همبند نباشد به چه صورت خواهد بود. در اثبات

 یلی،ک يهادر گراف يهمبند يهاکه مؤلفه شودینکته استفاده م
 .ندتهس یکریخت

 يهـا از گـراف  یبرابر اجتمـاع  ICG (n,D)گراف  :7-2قضیه 
 و  n =ct کامل است اگر و تنها اگر

𝐃 = {𝐫𝐜 ∶ 𝐫 ≥ 𝟏 , 𝐫𝐜 |𝐧}. 
𝐃و  n=ctاگر  برهان. = {𝐫𝐜 ∶ 𝐫 ≥ 𝟏 , 𝐫𝐜 |𝐧} ، آنگاه:  

𝐒(𝐆) = {𝐱 ∶ 𝐠𝐜𝐝 (𝐱,𝐧) ∈ 𝐃} = {𝐜,𝟐 𝐜, … , 𝐜𝐭} 
|𝐒(𝐆)|که  شودمشاهده می = 𝐭  و هر دو عضو ازS(G)  .مجاورند

 ICGگرافی کامل است؛ چون 0بنابراین، زیرگراف شامل رأس 

(n,D) هم  يهمبند يهامؤلفه ریسا در نتیجهمنتظم است،  یگراف
 کامل هستند. یرگرافیز

باشد  0مؤلفه شامل رأس  Hو  ICG (n,D)برعکس فرض کنید 
𝐃که  = {𝐝𝟏, … ,𝐝𝐥}  و𝐝𝟏 ≤ 𝐝𝟐 ≤ ⋯ ≤ 𝐝𝐥 چون .H  گراف کامل

ها 𝐝𝐢 تمام  ،رو متصل است. از این Hها در 𝐝𝐢است، صفر به تمام 
 :بنابراین، 𝐝𝟐~𝐝𝟏هستند. از طرفی  Hرأسی از 

𝐠𝐜𝐝 (𝐝𝟐 − 𝐝𝟏,𝐧) ∈ 𝐃 چون .𝐝𝟐 − 𝐝𝟏 < 𝐝𝟐 لازم است که ،
𝐠𝐜𝐝(𝐝𝟐 − 𝐝𝟏) = 𝐝𝟏 نتیجه و در 𝐝𝟐 𝐝𝟏|ًمشابها . 

 𝐠𝐜𝐝 (𝐝𝟑 − 𝐝𝟐,𝐧) که لازم است 

 𝐠𝐜𝐝(𝐝𝟑 − 𝐝𝟐,𝐧) ∈ {𝐝𝟏,𝐝𝟐} . 

طور مشابه و بـا ادامـه   . به|𝐝𝟑 𝐝𝟏دهد که در هر صورت نتیجه می
𝟏بـراي   |𝐝𝐢 𝐝𝟏شود که این روند دیده می ≤ 𝐢 ≤ 𝐥   حـال نشـان .

تعلـق   Dکننـد، بـه   را عاد می nکه  𝐝𝟏تمام مضارب  شود داده می
 𝐧ترین عددي باشـد کـه   کوچک 𝐚𝐝𝟏دارند. به برهان فرض کنید 

𝐝𝟏|  و𝐝𝟏 ∉ 𝐃. ــن ــورت  در ایـ 𝐠𝐜𝐝(𝐚𝐝𝟏صـ − 𝐝𝟏,𝐧) = 𝐤𝐝𝟏  ــه کـ
𝟏 ≤ 𝐤 ≤ 𝐚 − 𝐤𝐝𝟏، لازم اسـت کـه   aبنابر انتخـاب   .𝟏 ∈ 𝐃   و ایـن

𝐚𝐝𝟏نتیجـه   و در 𝐚𝐝𝟏~𝐝𝟏دهـد کـه   نتیجه می ∈ 𝐕(𝐇)   و از آنجـا
𝐚𝐝𝟏~𝟎 نتیجــه   و در𝐚𝐝𝟏 ∈ 𝐃    ،کــه تنـــاقض اســت. بنـــابراین

𝐃 = {𝐫𝐝𝟏 ∶ 𝐫 ≥ 𝟏 , 𝐫𝐝𝟏|𝐧}.  شـود کـه   همچنین دیده مـیV(H)  از
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|𝐕(𝐇)|نتیجـه   تشکیل شده اسـت. در  𝐝𝟏تمام مضارب  = 𝐭  کـه   
n = t𝐝𝟏 چون گراف .ICG (n,D)  منتظم است، لازم است که سایر

 باشند. Ktنیز گراف کامل  Hهاي مؤلفه

در  ICG (n,D)گـراف   D=} 4،2{و  =8nازاي بـه  :8-2 مثال
 اجتماع دو گراف کامل همچنین رأسی است: )3شکل (

 
 و n =8 ازاي به ICG (n,D) هایی که اجتماعشانگراف :)3شکل (

}4،2 {=D .است 

 چند بخشی یحصح يدور يهاگراف -3

   دو بخشی است اگر و تنها اگر  ICG (n,D)گراف  :1-3قضیه 
𝟏اي که  𝐤𝟎ازاي  به ≤ 𝐤𝟎 < 𝐧 ،n  𝟐زوج و 𝐤𝟎𝐝

𝐧
عددي فرد بـراي   

𝐝هر  ∈ 𝐃  .باشد 

 دو ICG (n,D) حیصـح  یگـراف چرخش ـ  دی ـفـرض کن  :برهان
𝛌𝐧بخشی باشد. در این صورت بـا توجـه بـه اینکـه      = ∑ 𝛗𝛗(𝐧

𝐝
)𝐝|𝐧 

 .اي داشته باشید k يبرا دیبا ،رو نیاست، از ا ژهیمقدار وترین  بزرگ

𝛌𝐤 = −∑ 𝛗𝛗(𝐧
𝐝

)𝐝|𝐧، که:  دانیداما می 

𝛌𝐤(𝐧,𝐃) = �𝛍(
𝐧

𝐠𝐜𝐝(𝐧,𝐤𝐝))
𝐝∈𝐃

.
𝛗𝛗(𝐧 𝐝� )

𝛗𝛗( 𝐧
𝐠𝐜𝐝(𝐧,𝐤𝐝))

  . 

 :از این رو باید

 𝛍� 𝐧
𝐠𝐜𝐝(𝐧,𝐤𝐝)� = ±𝟏          ∀𝐝 ∈ 𝐃. 

  :بنابراین

𝐚 =
𝐧

𝐠𝐜𝐝(𝐧,𝐤𝐝) ∈ {𝟏 ,𝟐} 

𝐚اما  ≠ 𝛗𝛗(𝟏)، زیرا 𝟏 = 𝛍(𝟏) ≠  :نتیجه دارید در 𝟏−

: 𝐧
𝐠𝐜𝐝(𝐧,𝐤𝐝)

= 𝟐 ⟹ 𝐠𝐜𝐝(𝐧 ,𝐤𝐝) = 𝐧
𝟐

         ∀𝐝 ∈ 𝐃  

زوج باشــد. از طرفــی رابطــه    nدهــد بایــد  کــه نشــان مــی  
𝐠𝐜𝐝 �𝟐 , 𝟐 𝐤𝐝

𝐧
� = ــراي دهــد نشــان مــی 𝟏 𝐝بایــد ب ∈ 𝐃  فــرد و

 gcdطـوري کـه  ، بـه k=abتک عضوي باشد؛ زیرا اگر  Dمجموعه 
(k,n)=a   ــر ــراي ه 𝐝ب ∈ 𝐃ــد ــه  و در gcd(n,kd)=ad ، داری  نتیج
𝐚𝐝 = 𝐧

𝟐
ــا   𝐝و از آنجـ = 𝐚𝐧

𝟐
ــر   ــابراین، اگـ ــاه ، D={d0}. بنـ  آنگـ

 کنند برابر با مجموعهیصدق م هیکه در شرط قضتعدادهایی 

 𝑨 = �𝐥. 𝐧
𝟐 𝐝𝟎

∶ 𝐠𝐜𝐝(𝐥,𝐧) = 𝟏 , 𝐥 < 𝟐 𝐝𝟎�  
 است. 

𝐤𝟎 ،𝟐 𝐤𝟎 𝐝براي  برعکس، فرض کنید
𝒏

𝒅بـراي هـر     ∈ 𝑫   فـرد
 :است. بنابراین

𝛌𝒌𝟎 = �𝛍(
𝐧

𝐠𝐜𝐝(𝐧,𝐤𝟎𝐝))
𝒅|𝒏

.
𝛗𝛗(𝐧 𝐝� )

𝛗𝛗( 𝐧
𝐠𝐜𝐝(𝐧,𝐤𝟎𝐝))

            

= �𝛍(
𝐧

𝒏
𝟐 𝐠𝐜𝐝(𝟐,𝟐 𝐤𝟎 𝐝

𝒏 )
)

𝒅|𝒏

𝛗𝛗(𝐧 𝐝� )

𝛗𝛗( 𝐧
𝒏
𝟐 𝐠𝐜𝐝(𝟐,𝟐 𝐤𝟎 𝐝

𝒏 )
)

= �𝛍(𝟐)
𝒅|𝒏

𝛗𝛗(𝐧 𝐝� )
𝛗𝛗(𝟐)  

= −�𝛗𝛗(𝐧 𝐝� )
𝒅|𝒏

 

 شود. درنتیجه، حکم ثابت می

جـز   بـه  ICG (n,D) هـر گـراف   یدر حالت کل کنید کهتوجه 
 :اگر رایباشد. ز چند بخشیتواند گراف یکامل، مگراف 

 𝑺(𝑮) = {𝒂𝟏, … ,𝒂𝒌} مجموعــــه رئــــوس مجــــاور صــــفر و  
   𝑺(𝑮) = {𝒃𝟏, … ,𝒃𝒎} با صفر باشند،  مجاور ریمجموعه رئوس غ

,𝒃𝒊𝟏رأس صفر و رئـوس  آنگاه  … ,𝒃𝒊𝒎 ∈ 𝑺(𝑮)    را چنـان در نظـر
و از آنجا که  مجاور نباشند هم با یدو رأس چیکه ه شود گرفته می
,𝒃𝒊𝟏 به جزرئوس،  ریسا يو منتظم است، برا يگراف دور … ,𝒃𝒊𝒎 

صــورت  نیــدر ا. شــود گرفتــه مــیو صــفر ایــن رونــد را در نظــر 
را به چند بخش افراز  {n-1 ,… ,1 ,0} مجموعه رئوس دیا توانسته

 .کنید

کامـل باشـد    چند بخشی ICG (n,D)اگر گراف  :2-3قضیه 
 و  n=rt آنگاه 

𝑫 = �
𝒏
𝒅𝒊

: �𝝋𝝋(𝒅𝒊) = 𝒏 − 𝒓� 

کامل باشد  چند بخشیگراف  ICG (n,D)فرض کنید  :برهان
,𝑿𝟏 و … ,𝑿𝒕 ،چنـد  چـون گـراف    مجموعه رئوس باشند. يافرازها

= لازم است کهبنابراین  منتظم است، بخشی ⋯  = |𝑿𝒕| |𝑿𝟏|  و
 :بنابراین

𝒏 = �|𝑿𝒊|
𝒕

𝒊=𝟏

= 𝒕|𝑿𝒊| 

= فرض کنیـد  𝒓 |𝑿𝟏|  𝟎و ∈ 𝑿𝟏   ؛ چـون گـرافICG (n,D) 
 ریرأس سـا  t-1صفر با تمام  رأس بنابراینکامل است  چند بخشی

  :نیافرازها، مجاور است. بنابرا

|𝑺(𝑮)| = �|𝑿𝒊| = (𝒕 − 𝟏)𝒓
𝒕

𝒊=𝟐

 

𝒏و  − |𝑺(𝑮)| = 𝒓  مجموعهD کـه در   شود ساخته میرا چنان م
 :شودصورت تعریف میرا به A صدق کند. مجموعه هیشرط قض

𝑨 = 𝝋𝝋(𝑫(𝒏) ∖ {𝟏}) ∶  {𝝋𝝋(𝒅𝒊): 𝒅𝒊
∈ 𝑫(𝒏) ∖ {𝟏}} 
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 :که در شرط شود گرفته میرا در نظر  A از مجموعه ییحال اعضا

 𝒏 − |𝑺(𝑮)| = 𝒓  
 شود: ساخته میرا چنین  Dصدق کند و مجموعه 

𝑫 = �
𝒏
𝒅𝒊

: �𝝋𝝋(𝒅𝒊) = 𝒏 − 𝒓� 

 مجموعه مطلوب است.  Dدر این صورت 

 ، در این صورت داریم:=18nفرض کنید  :3-3مثال 
𝝋𝝋(𝟏𝟖) = 𝟔,    𝝋𝝋(𝟗) = 𝟔 ,   𝝋𝝋(𝟔) = 𝟐  , 𝝋𝝋(𝟑) = 𝟐  ,   

)1,1(            𝝋𝝋(𝟐) = 𝟏     

را  ری ـچنـد حالـت ز  ، �|𝑿| 18 دیبا قبل چون هیاما با توجه به قض
 :میدار

)1( |𝑿| = 𝟏𝟖. در این حالت 𝟏 − |𝑺(𝑮)| =  دی ـگراف با؛ یعنی 𝟏
 .= D }1،2،3،6،9{ صورت نیکامل باشد که در ا

)2( |𝑿| =     قبل، هیبا توجه به قض دیصورت با نیدر ا. 𝟐

)3( 𝟏𝟖 − |𝑺(𝑮)| = : ) داریــد1,1امــا بــا توجــه بــه رابطــه (، 𝟐
𝝋𝝋(𝟏𝟖) +  𝝋𝝋(𝟗) +  𝝋𝝋(𝟔) +   𝝋𝝋(𝟑) = 𝟏𝟔 

𝟏𝟖� =}1،2،3{پس
𝟏𝟖

 , 𝟏𝟖
𝟗

 , 𝟏𝟖
𝟔

 , 𝟏𝟖
𝟑
�. 

 |𝑿| = |𝑺(𝑮)| . دارید𝟑 = ) 1.1با توجه به رابطـه (  بنابراین، 𝟏𝟓
                                           یــا D = {1 , 2 , 6 , 9} دیداشــته باشــ دیــقبــل، با هیقضــو 

D = {1 , 2 , 3 , 9}. 

)4( |𝑿| = |𝑺(𝑮)| آنگــــــاه  .𝟔 =  بایــــــد بنــــــابراین، ،𝟏𝟐
D ={1 , 2}. 

)5( |𝑿| = |𝑺(𝑮)|. در این صورت 𝟗 =    نتیجه باید ، در𝟗

D={1 , 6 , 9}  یاD = {2 , 3 , 9}. 

 گیرينتیجه -4

 بخشـی  چنـد دو و هاي دوري صحیح وضعیت گرافاین مقاله در  
هـا  هاي این گـراف بررسی شد و نتایج جدیدي در خصوص ویژگی

 ـ ه چدر شرایط مختلف با ارائ در صـورت   دسـت آمـد.   هند قضـیه ب
هاي چهار شرایط را براي گرافاین تواند خواننده می ،منديعلاقه

 مورد بررسی قرار دهد. ،بخشی به بالا
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ABSTRACT 

In this paper we specify the class of integral circulant graphs ICG(n;D), which can be characterized by 
their order n and the set D of positive divisors of n in such a way that they have the vertex set Zn and the 
edge set 

 
This group of graphs is called BMM graphs because of the form of its set of edges. A bipartite G graph 

is a graph whose vertex set can be divided into two subsets X, and Y such that no two vertices in X and no 
two vertices in Y are adjacent. The duplicate graph is called complete if each vertex in X is connected to all 
vertices in Y. This graph is  represented by K_ (m, n), if | X | = m and | Y | = n. Multipartite graphs are also 
defined as bipartite graphs. 

 
Keywords: Cayley Graph, Integral Graph, Circulant Graph, Multipartite Graph. 
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