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  یافتههاي توزیعیابی اهداف در رادارهاي چند ورودي چند خروجی با آنتنمکان
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 ، تهران، ایراندانشگاه صنعتی شریف ،دانشیار -2، دانشگاه صنعتی شریف ،پژوهشگر پسادکتري -1
  )28/02/1399، پذیرش: 17/12/1398(دریافت: 

  چکیده

 یابیهدف مکان .بررسی شده است افتهی عیتوز يها با آنتن چند ورودي چند خروجی ياهداف در رادارها بیضوي یابی مسأله مکان مقاله، نیدر ا
متنـاظر بـا    MLکـه تخمـین   باشد. از آنجـایی می استاتیکتأخیر بايهاي نویزي گیرياندازهاي از هدف از روي دسته موقعیت، تخمین بیضوي

تواند منجر به همگرایی بـه نقـاط کمینـه محلـی     هاي عددي براي حل آن میباشد، استفاده از روشغیرمحدب می ايألهمس بیضويیابی مکان
براي ها این الگوریتمکه  شده استیابی ارائه بسته) براي حل مسأله مکانشکلوماً گرهایی (عمدر این مقاله تخمین ،براي رفع این مشکل .شود

   هاي ارائه شده، از نظر عملکردي تا سطوح نسـبتاً بـالاي نـویز کـارا بـوده و بـه بانـد        روشهمگرایی به پاسخ سراسري مشکلی نخواهند داشت. 
 و جبـري  بسـته شـکل هاي موجود دارند. همچنین، بـا توجـه بـه ذات    نسبت به روشیابی بالاتري ها دقت مکاناین روش رسند.میرائو -کرامر
 موجـود در ادبیـات نیـز    بستهشکلهاي البته از این نظر، عملکرد سایر روش .است پایینبسیار ها محاسباتی آنشده، پیچیدگی هاي ارائه روش

راداري در  یـابی مکان اي براي ادامه پژوهش در حوزهعنوان پایه تواند بهمقاله میشده در این هاي ارائهذکر است که ایده لازم بهباشد. مشابه می
 نظر گرفته شود.

 دار، تأخیر گر حداقل مربعات وزنرائو، تخمین-یابی اهداف، رادارهاي چند ورودي چند خروجی، باند کرامرمکان : ها واژه کلید

 استاتیک.باي

   مقدمه -1

و چنـد   يچنـد ورود  يهـا امانهاستفاده از س دهیا شیدایاز پ پس
 ها امانهس نیگوناگون ا يایمخابرات و اثبات مزا اتیدر ادب یخروج

 يا دهیا ،یخروج  و تک يورود  تک یمخابرات يهاامانهسنسبت به 
 MIMO1بـا عنـوان رادار    يرادار يهـا  امانهس ـ یمشابه در طراح ـ

اسـت کـه از    يرادار MIMOرادار  ،یطـور کل ـ  .  به]1[ مطرح شد
مستقل از هم و  ی معمولاًارسال يها فرستنده با شکل موج نیچند
 ـا .شـود  یم ـ لیتشـک  گریکـد یتعامل بـا   يدارا رندهیگ نیچند  نی

 یبـه دو دسـته کل ـ   شـان یها آنـتن  نشی ـحسب نحوه چ رادارها بر
 .شوند یم میتقس 3افتهی عیتوز و 2مکان هم

در کنـار   يا گونه به MIMOرادار  يها در دسته نخست، آنتن 
 ـ يا هی ـکه امکـان پـردازش همـدوس و آرا    رندیگ یهم قرار م  نیب

 ـ. ا]2[ شود یها فراهم م مشاهدات آنتن  یرادارهـا از چنـدگانگ   نی
. از جملـه  کننـد  یبهبود عملکرد رادار استفاده م ـ يشکل موج برا

 هی ـآرا يسبت بـه رادارهـا  مکان ن هم MIMOمهم رادار  يها تیمز
، ]3[ شـتر یب صیقابـل تشـخ   يهـا شاخصبه تعداد  توان یم يفاز
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1 Multiple-Input Multiple-Output 
2 Colocated 
3 Widely Distributed 

 يریپـذ  کی ـو بهبود دقـت تفک  ]4[اهداف  یابی بهبود قدرت مکان
فرسـتنده و   يهـا  دسـته دوم، آنـتن   در اشـاره کـرد.   ]5[ي ا هیزاو
 MIMOي . در رادارهـا رندیگ یدر فواصل دور از هم قرار م رندهیگ

) مختلـف  رنـده یگ-(فرسـتنده  کیاستات يبا يها از زوجبا استفاده 
کـه   افتیمستقل از هر هدف دست  يا هیبه مشاهدات زاو توان یم
بـا   ن،ی. همچن]6[ شود یم یمکان یچندگانگ جادیامر موجب ا نیا

بـه   تـوان  یم ـ افتهی عیتوز يها با آنتن MIMO ياستفاده از رادارها
اهداف دسـت   کیو تفک یابی مکان ،يدر آشکارساز يعملکرد بهتر

بـا   MIMO يرادارهـا  يبر رو مقاله نیما در ا تمرکز .]7-9[ افتی
 .باشد یم افتهی عیتوز يها آنتن

مسأله یـافتن مشخصـات سـینماتیکی (موقعیـت و سـرعت)      
اي از کننـده توسـط مجموعـه   کننـده یـا مـنعکس   اهداف تشعشع

شـده در محـیط، در طـی چنـد دهـه اخیـر در       هاي توزیعگیرنده
سـیم و  هاي حسگري بـی کاربردهایی از جمله رادار، سونار، شبکه

یـابی  این مسائل تحت عنوان مکـان  .]10[ اند مخابرات مطرح شده
بـه طـور خـاص کـاربرد گسـترده       شـود. در ادبیات شـناخته مـی  

هاي رادارهاي مراقبتی و ردیابی، این بلوك را امانهسیابی در  مکان
صورت  به راداري تبدیل کرده است.هاي به یک جزء اصلی پردازش

هـاي مسـتقیم و   یـابی بـه دو دسـته روش   هـاي مکـان  کلی، روش
هــاي دســته نخســت، شــوند. در روشمســتقیم تقســیم مــی غیــر

هـاي  مشخصات سـینماتیکی اهـداف، مسـتقیماً از روي سـیگنال    
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هـاي دسـته دوم،   که در روششود. در حالیدریافتی استخراج می
هـاي دریـافتی محاسـبه    گیري از روي سیگنالابتدا تعدادي اندازه

هـا موقعیـت اهـداف    گیـري شده و سپس با استفاده از این انـدازه 
یـابی مسـتقیم نسـبت بـه     هـاي مکـان  شود. روشتخمین زده می

ها ترین آنهایی هستند که مهمهاي دسته دوم داراي برتريروش
ر هـا د دقت عملکـرد بهتـر و عـدم نیـاز بـه مرحلـه انتسـاب داده       

ها براي تخمین موقعیت  باشد. این روشسناریوهاي چند هدفه می
اهداف، نیازمند جستجو در فضاي چندبعدي هستند و همین امـر  
موجب شده است که به دلیل پیچیـدگی زیـاد در عمـل اسـتفاده     
چنـدانی نداشــته باشــند. تمرکــز مـا نیــز در ایــن مقالــه بررســی   

ه بـه مراتـب کـاربرد    باشد ک یابی غیر مستقیم می هاي مکان روش
تري در ادبیـات رادار و مخـابرات و سـناریوهاي عملیـاتی      گسترده

یـابی غیـر    هاي مورد استفاده در مکانگیرياندازهترین  دارند. مهم
، ]11-13[ شامل زاویـه ورود  MIMOهاي راداري امانهسمستقیم 

ــأخیر ــاي ت ــر  ]14-17[ اســتاتیکب ــايو شــیفت داپل        اســتاتیکب
هـا یـک مکـان     گیـري  باشد. هر کدام از ایـن انـدازه  می ]18 -26[

کنــد کــه بــا تجمیــع کلیــه  هندســی بــراي هــدف مشــخص مــی
تـوان   هـاي هندسـی متنـاظر، مـی     ها و تقـاطع مکـان   گیري اندازه

هـاي  گیـري از میان اندازه دست آورد. تخمینی از موقعیت هدف به
سـادگی  دلیـل   گیري تأخیر بههاي مبتنی بر اندازهذکرشده، روش

 سازي و دقت مناسب کاربرد بیشتري دارند.پیاده

استاتیک در ادبیـات بـه   یابی مبتنی بر تأخیر بايمسأله مکان
روشی ارائه  ]15[یابی بیضوي موسوم است. در این راستا، در مکان

هـاي  گیـري شده است که در آن معادلات بیضوي مربوط به اندازه
ر ادامـه تخمـین موقعیـت    تأخیر به معادلات هذلولوي تبـدیل و د 

گـر حـداقل مربعـات محاسـبه     هدف بـا اسـتفاده از یـک تخمـین    
در این روش، تعداد معـادلات حاصـل نسـبت بـه تعـداد       شود. می

هاي در دسترس به صورت قابل توجهی کـاهش پیـدا   گیري اندازه
کند که موجب افت عملکرد قابل توجه تخمین (به خصوص در می

بـا اسـتفاده از    ،]16[ درشـود.  زیـاد) مـی   حسـگر موارد با تعـداد  
روشی مبتنی بـر   هاي مزاحمشاخصتبدیلات غیرخطی و تعریف 
دار ارائه شـده اسـت. بـا ایـن وجـود،      تخمین حداقل مربعات وزن

، ]17[در  رائـو دارد. -عملکرد این روش فاصله زیادي با باند کرامر
ه شـده  اي ارائروشی مبتنی بر تخمین حداقل مربعات چند مرحله

صـورت   بندي مسأله تخمین بـه است. در این روش، پس از فرمول
هاي مزاحم برد شاخصخطی از موقعیت هدف و یک دستگاه شبه

هاي مجهول توسط یک شاخص(از هدف تا هر گیرنده/فرستنده)، 
شـوند. سـپس،    دار تخمین زده مـی گر حداقل مربعات وزنتخمین
هاي فرضی زمان ورود  گیريعنوان اندازه هاي مزاحم برد بهشاخص

، موقعیـت  هـاي حاصـل   گیـري  در نظر گرفته شده و از روي اندازه
اگرچه این روش عملکرد بهتري نسبت  شود.هدف تخمین زده می

هاي پیشین دارد، در حالـت کلـی عملکـرد آن بـا حالـت      به روش

همچنـین، بـا افـزایش سـطح      رائو) فاصله دارد.-بهینه (باند کرامر
 گیرد.نویز، عملکرد آن به شدت از باند فاصله می

هـاي  گیـري مبتنـی بـر انـدازه    یابیمسأله مکان مقاله، نیا در
د مورد بررسی قرار خواه MIMOاستاتیک در رادارهاي تأخیر باي

گـر  ، تخمـین یـابی بیضـوي  سازي مسأله مکانپس از مدل .گرفت
ML1 کـه مسـأله   از آنجـایی . شـود مـی بنـدي  متناظر فرمولML 

هاي عـددي  باشد، استفاده از روشاي غیرمحدب میحاصل مسأله
تواند منجر به همگرایی به نقـاط کمینـه محلـی    براي حل آن می

 باشـد. هاي تکراري عموماً زیاد میهمچنین، پیچیدگی روش .شود
دو روش براي حل تقریبـی ایـن مسـأله     براي رفع مشکلات فوق،

بالاي نویز عملکـردي مشـابه    که تا سطوح نسبتاًد شد خواهارائه 
د. نرس ـرائو مـی -باند عملکردي کرامرگر بهینه داشته و به تخمین

بـوده و   بسـته شـکل گرها داراي سـاختار نزدیـک بـه    این تخمین
هـاي تکـراري حـل    مشکلات پیچیدگی و همگرایـی محلـی روش  

ــا توجــه بــه همچنــین  را نخواهنــد داشــت. MLمســأله  نتــایج ب
یابی بهتري نسبت ها دقت مکاناین روشهاي عددي، سازي شبیه

 دهند.هاي موجود ارائه میبه روش

، بـه  2باشـد. در بخـش    ساختار ادامه مقاله به این صورت می
در  استاتیکتأخیر بايهاي گیرياندازه راداري و امانهس سازيمدل

یابی  مکان، مسأله 3. در بخش شودپرداخته می MIMOرادارهاي 
د مطـرح خواه ـ  آنبراي حـل   گر کارادو تخمینبررسی و  بیضوي

یـابی  رائو مربوط به مکـان  -کرامر، باند عملکردي 4. در بخش شد
-، بـا اسـتفاده از شـبیه   5. در بخـش  د شدبیضوي استخراج خواه

بانـد  یکدیگر و شده را با هاي ارائههاي عددي عملکرد روشسازي
بندي و  به جمع 6و در نهایت، در بخش  مقایسه نموده رائو-کرامر

 پردازیم.رو میارائه مسیر تحقیقات پیش

شده در این مقاله به شرح زیر  ترین نمادهاي استفاده مهمنمادها: 
هاي اسـکالر بـه ترتیـب بـا     شاخصها و باشد. بردارها، ماتریس می

حروف کوچک ضخیم، حروف بزرگ ضخیم و حروف کج نمـایش  
دهنده ترانهاده و به ترتیب نشان 𝐀−1و 𝐀𝑇ادهايشوند. نمداده می

بـه   :,𝑖[𝐀]و  𝑖 ،[𝐀]𝑖,𝑗[𝐚]هسـتند. نمادهـاي    𝐀معکوس ماتریس 
,𝑖)، المان 𝐚ام بردار -𝑖ترتیب المان  𝑗)- ام ماتریس𝐀   و سـطر𝑖-
و  diag(𝐚)کننــد. نمادهــاي  را مشــخص مــی  𝐀ام مــاتریس 

blkdiag(𝐀1, … ,𝐀𝑁) ترتیــب مــاتریس قطــري متشــکل از  بــه
هاي و ماتریس قطري بلوکی مشتکل از ماتریس 𝐚هاي بردار عنصر

𝐀1, … ,𝐀𝑁 𝟏دهند. را نشان می𝑝  𝟎و𝑝  یـک و  -بردارهاي تمـام
ترتیـب   بـه  𝐎𝑝×𝑞و  𝐈𝑝هسـتند. همچنـین،    𝑝صفر با سـایز  -تمام

𝑝همانی  دهنده ماتریسنمایش × 𝑝 صفر -و ماتریس تمام𝑝 × 𝑞 
 

1 Maximum Likelihood 



 3                                                                                          ، فریدون بهنیاامیري االله روح؛  یافته یعتوز هاي با آنتن یچند خروج يچند ورود ياهداف در رادارها یابی مکان

 {∗}𝔼𝔼و  ‖∗‖صـورت    باشند. نُرم اقلیدسی و امیـد ریاضـی بـه   می
ترتیـب   بـه  ⦸، ⊙، ⊗شوند. همچنـین، نمادهـاي   نشان داده می

دهنده ضرب کرونکر، ضـرب المـان بـه المـان (هادامـارد) و      نشان
معادل بدون نویز بـردار   𝐚𝑜باشند. نماد تقسیم المان به المان می

𝐚  را مشخص کرده و نمادΔ𝐚  دهنـده عبـارت نویز/خطـاي    نشـان
𝐚اي که رابطه باشد به گونهمتناظر می = 𝐚𝑜 + Δ𝐚 .برقرار باشد 

 سازي مسألهمدل -2

گیرنده را در نظر  𝑁𝑟فرستنده و  𝑁𝑡با  MIMOراداري  امانهسیک 
ترتیـب بـا    بعدي بـه ام در فضاي سه 𝑖بگیرید که موقعیت فرستنده 

𝐭𝑖 = �𝑥t𝑖 ,𝑦t𝑖 , 𝑧t𝑖�
𝑇  و موقعیت گیرنده𝑗-  بعـدي  ام در فضـاي سـه
𝐬𝑗ترتیب با  به = �𝑥𝐬𝑗 ,𝑦𝐬𝑗 , 𝑧𝐬𝑗�

𝑇
شـود. همچنـین،   نشان داده مـی  

𝐮𝑜صورت  موقعیت هدف را به = [𝑥𝑜,𝑦𝑜 , 𝑧𝑜]𝑇 دهیم. نمایش می
هـا پـس از انعکـاس از هـدف     شده توسط فرستندهسیگنال ارسال

ي گیرو تعدادي اندازهآوري شده ها جمعتوسط هر کدام از گیرنده
شود. براي استخراج ها استخراج میاز روي آناستاتیک تأخیر باي

هاي مناسـبی در ادبیـات ارائـه    هاي ذکرشده، الگوریتمگیرياندازه
و مراجـع ذکرشـده در    ]28[و  ]27[ اند (به عنوان مثـال بـه  شده

ق ها به یک مرکز تلفیگیريها رجوع نمایید). سپس، این اندازه آن
صـورت متمرکـز انجـام     یـابی بـه  داده ارسال شده و پردازش مکان

ي تــأخیر هــاگیــري ســازي انــدازهشــود. در ادامــه، بــه مــدل مــی
 .شود پرداخته می MIMOدر رادارهاي  استاتیک باي

  فرسـتنده  نیب ـ کیاسـتات  يبا ریتأخ يریگ اندازه حیمقدار صح
𝑖 رندهیام تا گ 𝑗  رد ام پس از ضرب در سرعت انتشارموج با عنوان ب
 :شود یم بیان ریصورت ز شناخته شده و به )BR1( کیاستات يبا

)1( , , 1,..., , 1,...,
i j

o o o
i j t rr NR i jR N= = =+t s  

𝑅t𝑖 در آن که
𝑜 = ‖𝐮𝑜 − 𝐭𝑖‖  و𝑅s𝑗

𝑜 = �𝐮𝑜 − 𝐬𝑗�  .نسـخه  هستند
𝑟𝑖,𝑗صورت  به BR يریگ اندازه يزینو = 𝑟𝑖,𝑗𝑜 + Δ𝑟𝑖,𝑗 شـود  یم بیان 

 است.  يریگ اندازه زینو Δ𝑟𝑖,𝑗که در آن 

 یس ـیماتر شـکل صـورت زیـر بـه    بـه  تـوان  یرا م BR معادلات
 نوشت:

)2( 1 2[ , , , ]
r

T T T T o
N= … = +∆r r r r r r  

ــه در آن  𝐫𝑗ک = �𝑟1,𝑗 , 𝑟2,𝑗 , … , 𝑟𝑁𝑡,𝑗�
𝑇 ــی ــز  Δ𝐫و  𝐫𝑜باشــد و م نی

صورت یک بردار  به Δ𝐫شوند. بردار نویز صورت مشابه تعریف می به
 بیـان  𝐐𝑟تصادفی گوسی با میانگین صـفر و مـاتریس کواریـانس    

  شود.می
 

1 Bistatic Range 

 
یابی بیضوي در فضاي اي از یک سناریوي مکان نمونه ):1(شکل 

 بعدي. دو

 گرهاي پیشنهاديتخمین -3

 یمکان هندس کاستاتیک یهاي تأخیر بايگیريهر کدام از اندازه
آن  يهـا  کـه کـانون   کند یهدف مشخص م تیموقع يبرا يضویب

هسـتند. در حالـت    يری ـگ مربوط به آن انـدازه  رندهیفرستنده و گ
حاصـل از   يضویب يها یمنحنهدف از تقاطع  تیموقع ز،یبدون نو

 )1(در شـکل   .دی ـآ یدست م مختلف به رندهیگ-فرستنده يها زوج
یابی بیضـوي در فضـاي دو بعـدي    اي از یک سناریوي مکاننمونه

 ه است.نمایش داده شد

خواهـد شـد و    تـر  دهیچیپ زیوجود، مسأله در حضور نو نیا با
 يبند فرمول يبرانوشته شود.  ML نیمسأله تخم کیبه فرم  دیبا

 :میکن یم فیرا تعر ریز ي، نمادهاMLگر تخمین

)3( 
1 1

1 2 1, ,

1 2

1 2

[ , , , ] , [ , , ]
[ , ] ,

, , ] , , , ]
[ , ]

,

[ [ ,
.

r t

N Nt r

r t r t

T T T T T
N j j N j

o oT oT T

o o o T o o o T

N N N N

r r

R R R R

= … = …
=

… …
= ⊗
=

⊗
=t t s s

r r r r r
ξ ξ ξ
ξ ξ
H 1 I I 1

 

 تـوان  ی، م ـ)3(در رابطـه   شـده  فی ـتعر ياستفاده از نمادها با
صـورت   بـه  را )2(رابطـه  شده در  ارائه BR يها يریگ معادله اندازه

 :ی بازنویسی کردسیبه فرم ماتر ریز

)4( .o= +∆r Hξ r  

 ML نی، تخم ـ)4(شـده در رابطـه    ارائـه  يریگ بر اساس اندازه
 :شود ینوشته م ریصورت ز به 𝐮𝑜 شاخص

)5( ( ) ( )1min
o

To o−− −r
u

r Hξ Q r Hξ  

بـوده و   رمحـدب یمسـأله غ  کی ـ )5(شده در  ارائه MLمسأله 
. در ]29[ باشـد  یدشوار م ـ يمسأله امر نیا يپاسخ سراسر افتنی

با نقطـه شـروع    يتکرار يساز  نهیبه يها تمیواقع، استفاده از الگور
 نیتخم ـ جـه یو در نت یمحل ـ یـی منجر بـه همگرا  تواند یدلخواه م

ــا  بســتهشــکل هــایی، روشادامــهشــود. در  تیــنادرســت موقع ب
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کـم عملکـرد    يزهـا یکه در نود شـد خواه یمعرف پائین یدگیچیپ
 .خواهند دادارائه  ML گر نیاز تخم یمناسب بیداشته و تقر نهیبه

 ايدار چند مرحلهگر حداقل مربعات وزنتخمین -3-1

 تی ـموقع نیتخم ـ يبرا بستهشکل گر نیتخم کی، قسمت نیدر ا
 یرخط ـیغ MLمسـأله   لیبر تبد یکه مبتند شد هدف ارائه خواه

ــبــه  )5( ــا تــوان دو رســان یخطــ مســأله شــبه کی ــو تعر یب  فی
 يا ساختار دو مرحله يروش دارا نی. اباشد یمزاحم م يها شاخص

دار  حـداقل مربعـات وزن   نیتخم کیاست که در هر مرحله آن از 
 است: ریبه شرح ز يشنهادیپ گر نی. مراحل تخمشود یاستفاده م

را  )1(در  𝑟𝑖,𝑗𝑜 فی ـرابطه مربوط بـه تعر  ابتدا مرحله نخست:
𝑟𝑖,𝑗𝑜به صورت  − 𝑅𝐬𝑗

𝑜 = 𝑅𝐭𝑖
𝑜 دو  کـه  ی. در صـورت میکن یم یسیبازنو

𝑅𝐭𝑖 ریرابطه را بـه تـوان دو رسـانده و مقـاد     نیطرف ا
𝑜  و𝑅𝐬𝑗

𝑜  را از
 داشت: میخواه م،یکن نیگزیجا فیتعر

)6( ( ) 2 22
, ,2 2 .

j

T o o o o
j i i j i j j ir R r− + = + −ss t u s t  

𝑖 يبـــــرا )6(معادلـــــه  عیـــــتجم بـــــا = 1,2, . . . ,𝑁𝑡  و
𝑗 = 1,2, . . . ,𝑁𝑟 دیرس میخواه ریز یسیبه معادله ماتر: 

)7( o
a a a=h G ψ  

 :میدر آن دار که

)8( 

( )
( )

1 2

,1 ,2 ,

2 22 2
, 1 2

22

,1 ,2 ,

1 1 1,

2 1 2,
,

2 2
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2
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T
o oT o o o
a

TT T T
a a a a N

a j j j

T

j N

TT T T
a a a a N

T T o T
j

o o
j j

j j N j

T T o
j j N

N

j

o
j

j
a

r r

R R

r

r

R

r

− −

− −




 = … 
 = … 
= + − + −

+ −

 = … 

−

−
=



s s su

h h h h

h s t s t

s t

G G G G

s t 0 0

s t 0 0
G

ψ

( ) 1 ,

.

t t r

T
j

T T o T
j N j N j N jr− −

 
 
 
 
 
 
 

−  s t 0 0

   

 

 حیصـح  ری، مقـاد BR يهـا  يریگ در اندازه زیوجود نو لیدل به
𝐡𝑎  و𝐆𝑎 هـا   آن يزینـو  يهـا  از نسـخه  دیو با ستندیدر دسترس ن

 يگـذار ی) اسـتفاده کـرد. بـا جا   میده یم شینما  𝐆�𝑎و  �̃�𝑎(که با 
تفاضل دو طرف معادله به  انیو ب )7( طهدر راب يزینو يهاشاخص
 داشت: می، خواه𝜺𝑎صورت 

)9( .o
a a a a= −ε G ψh   

دسـت   بـه  ریصورت ز به 𝜺𝑎 ،يجبر يساز ساده ياز مقدار پس
 :دیآ یم

)10( a a= ∆ +∆ ∆ε T r r r  

𝐓𝑎 در آن که = 2𝐈𝑁𝑟⨂diag��𝑅t1
𝑜 ,𝑅t2

𝑜 , … ,𝑅t𝑁𝑡
𝑜 �

𝑇
 است. �

کردن  نهیبا کم )9(حداقل مربعات متناظر با دستگاه  نیتخم
𝐽 خطا يدار انرژ وزن بیترک = 𝜺𝑎𝑇𝐖𝑎𝜺𝑎  نسبت به𝝍𝑎

𝑜  به صورت
 :]29[ دیآ  یبه دست م ریز

)11( ( ) 1T T
a a a a a a a

−
=ψ G W G G W h     

𝐖𝑎در آن  که = (𝔼𝔼{𝜺𝑎𝜺𝑎𝑇})−1  .کـه  ییآنجـا  از اسـت 𝜺𝑎  یتـابع 
اسـت، محاسـبه    يری ـگ انـدازه  زینـو  یتصادف شاخصاز  یرخطیغ

وجـود،   نیدشوار است. با اکاري  یدر حالت کل یده وزن سیماتر
بــه صــورت  𝜺𝑎از  یخطــ یبــیتقر تــوان یکــم مــ زیبــا فــرض نــو
𝜺𝑎 ≈ 𝐓𝑎Δ𝐫 بـه صـورت    یده ـ وزن سیمـاتر  جـه، یارائه داد. در نت

𝐖𝑎 = (𝐓𝑎𝐐𝑟𝐓𝑎𝑇)−1 نی. لازم به ذکر است که اشود یمحاسبه م 
ــتقر ــرض  بی ــا ف �Δ𝑟𝑖,𝑗�ب ≪ 𝑅𝐭𝑖

𝑜 ــه ــده اســت کــه در   ب دســت آم
واقع شدن هـدف در فاصـله    ایکوچک  يریگ اندازه زینو يها حالت

 .باشد یها معتبر محسگردور از 

 یده ـ وزن سینکته توجه کـرد کـه مـاتر    نیبه ا دیبا: 1تذکر 
𝐖𝑎 قیاز طر 𝐓𝑎  هدف وابسته اسـت.  تیمجهول موقع شاخصبه 
هـدف بـا    تی ـاز موقع ین ـیمشـکل، در ابتـدا تخم   نی ـرفع ا يبرا
𝐖𝑎 يگذاریجا = 𝐐𝑟−1 از  سپس .شودمحاسبه می) 11(رابطه  در

 سیمـاتر  تر قیمحاسبه دق يبرا 𝐮𝑜هدف  تیموقع ینیمقدار تخم
حـداقل مربعـات    نی. در ادامـه، تخم ـ میکن ـ یاستفاده م یده وزن
تکـرار   دی ـجد یده ـ وزن سیبـا مـاتر   را مجدداً )11(شده در  ارائه

 ـبـه ا  یده وزن سیماتر نی. لازم به ذکر است که تخممیکن یم  نی
منـابع از   یاست و در برخ نیتخم اتیمتداول در ادب يصورت امر

 نیاز ا یداده شده است که افت عملکرد ناش نشان ]30،31[ جمله
 است. یپوش قابل چشم بیتقر

ــد دار  در ــه قص ــادام ــا  می ــارت خط ــ يعب ــه  نیتخم        مرحل
 ــ ــبه کنـ ــت را محاسـ ــتن  مینخسـ ــا نوشـ 𝝍𝑎. بـ

𝑜 ــه ــورت بـ  صـ
�𝐆�𝑎𝑇𝐖𝑎𝐆�𝑎�

−1𝐆�𝑎𝑇𝐖𝑎𝐆�𝑎𝝍𝑎
𝑜 میخــواه) 11(اســتفاده از رابطــه  و 

 داشت:

)12( ( ) 1
.: o T T

a a a a a a a a a

−
∆ − ==ψ ψ ψ G W G G W ε    

ــا ــتقر ب ــا جمــلات خطــ Δ𝝍𝑎 بی ــو یت  داشــت میخــواه زین
𝔼𝔼{Δ𝝍𝑎} ≈ 𝟎𝑁𝑟+3 مرحلـه   گـر  نیکـه تخم ـ  دهـد  ینشان م ـ که

اســت.  اسی ـبـدون با  گـر  نیتخمــ کی ـکـم   يزهـا ینخسـت در نو 
قابـل   ری ـبـه صـورت ز   𝝍𝑎 نیتخم ـ انسیکوار سیماتر ن،یهمچن

 :]29[ باشد یم بیتقر

)13( ( ) { } ( ) 1
cov  .T T

a a a a a a

−
= ∆ ∆ ≈ψ ψ ψ G W G  

𝑅s𝑗توجــه بــه رابطــه     بــا  مرحلــه دوم:
𝑜 = �𝐮𝑜 − 𝐬𝑗�، 
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𝝍𝑎در  شده زده نیمزاحم تخم يها شاخص
𝑜 )یعنی 𝑅𝐬𝑗

𝑜   هـا) بـه𝐮𝑜 
مرحلـه نخسـت    نیدر تخم دهایق نیا کهیوابسته هستند؛ در حال

 ـناد بستهشکل یخطبندي فرمول کی جادیبه منظور ا گرفتـه   دهی
 يهـا شاخص نیب یاز رابطه ذات میمرحله قصد دار نیا در اند. شده
بـه   دنیو رس ـ گر نیبهبود دقت تخم يمرحله نخست برا ینیتخم

 .میرائو استفاده کن-کرامر يباند عملکرد

𝑁𝑟ادامه، تعداد  در + در نظـر   يبـرا  دی ـجد یمعادله خط ـ 3
 يبرا .د شدخواه لیذکرشده تشک يهاشاخص نیگرفتن ارتباط ب

مرحله دوم  ینیتخم يهاشاخصبردار  ،یدستگاه خط کی لیتشک
𝝍𝑏
𝑜 میکن یم فیتعر ریرا به صورت ز:   

)14( .o o o
b =uψ u  

𝐮𝑜ي گــذاریجا بــا = [𝝍𝑎
𝑜]1:3 و اســتفاده از  )14(معادلــه  در

𝝍𝑎] رابطه
𝑜]1:3 = [𝝍𝑎]1:3 − [Δ𝝍𝑎]1:3 بـه   دیمعادله جد 3 تعداد

 :دیآ یمدست  به ریشکل ز

)15( 
1:3 1:3 1:31:3

2o o
b a a a a = − ∆           ψ ψ ψ ψ ψ   

آن  یدر آن از جملات مرتبه دوم خطا در برابـر جمـلات خط ـ   که
 صرف نظر شده است.

𝑅s𝑗ي ها ادامه، با در نظر گرفتن رابطه در
𝑜 = �𝐮𝑜 − 𝐬𝑗� يبرا 

𝑗 = 1,2, … ,𝑁𝑟 تعداد ،𝑁𝑟 دی ـآ یبه دسـت م ـ  گرید یمعادله خط. 
     يگــذاریرابطــه فــوق، جا نیاز بــه تــوان دو رســاندن طــرف پــس

𝑅s𝑗
𝑜 = [𝝍𝑎

𝑜]
𝑗+3  و𝐮𝑜 = [𝝍𝑎

𝑜]1:3 آن و اســــتفاده از رابطــــه در 

𝝍𝑎
𝑜 = 𝝍𝑎 − Δ𝝍𝑎 يراب 𝑗 = 1,2, … ,𝑁𝑟 داشت: میخواه    

)16( 
2 2

1:3

1

3

3

3

:3 3

2

2 2

T T o
j a j a bj

T o
j a a jj a

+

++

− + −      
 = ∆ + ∆       

s ψ s ψ 1 ψ

s ψ ψ ψ
 

 در آن از جملات مرتبه دوم خطا صرف نظر شده است. که

 شینمـا  یس ـیبه فرم ماتر ریصورت ز به )16(و  )15( معادلات
 :شوند یداده م

)17( ,o
b b b b= −G ψε h  

 ن،ی. همچنباشد یممرحله دوم  يبردار خطا 𝜺𝑏در آن  که

)18( 
[ ]

[ ]
[ ]

2
1 11:3

2

1

3

3 3 3

:3

2
,

2

, ,..., .
r r

T
a

b a a

T
N a N

T
b

 
 

− 
= +  

 
 −  

=

0

s θ s
h ψ ψ

s θ s

G I 1 1

 
  

 ي، بردار خطا)16(و  )15(در روابط  يزینو ریتوجه به مقاد با
𝜺𝑏 دیآ یم دست به ریصورت ز به )17( در سمت چپ معادله: 

)19(  b b a≈ ∆ε T ψ  

 :میدر آن دار که

)20( 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,1 1,2

2,1 2,2

1,1 1,2
b 31:3

2,1 2,2
1 2 4: 3

2 ,

diag , = ,

, , , , diag .

r

r
r

b b
b

b b

o
b a N

T o
b N b a N +

×

 
=  

  
 =  

   = … =   

T T
T

T T

T T O

T s

ψ

ψs s T

 

 )17(دار متنــاظر بــا دســتگاه  حــداقل مربعــات وزن نیتخمــ
 :]29[ دیآ یبه دست م ریصورت ز به

)21( ( ) 1T T
b b b b b b b

−
= G W G G Wψ h  

 برابر است با: نهیبه یده وزن سیماتر که

)22( 
{ }

( )( )

1

1

1

cov
.

T
b b b

T
b a b
T T

b a a a b

−

−

− −

=

=

=

W ε ε

T T
T G W G T

ψ



 

 ينگاشـت رو  کی ـهدف با استفاده از  تیموقع یینها نیتخم
 :دیآ یدست م مرحله دوم به نیتخم

)23( ( )1:3a b=   u sgn ψ ψ  

رفع ابهـام   يو برا باشد یتابع علامت م گر انیب (∗)𝐬𝐠𝐧 در آن هک
 دوم قرار داده شده است. شهیاز اعمال ر یعلامت ناش

آورده  )1(عنوان الگوریتم  کد این روش بهبندي، شبهعنوان جمع به
 شده است.

 اي.دار چندمرحلهگر حداقل مربعات وزنکد تخمینشبه .1الگوریتم 

ــیتخم -1 ــاز موقع ین ــا جا تی ــاتریس وزنگــذاریهــدف ب دهــی ي م

𝐖𝑎 صورت به = 𝐐𝑟
 .) محاسبه کنید11(رابطه  در 1−

 تـر  قی ـمحاسـبه دق  يبـرا  𝐮𝑜هـدف   تی ـموقع ین ـیاز مقدار تخم -2

𝐖𝑎صـورت   ی بـه ده وزن سیماتر = (𝐓𝑎𝐐𝑟𝐓𝑎𝑇)−1  کـرده و  اسـتفاده 

ــه داروزن حــداقل مربعــات نیتخمــ ــا  را مجــدداً )11(شــده در  ارائ ب

   .نماییدتکرار  دیجد یده وزن سیماتر

 شـاخص دار مربوط به )، تخمین حداقل مربعات وزن21از رابطه ( -3

𝝍𝑏 نمایید. را محاسبه 

) تخمین نهـایی موقعیـت هـدف را بـا نگاشـت روي      23از رابطه ( -4

 محاسبه نمایید. 𝝍𝑏 شاخص
 

 پاسخ دقیق مسأله حداقل مربعات مقید -3-2

مسأله محـدب،   کیشکل  به رمحدبیغ MLبخش، مسأله  نیدر ا
 بـاً یصـورت تقر  کـم بـه   اریبس ـ یدگیچیآن با پ يکه پاسخ سراسر

اگرچه مسـأله   .خواهد شد یسیقابل حصول است، بازنو بستهشکل



 1399، بهار و تابستان 1، سال هشتم، شماره “ رادار”نشریه علمی                                                                                                                  6

 میبخش نشان خواه نیدر اولی است،  رمحدبیحاصل همچنان غ
آن را بـه   تـوان  یبوده و م ـ یتحدب مخف يمسأله دارا نیاداد که 
 مسأله معادل محدب نوشت.  کیشکل 

صـورت مسـأله    بـه  تـوان  یرا م ـ )5(شـده در   ارائه ML مسأله
 زد: بیتقر ریز دیدار مق وزنحداقل مربعات 

)24( 
( ) ( )
( ) ( )To o

min

s.t. - - =0

o

To o− −
θ

h Gψ W h Gψ

ψ a C ψ a
 

 :میدر آن دار که

 الف)-25(
1 1[ , ] , [ ,0]o oT o T T TR= =sψ u a s  

 ب)-25(
( )

1 2
2 2 2

1 1 ,1
22 2

1 , ,1

, , ,

, 1,2, ,

, 1,2, , ,
2,3, ,

r

TT T T
N

i i ti

j j i j i ti

r

r i N

r r i N
j N

 = … 
= − + = …  

  = − − − = … 
= …

h h h h

h s t

h s s
 

 ج)-25(

1 2

1 1 ,1,:

1 , ,1,:

, , ,
2[ , , 1,2, ,

2[ , , 1,2, , ,
2,3,

]

]
,

r

TT T T
N

T T
i i ti

T T
j j i j i ti

r

r i N

r r i N
j N

 = … 
= − = …  

  = − − = … 
= …

G G G G
G s t

G s s
 

])3diag د)-25( ,-1] )T T=C 1  

)1 ه) -25( ) .T −= rW BQ B  

محاسـبه   ری ـصـورت ز  بـه  ه)-30(در رابطـه   𝐁 سیماتر ن،یهمچن
 :شود یم

)26( 
( )

1 2

2 3

2 3

1 2

3 4

1

2 1

3
o o o

4

2 ,

diag([ , , , ] ),

[ , , , ]
blkdiag( , , , )

,
,

.

Nt

t r t

t t N tr

t t N tr

o o o T

N N N
o o o T

N N N

N N N

R R R

R R R
R R R

× −

 
=  

 
= …
=

= …

=− …

t t t

s s s

s s s

B B
B

B B
B
B O
B I I I
B I I I

 

آورده شـده   )الـف ( پیوست) در 24جزئیات استخراج مسأله (
 است.

 ـاز طر 𝐖 یده وزن سیبه ذکر است که ماتر لازم: 2تذکر   قی
𝐁  هـدف وابسـته اسـت. بـه منظـور       تی ـمجهول موقع شاخصبه

 دی ـق تـوان  ی، م ـ𝐮𝑜هـدف   تی ـاز موقع هیاول نیتخم کیمحاسبه 
از  ادههدف را با اسـتف  تیموقع نیرا آزاد کرده و تخم )31(مسأله 

 ـمق ری ـدار غ حداقل مربعات وزن گر نیتخم کی ری ـصـورت ز  بـه  دی 
 :]29[ دست آورد به

)27( 1( ) .T T−=ψ G WG G Wh  

همـان مشـکل    زی ـمسـأله ن  نی ـدر ا یده ـ وزن سیماتر البته،
هدف را دارد. لذا، در ابتدا با  تیمجهول موقع شاخصبه  یوابستگ

𝐖 يگذاریجا = 𝐐𝑟−1  از  هیاول نیتخم کی )27(در معادله𝐮𝑜  به
 تـر  قیمحاسبه دق يبرا ینیمقدار تخم نیو سپس از ا آوردهدست 

 . میبر یبهره م )24(استفاده در رابطه  يبرا 𝐖 یده وزن سیماتر

𝝍�𝑜 صــورت بــه 𝝍�𝑜 فیــتعر بــا = 𝝍𝑜 − 𝐚 مســأله  تــوان یمــ
 کرد: یسیبازنو ریصورت ز را به )24( يساز نهیبه

)28( 
min 2

s.t. 0
o

oT o T o

oT o =

−
ψ

ψ ψ ψ

ψ ψ

A b

C
 

𝐀در آن  که = 𝐆𝑇𝐖𝐆  و𝐛 = 𝐆𝑇𝐖(𝐡 − 𝐆𝐚) باشد.می 

اسـت، در   رمحـدب یظـاهر همچنـان غ   به )28(مسأله  اگرچه
صـورت   مسـأله بـه   نی ـا قی ـداد که پاسـخ دق  میادامه نشان خواه

مسـأله   کی ـ )28(ذکر است که  به لازم کارآمد قابل حصول است.
QCQP1  ـاز ا يا دسـته  است کـه بـه   یمربع يتساو دیق کیبا   نی

 ـا .]32[تعلق دارد  2GTRSمسائل با عنوان  دسـته از مسـائل،    نی
 يو پاسخ سراسـر  کنند یرا برآورده م ینگیبه یلازم و کاف طیشرا
 .]32،33[محاسبه کرد  يا در زمان چندجمله توان یها را م آن

 تـوان  یاسـت، م ـ  نیمثبـت مع ـ  سیمـاتر  کی 𝐀 که ییآنجا از
کـرد.   يقطر هیپا کیصورت همزمان در  را به 𝐂 و 𝐀 يها سیماتر

     کـه  يا وجـود دارد بـه گونـه    𝐏 ژهینـاو  سیمـاتر  گـر، یبه عبارت د
 :]7,6,1، قضیه 34[

)29( diag( ) ,
diag( )

T

T
=
=

A P α P
C P β P

 

ــه 𝜶 در آن ک = [𝛼1, … ,𝛼4]𝑇 ∈ ℝ4  و𝜷 = [𝛽1, … ,𝛽4]𝑇 ∈ ℝ4 
 است.

کـردن   يقطر يبرا یگوناگون يها لازم به ذکر است که روش
 هیارائه شده است که عموماً بر پا اتیاضیدر ر سیهمزمان دو ماتر

تـوان از روش  (بـه عنـوان مثـال مـی     هسـتند  ژهیو ریمقاد هیتجز
 .سازي استفاده نمود)براي قطري ]35[شده در  ارائه

 :میکن یم فیتعر ریرا به صورت ز 𝐪𝑜و  𝜸 يرهایدر ادامه، متغ

در  )29(از رابطـه   𝐂و  𝐀 شده ينسخه قطر يگذاریاز جا پس
، مسـأله  )30(شـده در رابطـه    ارائـه  يها فیو استفاده از تعر )28(
 کرد: یسیبازنو ریصورت ز به توان یرا م) 28(

)31( 
min diag( ) 2

s.t. diag(

-

0)
o

oT o T o

oT o =
q

q α q γ q

q β q
 

 
1 Quadratically Constrained Quadratic Programming 
2 Generalized Trust Region Subproblem 

)30( 
4

4

4
4

1 2

1 2

, , ,

, , ,

,

.

:

:

T T

To o o o oq q q

γ γ γ −= … ∈  
 = =

=

… ∈

γ P b

q Pθ




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 نوشت:  ریشکل ز صورت معادل به به توان یرا م )31( مسأله

)32( 
2

1

4

2
4

1

min 2

s.t. 0

o

o o
n n n n

n

o
n n

n

q q

q

α γ

β

=

=

−

=

∑

∑
q  

 ـبـا   ،یاست؛ ول رمحدبیهمچنان به ظاهر غ )32( مسأله  کی
مسـأله   کی ـشـکل   بـه  ری ـز صـورت  آن را بـه  توان یم ریمتغ رییتغ

 کرد: یسیمحدب بازنو

)33( 
min 2

s.t.
0

0
o

TT o o

T o

o
=

−

≥

m
α m γ m

β m
m

 

𝐦𝑜 در آن که = [𝑚1
𝑜, … ,𝑚4

𝑜]𝑇 ≔ 𝐪𝑜 ⊙ 𝐪𝑜    .ينمادهـا اسـت 
المـان بـه المـان     يدهنـده اپراتورهـا   نشـان  بی ـترت بـه  ∗√و  ‖∗‖

کـردن   نـه یکم يشود که برا توجه دوم هستند. شهیقدرمطلق و ر
 ـبا 𝑞𝑛𝑜، علامـت  )32(در مسأله  نهیتابع هز باشـد تـا    𝛾𝑛مشـابه   دی

و  )32(مسائل   جه،ینت در شود. ینامنف 𝛾𝑛𝑞𝑛𝑜عبارت  یعلامت کل
 قی ـ، پاسـخ دق )33(کاملاً معادل هستند. پس از حل مسأله  )33(
 :دیآ یدست م به ریصورت ز ، به𝝍 یعنی، )24(

)34( 1−= +ψ P Λ m a  

𝚲 در آن که = diag�𝐬𝐠𝐧(𝜸)� ،است 𝐦 بـوده   )33(مسأله  پاسخ
 (∗)𝐬𝐠𝐧 نمـاد  شـده اسـت.   فی ـتعرالف) -25(در رابطه  𝐚و بردار 

 تی ـموقع ت،ینها در تابع علامت المان به المان است. دهنده نشان
𝐮صورت  هدف به ینیتخم = [𝝍]1:3 شود یمحاسبه م. 

بـا   تـوان  یرا م ـ )33(محـدب   يسـاز  نـه یبه مسـأله : 3کر تذ
 نیا با حل کرد. ]CVX ]36مانند  يساز نهیبه ياستفاده از ابزارها

 تمیالگـور  کیمسأله، در ادامه این وجود، بر اساس ساختار خاص 
 نی ـا يکـه پاسـخ سراسـر   خواهد شد کم ارائه  اریبس یدگیچیبا پ

 .آورد یدست م به بستهشکل باًیصورت تقر مسأله را به

دسـت   بـه  ری ـصـورت ز  به )33(مسأله  يسراسر پاسخقضیه: 
 :دیآ یم

)35( ( )

2

2

0

n

n n n

n
m

n

γ
α λβ


∈

= −
 ∉





 

 ن،یشده است. همچن فیتعر )38(در رابطه  𝒞𝒞در آن مجموعه  که
𝜆 اسـت کـه اولاً    ری ـز شـکل  بـه  ییهـا  يا از چندجملـه   شهیر کی

مجموعه  انیرا در م نهیمقدار تابع هز نیکمتر اًیباشد و ثان یقیحق
 ذکرشده داشته باشد: يها شهیر

)36( ( ) ( )22 .n n l l l
n l n

λ β γ α λβ∈
∈ ≠

= −∏∑ 


  

 طی، شـرا )33(مسـأله   يمحاسبه پاسـخ سراسـر   يبرااثبات: 
KKT1 شودبیان می ریصورت ز را به: 

𝜆 در آن که ∈ ℝ  و𝝁 = [𝜇1, … , 𝜇4]𝑇 ∈ ℝ4 باشند.می 

 يکـه بـرا   شود یم فیتعر يا عنوان مجموعه را به 𝒞𝒞 مجموعه
 :میداشته باش یعنیفعال نباشد؛  ج)-37( دیآن ق ياعضا

)38( { }|1 4, 0 .nn n µ= ≤ ≤ =  

 میخـواه  𝒞𝒞 مجموعـه  ياعضا ي، براالف)-37( دیتوجه به ق با
 داشت:

)39( 
( )

2

2 .n
n

n n

m γ
α λβ

=
−

 

 ـبا 𝑚𝑛، مقدار د)-37(با توجه به رابطه  صورت،نیا ریغ در  دی
 برابر صفر باشد.

ــا ــا ب ــردن  نیگزیج ــه  𝑚𝑛ک ــدر ق )39(از رابط ، ب)-37( دی
 داشت: میخواه

)40( ( )22 0n n l l l
n l n

β γ α λβ∈
∈ ≠

− =∏∑ 


 

 .کند یم لیموضوع، اثبات را تکم نیا که

بــه مســأله ســاده محاســبه  يســاز نــهیمســأله به جــه،ینت در
شود کـه از   توجه .شود یم لیتبد يا چندجمله يتعداد يها شهیر
 تـوان  یم ـ 𝒞𝒞مجموعـه   لیتشـک  يکه برا یانتخاب مختلف 16 نیب

 معنادار هستند. یها از نظر عمل از آن یمتصور بود، تنها تعداد کم
ــه   در ــع، از معادل ــ )34(واق ــوان یم ــتیدر ت ــه   اف ــه رابط          𝑚𝑛ک

ــر ــه  منج 𝑛[𝝍]ب = [𝐚]𝑛 ــ ــود یم ــه،ی. در نتش ــام ج ــه یهنگ          ک
𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚3 = 𝑚4 ایو/ 0 = 𝐮داشت  میخواه 0 = 𝐬1،   کـه

 یابی مکان ياساس، برا نیا بر .ستیممکن ن یاتفاق نیچن لدر عم
ــبا يبعــد ســه ، ســه 6درجــه  يا چندجملــه کیــ يهــا شــهیر دی

 .محاسـبه شـود   2درجه  يا و سه چندجمله 4درجه  يا چندجمله
بـه   4تـا مرتبـه    يها يا چندجمله يها شهیبه ذکر است که ر لازم

محاســبه  يقابــل محاســبه هســتند و  بــرا بســتهشــکل صــورت 
کارآمـد   يهـا  از روش تـوان  یم ـ 6درجـه   يا چندجمله يها شهیر

 استفاده نمود. متلبدر  rootsمانند تابع  شهیمحاسبه ر

 
1 Karush Kuhn Tucker 

4 )الف-37( ,o λ− − − =α γ m β μ 0  

T,0 )ب-37(  o =β m  

4 )ج-37(  ,o ≥m 0  

.4 )د-37(
o =μ m 0  
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محــدوده پوشــش در  ادیــتوجــه بــه وســعت ز بــا: 4 تــذکر
رادار  يهـا  آنتن افتهی عیتوز دمانیچ نیو همچن يرادار يکاربردها

مختصات هدف  يها هر کدام از المان نکهیاحتمال ا ه،یناح نیدر ا
 جـه، ینت در کـم اسـت.   اریمرجـع باشـد، بس ـ   رندهیبرابر با گ قاًیدق

 .کند یم تیکفا 6مرتبه  يا چندجمله کی يبرا ها شهیمحاسبه ر

 يهــا نـه یو حـذف گز  𝜆 يبـرا  هـا  نـه یپـس از محاسـبه همـه گز    
 نیکمتـر  نهیآن تابع هز يکه به ازا mمعادل  شاخص ،یقیرحقیغ

عنـوان پاسـخ    داشـته باشـد، بـه    هـا  نـه یگز انی ـمقدار خود را از م
 .شود یانتخاب م )33(مسأله  يسراسر

آورده  )2(عنوان الگوریتم  کد این روش بهبندي، شبهعنوان جمع  به
 شده است.
 .دار مقیدکد پاسخ دقیق تخمین حداقل مربعات وزنشبه ):2(الگوریتم 

𝐖 يگـذار یجاهـدف بـا    تی ـاز موقع اياولیـه  نیتخم -1 = 𝐐𝑟
در  1−

 .محاسبه کنید )27(معادله 

شده در مرحله قبل به منظـور محاسـبه مـاتریس    از تخمین انجام -2

) را با اسـتفاده  24ه) استفاده نموده و مسأله (-25(دهی از رابطه وزن

 بندي نمایید.دهی فرمولاز این ماتریس وزن

را به صورت همزمان قطـري کـرده و مسـأله     𝐂و  𝐀هاي ماتریس -3

 بندي نمایید.) را فرمول33محدب (

ــراي   -4 ــد ب ــوارد کاندی ــاخصم ــد   𝜆 ش ــه چن ــبه ریش ــا محاس  را ب

 پیدا نمایید.) 36هایی به فرم ( اي جمله

 𝐦معـادل   شاخص ،𝜆ی براي قیرحقیغ يهاکاندیدپس از حذف  -5

 هـا  نـه یگز انی ـمقـدار خـود را از م   نیکمتر نهیآن تابع هز يازا که به

 .نماییدانتخاب  )33(مسأله  يعنوان پاسخ سراسر داشته باشد، به

) محاسـبه نمـوده و از   34) را از رابطـه ( 24پاسخ دقیـق مسـأله (   -6

𝐮صـورت   به را هدف ینیتخم تیموقعروي آن  = [𝝍]1:3   محاسـبه

 .نمایید

 پیچیدگی محاسباتی -3-3

بررسـی  هاي ارائه شده پیچیدگی محاسباتی روشدر این قسمت، 
عنـوان معیـار    هاي مورد نیاز به. براي این کار، تعداد ضربشودمی

  شود.در نظر گرفته می

ماتریسـی بـراي   بـا احتسـاب محاسـبات    ، )1(براي الگوریتم 
دهی و محاسبه تخمین حداقل مربعـات  هاي وزنمحاسبه ماتریس

هـاي مـورد   دار در هر دو مرحله و نگاشت نهایی، تعداد ضربوزن

3(𝑁𝑡𝑁𝑟)3نیـاز برابــر مقــدار   + (𝑁𝑡𝑁𝑟)2�𝑁𝑡 + 3� + 2𝑁𝑡𝑁𝑟 �𝑁𝑡  + 3�
2

 +

 𝑁𝑡𝑁𝑟 �𝑁𝑡 + 3�   + 4  �𝑁𝑡  + 3�
3

 + 3  �𝑁𝑡  + 3�
2

  +  21  (𝑁𝑡  + 3)  + 27 

𝑁𝑡𝑁𝑟خواهد بود که بـا فـرض    ≫ ، پیچیـدگی محاسـباتی ایـن    1

ذکــر اســت کــه  لازم بــه باشــد.مــی 𝒪𝒪((𝑁𝑡𝑁𝑟)3)از مرتبــه روش 
ــباتی روش  ــدگی محاس ــاي پیچی ــه   ]17[و  ]16[ه ــز از مرتب نی

𝒪𝒪((𝑁𝑡𝑁𝑟)3) باشد.می 

 4و  3مربـوط بـه مراحـل     2بار محاسـباتی غالـب الگـوریتم    
مبتنی  ]35[شده در  سازي همزمان ارائهباشد. الگوریتم قطري می
+ 𝑁)تجزیه مقادیر ویژه یک ماتریس بر   1)  × (𝑁 + بوده  (1 

بعد فضاي  𝑁باشد که در آن می 𝒪𝒪(𝑁3)و پیچیدگی آن از مرتبه 
 4پیچیـدگی مرحلـه    باشـد. می 3یابی بوده و در اینجا برابر مکان

 6حـداکثر  هـایی بـا درجـه    ايمربوط به محاسبه ریشه چندجمله
اي توسـط تـابع   که محاسبه ریشـه چندجملـه  باشد. از آنجاییمی

roots  درMatlab     مبتنی بر تجزیه مقادیر ویـژه مـاتریس ضـرایب
باشد، پیچیدگی ایـن مرحلـه از مرتبـه    اي میمتناظر با چندجمله

𝒪𝒪(𝑁3)     است. در نتیجه، پیچیدگی کلی ایـن روش نیـز از مرتبـه
𝒪𝒪(𝑁3) .است   

 رائو-کرامر عملکردي دبان -4

بدون  گر نیهر تخم کواریانس يبرا نییحد پا کیرائو -کرامر باند
شـده در بخـش   یابی ارائـه هاي مکانروش .کند یمشخص م اسیبا

گرهایی تقریباً بدون بایاس هستند. قبل، در سطح نویز کم تخمین
تـوان بـه عنـوان یـک معیـار      رائـو را مـی  -در نتیجه، بانـد کرامـر  

شده در نظر گرفت. هاي ارائهبراي بررسی عملکرد روشعملکردي 
اسـتاتیک  بـاي یابی مبتنی بر تـأخیر  در ادامه، این باند براي مکان

  .د شدارائه خواه

 ین ـیتخم شـاخص ، 3شده در بخش  ارائه یابی مسأله مکان در
𝐮𝑜 يرائو-باند کرامر ،یگوس زیاست. تحت نو 𝐮𝑜  ری ـبه صـورت ز 

 :]29[ شود یمحاسبه م

)41( ( )o o o o

-1
o -1

, ,
CRLB( )= T∇ ∇rr u r u

u Q  

 r𝑜,uo∇ اسـت.  𝐛نسـبت بـه    𝐚 یمشتق جزئ انگریب 𝐚,𝐛∇ در آن که
𝑁𝑡𝑁𝑟 سیماتر کی ×  ری ـصورت ز ام آن به-𝑘که سطر  باشد یم 3

  داده شده است:

)42( o o, , ,,:
o o

i j

T T

k
 ∇ = + r u u t u s

ρ ρ  

𝝆𝐚,𝐛 در آن کـــه  = (𝐚 − 𝐛)/‖𝐚 − 𝐛‖  سیو انـــد  بـــوده          
𝑘 صـــورت  بـــه𝑘 = �𝑗 − 1�𝑁𝑡 + 𝑖 يبـــرا 𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑡  و

𝑗 = 1,2, … ,𝑁𝑟 شود یم فیتعر. 

 سازينتایج شبیه -5

عملکرد  یابیبه منظور ارز يعدد يها يساز هیبخش، از شب نیا در
از  ری ـمـوارد (غ  هی ـکل در .شـود مـی اسـتفاده   شـده ارائه هايروش
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ي رادار امانهس ـ کی ـ)، شـود  یکه به طور خـاص ذکـر م ـ   يموارد
MIMO  کـه   شـود گرفتـه مـی  در نظـر   رندهیگ 8فرستنده و  9با

 آورده شده است. )2(و  )1( ها در جدول آن قیدق تیموقع

 ).mبعدي (ها در فضاي سهموقعیت فرستنده ):1(جدول 

 

 ).mبعدي (ها در فضاي سهموقعیت گیرنده .)2(جدول 

 

کـه بـا    شـود  یم ـ یابیارز RMSE1 اریبا مع یابی مکان عملکرد
محاسـبه   ری ـصـورت ز  کـارلو بـه   مونـت  يها يساز هیاستفاده از شب

 :شود یم

ام -𝑙 يدر اجرا 𝐮𝑜 ینیدهنده مقدار تخم نشان 𝐮(𝑙)در آن  که
برابـر   𝐿کـارلو   مونـت  يتعداد اجراها ها، يساز هیشب هیاست. در کل

 در نظر گرفته شده است. 5000

صـورت مجمـوع    به BR يها يریگ اندازه ها، يساز هیشب نیا در
 .شوند یم دیصفر تول نیانگیبا م یگوس زیها با نو آن حیصح ریمقاد
𝐐rصـورت   را به ها يریگ اندازه زینو انسیکوار سیماتر = 𝜎𝑟2𝐈𝑁𝑡𝑁𝑟 

 
1 Root Mean Square Error 

 ــ  زینــو انسی ـدهنــده وار نشـان  𝜎𝑟2کــه در آن  میری ـگ یدر نظـر م
 هـاي روش یابی ـ تی ـ، عملکـرد موقع ادامـه  در است. ها يریگ اندازه

هـاي موجـود در ادبیـات    و روشرائـو  -را با باند کرامـر  يشنهادیپ
هـاي  . بـراي ایـن کـار، روش   میکن ـ یم ـ سهیمقایابی راداري مکان

دار و حـداقل مربعـات وزن   ]WLS2 (]16دار (حداقل مربعات وزن
 در نظر گرفته خواهند شد. ]3CWLS (]17دایروي (

ــنار ــا در :1 يویس ــنار نی ــد دار و،یس ــقص ــرد   می ــه عملک ک
 ـاز وار یرا به صورت تابع یابی تیموقع  ـارز زینـو  انسی . میکن ـ یابی

و هـدف دور را در نظـر    کی ـکـار، دو حالـت هـدف نزد    نیا يبرا
ــ ــگ یم ــت،  در .میری ــت نخس ــحال ــدف نزد کی ــه ــع در کی  واق

u𝑜 = [4000,4000,1000]𝑇  شـکل   در .میری ـگ یدر نظر م رامتر
)2(، RMSE هـاي موجـود در   روشرا بـا   شدههاي ارائهگر نیتخم

 )2(که در شکل  همانگونه .میکرد سهیمقا رائو-و باند کرامر ادبیات
شده در نـویز کـم از نظـر    هر دو روش ارائهنشان داده شده است، 

رسـند. بـا افـزایش سـطح نـویز،      رائو مـی -باند کرامرعملکردي به 
 )4TSWLS( ايدار دو مرحلـه عملکرد روش حـداقل مربعـات وزن  

هـاي  گیرد. این موضـوع بـه دلیـل تقریـب    زودتر از باند فاصله می
گرفته در استخراج این روش و انتشار خطاي بـین مرحلـه   صورت

 )Exact( مباشد. از طرف دیگـر، روش دو گر میاول و دوم تخمین
 بهکند. تا سطوح نسبتاً بالاي نویز عملکرد بهینه خود را حفظ می

برابر با  dB 30 حدود زیتا سطح نو دومطور خاص، عملکرد روش 
اثر آسـتانه   لیدل به نخستروش  کهیرائو است؛ در حال-باند کرامر

همچنـین، مشـاهده    .ردیگ یاز باند فاصله م dB 20 زیدر سطح نو
هاي گرهاي پیشنهادي عملکرد بهتري از روشتخمینشود که می

با باند  WLS طور خاص، عملکرد روش موجود در ادبیات دارند. به
نیـز اگرچـه از نظـر     CWLSرائو فاصله زیـادي دارد. روش  -کرامر

عملکردي با روش پیشنهادي نخست قابل رقابت است ولی نسبت 
 یرد.گ روش پیشنهادي دوم زودتر از باند فاصله می به

      با باند  شده هاي ارائهگر نیتخم RMSE(u) سهیمقا ):2(شکل
هدف  کی يبرا يریگ اندازه زینو انسیاز وار یصورت تابع به رائو-کرامر

 .کینزد
 

2 Weighted Least Squares 
3 Circular Weighted Least Squares 
4 Two-Stage Weighted Least Squares 
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Proposed TSWLS Method

Proposed Exact Method

Root CRLB

𝑖 𝑥𝐭𝑖 𝑦𝐭𝑖 𝑧𝐭𝑖  

1 0 0 150 

2 3000- 2000- 150 

3 3000- 2000 100 

4 2000- 3000- 200 

5 2000 3000 100 

6 2000 3000- 100 

7 2000 3000 80 

8 3000 2000- 120 

9 3000 2000 160 

𝑗 𝑥𝐬𝑗 𝑦𝐬𝑗 𝑧𝐬𝑗 

1 4500- 4500- 200 

2 4500- 4500 300 

3 4500 4500- 400 

4 4500 4500 100 

5 0 6000 200 

6 6000 0 100 

7 6000- 0 150 

8 0 6000- 100 

)43( ( ) ( ) 2
o

1
RM ,/SE -L l

l
L

=
= ∑u u u  
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     با باند  شدههاي ارائهگر نیتخم RMSE(u) سهیمقا ):3(شکل 

هدف  کی يبرا يریگ اندازه زینو انسیاز وار یصورت تابع به رائو-کرامر
 .دور

کـه   میری ـگ یهدف دور را در نظر م یابی ادامه حالت مکان در
𝐮𝑜 در آن هدف در مختصـات  = [10000,10000,1000]𝑇  واقـع 

 )3(ل در شـک  شـده گرهاي ارائهنیتخم RMSE نمودار شده است.
 .رسم شده است.

 
 (الف)

 
 (ب)

 
 (ج)

از  MLگر هاي پیشنهادي با تخمینمقایسه عملکرد روش ):4(شکل 
 زی) نوالفیابی در سطوح نویز مختلف: تجربی خطاي مکان CDFطریق 
 .متر 100 ادیز زی) نوجو متر  30متوسط  زی) نوب، متر 3/0 کم

روش عملکـرد   زی ـحالـت ن  نیدر ا ک،یدزحالت هدف ن مشابه

اي در نویزهاي بـالا بهتـر   دقیق نسبت به روش تخمین دو مرحله
نشان داده شده اسـت، عملکـرد    )3(که در شکل  همانگونهاست. 
 ــطـتا س يادـشنهیروش پ  ـ اریـ ـبس زیوـن ـ يالاـوح ب بـه   کیزدـن

 بیدهنده معتبر بودن تقر موضوع نشان نیرائو بوده و ا-اندکرامرـب
سـازي نیـز   همچنین، نتـایج ایـن شـبیه    .باشد یم ML گر نیتخم

هاي  گرهاي پیشنهادي را نسبت به روشبرتري عملکردي تخمین
 دهددر ادبیات نشان میموجود 

هـاي  عملکـرد روش  می ـقصد دار و،یسنار نیا در: 2سناریوي 
پوشـش   هی ـمختلـف هـدف در ناح   يها تیموقع يرا برا شدهارائه
𝐮𝑜 هـدف  تیکار، موقع نیا يبرا .میکن یابیارز = [𝑥𝑜,𝑦𝑜 , 𝑧𝑜]𝑇 

 ـبـا توز  یصـورت تصـادف   کارلو به مونت يدر هر اجرا  کنواخـت ی عی
𝑥𝑜,𝑦𝑜  ∼  𝒰(−6000,6000)m  و  𝑧𝑜  ∼   𝒰(1000,2000)m 

ــرا .شــود یمــ انتخــاب عملکــرد  میــزان زیربهینگــی، یابیــارز يب
بـا   .میکن ـ یم ـ سهیمقا ML گر نیرا با تخم هاي مورد ارزیابی روش

، هاتوجه به نتایج سناریوي نخست و به منظور نمایش بهتر تفاوت
(که فاصـله عملکـردي    WLSاز آوردن نتایج روش  در این سناریو
هاي در حال رقابـت دارد) خـودداري شـده اسـت.     زیادي با روش

را  ML گر نیبر تکرار از تخم یمبتن يساز ادهیپ کیکار،  نیا يبرا
توجه  با .میریگ یدر نظر م ]37[ يساز نهیبه تمیبا استفاده از الگور

آن  یمحاسـبات  یدگی ـچیروش، پ نی ـبر تکـرار ا  یبه ساختار مبتن
، MLبودن مسـأله   رمحدبیغ لیبه دل ن،یاست. همچن ادینسبتاً ز

آن را به اندازه  هینقطه اول دیبا تمیالگور ییاز واگرا يریجلوگ يبرا
بـه   دنیرس ـ يبـرا  .میهدف انتخـاب کن ـ  تیبه موقع کینزد یکاف

از  يریو جلـوگ  يعملکـرد  اری ـمع کیبه عنوان  MLدقت  نیبهتر
 یهـدف مقـدارده   قی ـدق تی ـا با موقعر تمیالگور نیآن، ا ییواگرا

 یعمل يوهایکار در سنار نی. لازم به ذکر است که امیکن یم هیاول
هاي پیشنهادي و این موضوع ارزش عملی روش ستین ریپذ امکان

 .کندرا بیشتر مشخص می

محاســبه  قیــرا از طر یابیــ تیــ، عملکــرد موقع)4(شــکل  در
CDF1 ـارز زیدر سطوح مختلـف نـو   یابی مکان يخطا یتجرب   یابی

 متوسط زی) نوب، متر 3/0 با انحراف معیار مک زی) نوالف :میکن یم
. متـر  100 با انحراف معیار ادیز زی) نوجو متر  30 با انحراف معیار

نشان داده شـده اسـت، در حالـت     الف)-4(که در شکل  همانگونه
 است MLگر تخمینمشابه  شدههر دو روش ارائهکم عملکرد  زینو

گر بهینه فاصـله دارد.  با تخمین CWLSدر حالیکه عملکرد روش 
در حالت کلی (حتـی در   CWLSاین موضوع، عدم بهینگی روش 

، روش ب)-4(شـکل   مطـابق  دهـد. سطوح نویز کم) را نشان مـی 
در  کنـد  یحفظ م زین زیمتوسط نو ریخود را در مقاد ییکارا دقیق

 در .ردی ـگ یفاصـله م ـ  نهیبهاز عملکرد اي  روش دو مرحله کهیحال

 
1 Cumulative Density Function 
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 11                                                                                          ، فریدون بهنیاامیري االله روح؛  یافته یعتوز هاي با آنتن یچند خروج يچند ورود ياهداف در رادارها یابی مکان

 مشاهده کرد کـه عملکـرد روش   توان یم ج) -4(در شکل  ت،ینها
بالا با عملکـرد   زیدر سطوح نو CWLSو روش  نخست پیشنهادي

ML پیشـنهادي  عملکـرد روش   هکیدر حال رد؛یگ یم يادیفاصله ز
 اینجـا  در است. ML کینزد اریبس زین ادیز يزهایدر نو یحت دوم

 قی ـبا مقـدار دق  ML گر نیکه تخم میکن دیمجدداً تأک میقصد دار
موضـوع در عمـل    نی ـشـده کـه ا   هیاول یهدف مقدارده تیموقع

 يمـورد اسـتفاده بـرا    يروش تکـرار  ن،یهمچن .ستین ریپذ امکان
دارد. در  يادی ـز یمحاسـبات  یدگیچیپ ML گر نیتخم يساز ادهیپ

تخمـین  کارا بوده و  یدگیچیاز لحاظ پ شدههاي ارائهمقابل، روش
 نیتضـم  بسـته شکل باًیتقر بسته یافرم صورت را بهموقعیت هدف 

 .کند یم

هـاي  پیچیدگی محاسـباتی روش تقریبی در ادامه، به بررسی 
براي این کار، از معیار زمـان اجـراي    مورد بحث خواهیم پرداخت.

CPU کارلو اجراي مونت 1000اي متشکل از که بر روي مجموعه
هـاي  سـازي شـود. شـبیه  گیري شده اسـت اسـتفاده مـی   میانگین

 Intel Core i5 نمونـه  CPUتـاپ بـا   مربوطه با استفاده از یک لپ
) آورده شـده  3انجام شده است. نتـایج ایـن مقایسـه در جـدول (    

گــر پیشــنهادي نخســت شــود کــه تخمــینمشــاهده مــی اســت.
)TSWLSهـاي  ) و روشWLS  وCWLS هــاییکــه همگــی روش 

هستند از نظر محاسـباتی عملکـردي نزدیـک بـه هـم       بستهشکل
دارند و روش پیشنهادي دوم (روش دقیـق) پیچیـدگی بیشـتري    

یابی بالاتري نسبت بـه سـایر   از طرفی، این روش دقت مکاندارد. 
گـر بایـد بـه مصـالحه     ها دارد. در نتیجه، در انتخاب تخمینروش

 یابی توجه نمود.پیچیدگی محاسباتی و دقت مکان

 ).sیابی مختلف (هاي مکانزمان اجراي الگوریتم ):3(ل جدو

 Exact TSWLS WLS CWLS روش
 002/0 0018/0 002/0 045/0 زمان اجرا

 
شده براي هاي ارائهگر نیتخم RMSE(𝐮) سهیمقا ):5(شکل 

 .𝑁𝑡𝑁𝑟تغییرات با  هاي مختلف چیدمان

، دقــت ]7،38[شــده در  انجــام قــاتیقحت طبــق: 3ســناریوي 
 و،یسـنار  نیا در وابسته است. 𝑁𝑡𝑁𝑟 یبهره چندگانگ به یابی مکان

مختلـف   يهـا  دمانیتعداد و چ يرا برا یابی دقت مکان میقصد دار
بـا   يرادار امانهس کیکار،  نیا ي. برامیکن یرادار بررس يها المان

𝑁𝑡 = را بـه صـورت    هـا  رندهیفرستنده در نظر گرفته و تعداد گ 5
𝑁𝑟 = 1,2, …  يســاز هیهــر تکــرار شــب در .میدهــ یمــ رییــتغ 15,

           در کنواخـــتی عیـــها بـــا توزحســـگر تیـــکـــارلو، موقع مونـــت
𝑥,𝑦 صـــورت  محـــدوده پوشـــش بـــه ∼ 𝒰(−6000,6000)m و                  

𝑧 ∼ 𝒰(100,500)m ــاب ــ انتخـ ــود یمـ ــموقع .شـ ــدف تیـ                       هـ
ــمع و انحــراف ــو اری ــدر ا زین ــه ترت يســاز هیشــب نی ــب ــر بی                            براب

𝐮𝑜 = [4000,4000,1000]𝑇 1/0و  متر 𝜎𝑟 در باشـند.  متر می =
هر  يشده برا دیتول يها دمانیچ يرائو رو-باند کرامر و،یسنار نیا

 )5(که در شـکل   همانگونه شده است. يریگ متوسط 𝑁𝑡𝑁𝑟مقدار 
 𝑁𝑡𝑁𝑟مقـدار   شیبا افـزا  یابی تینشان داده شده است، دقت موقع

 ]7،38[در  نیشــیپ قــاتیبــا تحق جــهینت نیــو ا ابــدی یبهبــود مــ
هــر دو روش کــه  شــود یمشــاهده مــ ن،یهمچنــ دارد. یهمخــوان

رائـو  -مختلف به باند کرامر يها دمانیچ يبراشده ارائهپیشنهادي 
از نظر عملکـردي   CWLSو  WLSهاي که روش در حالی رسد یم

 حسـگر حـداقل تعـداد    به ذکر است کـه لازم با باند فاصله دارند. 
هـا اسـت بـه    بیشـتر از سـایر روش   CWLSمورد نیاز بـراي روش  

قابـل اجـرا    20کمتـر از   𝑁𝑡𝑁𝑟اي که این روش براي مقادیر گونه
 نبوده است.

 گیري نتیجه -6

اهـداف در   يبعـد  سـه  یابی ـ مسـأله مکـان   یبه بررس مقاله نیدر ا
در  .ه شده اسـت پرداخت افتهی عیتوز يها با آنتن MIMO يرادارها

یـابی  استاتیک، که بـه مکـان  یابی مبتنی بر تأخیر بايحوزه مکان
دار چنـد  گر حداقل مربعـات وزن بیضوي موسوم است، دو تخمین

دار مقیـد ارائـه   اي و حل دقیق مسأله حداقل مربعـات وزن مرحله
هسـتند   MLگـر  ها جایگزین مناسبی براي تخمین. این روششد
ولاً تخمین موقعیت هدف را بـا پیچیـدگی کـم و بـه صـورت      که ا

دهند و ثانیاً مشـکل همگرایـی سراسـري    بسته ارائه میتقریباً فرم
بــا توجــه بــه نتــایج ســازي تکــراري را ندارنــد. هــاي بهینــهروش
شده از نظـر عملکـردي تـا    هاي ارائهروشهاي عددي، سازي شبیه

 رسـند. رائو مـی -باند کرامر سطوح نسبتاً بالاي نویز کارا بوده و به
هــاي موجــود در ادبیــات از نظــر ایــن در حــالی اســت کــه روش

هـا بـا   عملکردي با باند فاصله قابل تـوجهی دارنـد و عملکـرد آن   
گیرد. لازم بـه ذکـر   افزایش سطح نویز به سرعت از باند فاصله می

کـه مبتنـی بـر     هاي پیشنهادي، روش دوماست که از میان روش
نسبت به نویز  دار مقید بودهله حداقل مربعات وزنحل دقیق مسأ

گیري مقاومت بیشـتري دارد و تـا سـطوح بـالاتري از نـویز      اندازه
نتایج ارزیابی پیچیدگی محاسـباتی   کند.حفظ می بهینگی خود را

بسته و جبري روش دهد که با توجه به ذات فرمها نشان میروش
مقایسـه، مرتبـه پیچیـدگی    هاي مـورد  شده اول و سایر روشارائه
شــده دوم پیچیــدگی هــا مشــابه اســت. همچنــین، روش ارائــه آن

هـا دارد. ایـن پیچیـدگی ناشـی از     بیشتري نسبت به سـایر روش 
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هاي ها و محاسبه ریشهسازي ماتریستجزیه مقادیر ویژه در قطري
شوند. با توجه به اي است که به صورت عددي انجام میچندجمله

یـابی بهتــري دارد، ایـن نتیجــه،   دقـت موقعیــت اینکـه روش دوم  
 دهد.اهمیت مصالحه دقت و پیچیدگی را نشان می

حـل مسـأله    شـامل رو در ایـن حـوزه   مسیر تحقیقـات پـیش  
یابی در حضور مسائل و قیدهاي عملی از جمله عدم قطعیت  مکان

هاي فرستنده و گیرنده، سنکرون نبودن حسگردر موقعیت/سرعت 
ها و حسگریابی همزمان هدف و ها، مکانگرحسزمانی و فرکانسی 

یابی چنـد  گیري به هدف در مکانمسائل مربوط به انتساب اندازه
 .باشدمیهدفه 

 پیوست الف -7

𝑟𝑖,1𝑜نخست بـه صـورت    رندهیگ يبرا )1ه (معادل انیبا ب − 𝑅𝐬1
𝑜 =

𝑅𝐭𝑖
𝑜 داشت: میخواه ن،یو مربع کردن طرف 

)44( ( )
1

2 2 2
,1 1 1

,1

2
2 0, 1,2, , .

To o o o o o
i i i

o o
i t

r
r R i N
+ − − −

− = = …s

s t s t u‖ ‖ ‖ ‖  

 شـاخص و  𝐮𝑜 بـر حسـب   یخط ـ رابطه شبه کی )44( معادله
𝑅𝐬1مزاحم 

𝑜 یخط ـ معـادلات شـبه   توان یصورت مشابه، م است.  به 
𝑅𝐬𝑗 فیبا تعر ها رندهیگ ریسا يبرا یمشابه

𝑜   شـاخص ها بـه عنـوان 
مسـأله بـا    يبنـد  فرمـول  يبـرا   وجـود،  نیا اکرد. ب فیمزاحم تعر

کمتـر، از   يساز نهیبه يدهایمزاحم کمتر و به دنبال آن ق شاخص
 رابطه

1, ,1j

o o o o
i j iR r r R= − +s s لیتبد يبرا 𝑅𝐬𝑗

𝑜) ها𝑗 = 2,3, … ,𝑁𝑟 (
𝑅𝐬1به 

𝑜 میکن یاستفاده م. 

رابطـه   نیبه تـوان دو رسـاندن طـرف    با
1, ,1j

o o o o
i j iR r r R= − +s s

 داشت: میخواه

)45( ( ) ( )
( ) 1

22 2
1 , ,1 1

, ,1

2

2 0, 1,2, , , 2,3, , .

To o o o o o o
j i j i j

o o o
i j i t r

r r

r r R i N j N

− − − − −

− − = = … = …s

s s s s u‖ ‖ ‖ ‖
 

,کردن نیگزیجا با , ,
o

i j i j i jr r r=  )45(و  )44(در معـادلات  ∆−
 داشت: میخواه

)46( ( ) 1

2 2 2
,1 1 1 ,1

,1

2 2
2 , 1,2,..., ,

i

To o o o o o
i i i i

o
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r r R
R r i N
+ − − − −

≈ ∆ =
s

t

s t s t u‖ ‖ ‖ ‖  

)47( ( ) ( )
( ) 1

22 2
1 , ,1 1

, ,1 ,1 ,

2

2 2 ( ),
1,2,..., , 2,3,...,

j

To o o o o
j i j i j

o o
i j i i i j

t r

r r

r r R R r r
i N j N

− − − − −

− − ≈ ∆ −∆
= =

s s
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آن  یدر برابـر جمـلات خط ـ   زیدر آن از جملات مرتبه دوم نو که
 نظر شده است. صرف

 میخـواه  یس ـیماتر شکلبه ) 47(و ) 46(معادلات  عیتجم با
 داشت:

)48( o− ≈ ∆h Gψ B r  

در  𝐁 سیمـاتر انـد.   شـده  فیتعر) 25(در  رابطه  𝐡و  𝐆در آن  که
شـده و  فیتعر) 26(رابطه 

1
[ , ]o oT o TR= sψ uمعادلـه   از .باشـد  یم ـ

 داشت: میخواه) 48(

)49( 1( ) .o− − ≈∆B h Gψ r  

گرفت که مسـأله   جهینت توان یم، )4(و  )49(روابط  سهیمقا با
ML زد: بیتقر ریبه صورت ز توان یرا م) 5(شده در  ارائه 

)50( 
( ) ( )

1 1 1min [ ( )] [ ( )]
o

o T o
r

To o

− − −− −

= − −

u
B h Gψ Q B h Gψ

h Gψ W h Gψ
 

)1در آن که )T
r

−=W BQ B .است 

 ـ تـوان  یرا م )50( مسأله شـکل مسـأله    صـورت معـادل بـه     هب
 نوشت: ریز دیمق يساز نهیبه

)51( ( ) ( )
1

o o o
1

min

s.t. R = -
o

To o− −
ψ

s

h Gψ W h Gψ

u s‖ ‖
 

به صـورت   توان یرا م )51(مسأله  دیق ن،یمربع کردن طرف با
 نوشت: ریز

)52( ( ) ( ) 0
To o− − =ψ ψa C a  
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Abstract 

In this paper, the problem of elliptic target localization in distributed multiple-input multiple-
output (MIMO) radars is investigated. The goal of elliptic localization is to estimate the target 
position from a set of noisy bistatic delay measurements. Since the maximum likelihood (ML) 
problem associated with elliptic localization is nonconvex, iterative methods can be trapped in 
local minimums, leading to inaccurate location estimation. To solve this problem, a number of 
(almost closed-form) estimators are proposed, which can locate the target without convergence 
concern. The proposed methods are efficient, achieving Cramer-Rao lower bound (CRLB) up to 
relatively high noise levels. These methods are of superior localization accuracy in comparison 
with the state-of-the-art methods. Furtheremore, according to the closed-form and algebraic 
nature of the proposed methods, they have very low computational complexity, which is similar 
to other existing closed-form methods in the literature. It should be noted that the ideas 
presented in this paper can be considered as a baseline for future research studies in the area of 
localization in radar systems. 

Keywords: Target Localization, MIMO Radars, Cramer-Rao Lower Bound (CRLB), 
Weighted Least Square Estimation, Bistatic Delay 
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