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 چكيده

 گکروه هواپیمای هدف و موشک مدافع تشکیی  یکک    موردبحثاست. در بازی  شده یبررس فعال هدفِ دفاع یلیفرانسید  یباز در این مقاله یک
فرض شده هواپیما دارای سرعت کمتری نسبت بکه مهکاجم اسکت. هواپیمکا بکا کمکک        کنند. داده و برای شیست موشک مهاجم، همیاری می

کننکد ککه    ای همیکاری مکی   گونه بر مهاجم پیروز شود. هواپیما و مدافع به ی است، در تلاش استنا صفرموشک مدافع، که دارای شعاع انهدام 
هواپیما و مهاجم در زمان نهکایی )زمکانی     بافاصلهمهاجم، مهاجم را نابود کند. تابع هزینه برابر   وسیله مدافع بتواند قب  از نابود شدن هواپیما به

خواهند تابع هزینه را بیشکینه کننکد و مهکاجم در تکلاش      هواپیما و مدافع می گروهاست.  شده  فیتعرشود(  مدافع نابود می  لهیوس بهکه مهاجم 
 .دهد یم میموجود را تعم جینتا ،مایهواپ بر روی ییها تیدر نظر گرفتن محدود بامقاله  نیااست این تابع را کمینه کند. 

 رنشین، هدایت موشکیها، هواپیماهای بدون س های دیفرانسیلی، نظریه بازی بازی ها: يدواژهکل
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Abstract 

An aircraft defense dierential game is analyzed where a Target aircraft and a Defender missile team up to defeat 

an Attacker missile. Attacker pursues the (slower) Target which evades Attacker with the help of Defender, which is 

endowed with a non-zero capture radius. Target and Defender cooperate in a way that Defender intercepts 

Attacker before the latter reaches Target. The payoff  functional is the distance between Target and Attacker at the 

interception time which Attacker strives to minimize and Target/Defender team strives to maximize. The work in 

this paper generalizes existing results to consider restrictions on aircraft. 
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 مقدمه   -1

در طول چند دهه گذشته، مقالات زیادی منتشر شده است که 
 در این دوره .دهند بازی را پوشش می  هینظری اصلی ها جنبه

رشد  ی در زمینه نظریه بازیو کاربرد ینظر مقالاتانتشار 
کاربردهای نظامی این نظریه همچنین  .داشته است یتوجه قاب 

توان به  نیز مورد توچه محققین قرار گرفته است. برای نمونه می
ها در علوم  [ اشاره کرد. نوع دیگری از کاربرد نظریه بازی1مقاله ]
(ATDDG)فعال  هدفِ دفاع یلیفرانسید  یبازنظامی، 

است. این  1
 دیفرانسیلیِ های یبازای مهم و کاربردی از  ها نمونه گروه از بازی

 کیعنوان  بهاین نوع بازی  .بازیین استچند با  زیو گر بیتعق
 یساز مدلبازیین سه با  و صفر ی تعقیب و گریز پویا، مجموعباز

بازیین از   تشیمنفره  دو یمیتدر این بازی  .[3] شده است
در مقاب  بازیین  هم با که شود می  یتشی بازیین مدافعو  هدف
 تا حد ممینشدن  کینزد مهاجمهدف  .کنند یم یهمیار مهاجم
 بازیین است. آن نابودی و در صورت امیانهدف، بازیین به 

را بازیین هدف  مهاجم که نی، در تلاش است تا قب  از امدافع
. کندنقطه ممین از هدف نابود  نیدورتر در نابود کند، آن را

است که  نیفرض بر ا. کند یم هواپیمای هدف با مدافع همیاری
 ساده هستندیی ینماتیس یدارایی( هوا هینقل  یوسا) بازیینان

مدافع آگاه  تیاست که مهاجم از موقع نیفرض بر ا نیهمچن .[5]
 در دسترس است. حالتاطلاعات کام   نیاست، بنابرا

 یوهایدر حوزه سنار فعال هدف دفاع یلیفرانسید  یزبا
توسط  ها گیرد. این نوع بازی یم بازیگر، قرارچند  با زیو گر بیتعق
موردتوجه قرارگرفته  ایپو یها یباز نهیمختلف درزم سندگانینو

 ،دهیچیپ تیوضع نیا  یوتحل هیکمک به تجز یبرا .[0-3] است
با  ییوهایسنار یبررس رایب ایپو 3ورونیِنمودار  کیاز  [3-0] در
، دنبال محدود محیطیدر خاصی را  هدفِ که مهاجم نیچند
در  یینیچند باز ییوی، سنار[7] دراند.  کنند، استفاده کرده می

 یریگ ره یبرا مهاجم یتعداددر آن شود که  ینظر گرفته م
 لاوه فرض بر این است کهع هب ،شوند یمأمور م اهدافاز  یگروه

باهدف  بازییندو  نیب یهمیار .مشخص است هدفقصد گروه 
 موردبحث قرارگرفته است. [8]در  مهاجم خاص کیفرار از 

 ستیشده از ز الهام گرفته یویسنار ک[ ی1در ]اسیات و لئونارد 
فرار از  یبرا بازیینِ هدف،قراردادند که در آن دو  یرا موردبررس

خودشان،  داشتن نگه هم کینزد حال نیدرع مهاجم و کی
 .کنند هایشان را هماهنگ می راهبرد

که شام  یک  5هامایدفاع فعال هواپ هایوی، سنارراًیاخ
یک )موشک( مدافع و  یک )موشک( مهاجمهدف،  )هواپیمای(

 نیقوان محققان است. زیادی را به خود جلب کردهتوجه شوند،  می

 
1 Active Target Defense Differential Game 
2 Voronoi 
3 Active aircraft defense scenario 

اند.  داده شنهادیمهاجم و مدافع پ یرا برا یمختلف هدایتیِ
مهاجم،  بیتعق یمدافع برا در آن که شده یبررسهمچنین حالتی 

ی آن این  هکند، که لازم یرا اجرا م 0فرمان به خط دید ناوبریِ
 .[11باشد ]مهاجم حداق  برابر با سرعت مدافع است که سرعت 

نتیجه نهایی سناریوی از  یلیتحل[ 11] در و گوتمن ینسییروب
 بین مهاجم و هدف  فاصلهبر  یمبتن (TADمدافع )-مهاجم-هدف
[ و 13در ] ارائه دادند.مدافع، و  همیاری هدف عدم حالت در
 مدافع-مهاجم-هدف یویسنار یبرا یمتفاوت ناوبریِقانون [ 15]

که را  یروش سندگانینو نیا ارائه شد.و دیگران  یاماساکیتوسط 
این ناوبری  هدفِ. کردند بررسیاند،  دهینام 3مثلثی ناوبریرا  نآ

و  مهاجمموشک  نیب دید خط بر رویموشک مدافع قرار دادن 
 مایحال هواپهمین در و است  بازی در تمام زمان ی هدفمایهواپ
 .کند یم را دنبالشده  نییتع شیاز پ ییرهایمس

مدافع قاب  -مهاجم-برای سناریوی هدف متفاوتی نیز یردیرو
 هواپیمای هدف نیب یجد یمعنا که همیار نیبه ا است، استفاده

: شود  اعمال ی زیر نتیجهبه دو  یابیدست یبرا موشک مدافع و
هواپیمای  فاصله نهایی بینحداکثر رساندن به و  مهاجم یریگ ره

هواپیمای هدف و گروه  یبراهمچنین  .[10هدف و مهاجم ]
 نیب فاصلهبخواهد  مهاجمکه اگر  ه شدداد نشانموشک مدافع 

 یریگ توسط مدافع ره مهاجم که یا نقطهو نهایی هدف  تیموقع
 ناوبریاستاندارد  نیقوانبا استفاده از به حداق  برساند،  شود را یم

 بیتعق یها راهبرد نیب ی سهیمقا .[13] رسد یهدف نم نیبه ا
PP ،PN نیقوان در دهد که ینشان م یلیفرانسید های یو باز 

های  بازی روش هب نسبت نهاییمسافت  PNو  PP ناوبریِ
 یبا اجرایک مهاجم هوشمند ، دیفرانسیلی بیشتر خواهد بود. لذا

 .سود خواهد کرد، های دیفرانسیلی بازیحاص  از  ی نهیبه روش
 فاصله نهاییو به حداکثر رساندن  مهاجم یریگ ره ی هدف دوگانه

هواپیمای هدف  یبرا یمنیسطح ا شیباعث افزا مهاجم و هدف،
 شود. یم

  ینظر یمبان -4

(،  ، سه بازیینِ هدف )فعال هدفِ دفاع یلیفرانسید های یباز
(. سرعت 1شی  ) شود. ( را شام  می ( و مدافع ) مهاجم )

 کنیم. می  مشخص   و    ،   )ثابت( این سه بازیین را با 

سازی فرض بر این است که اختلاف ارتفاع بین  در این مدل
شان ناچیز و  بازیینان نسبت به اختلاف طولی و عرضی

در  بازیینانکه  شده است، فرض وهعلا هپوشی است. ب چشم قاب 
 زیر کینماتیمعادلات س با "حرکت ساده"مذکور دارای   صفحه
 هستند.

 
4 Command to the Line of Sight guidance 
5 Triangle Guidance 
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 مکدافع -مهکاجم -مسیر حرکت هر بکازیین در سکناریوی هکدف    .1شکل 

[10]. 

برابر  باهمهای مهاجم و مدافع  کنیم سرعت موشک فرض می

̂  علاوه به (.     است )      ، ̂ و          

 ̂  (.3شی  . )       

 

 .TAD [3]درگیری برای سناریوی  یدوبعدحالت  .4شکل 

دهنده فاصله بین هدف و  به ترتیب نشان  و   متغیرهای 

   پارامتر  علاوه بهمهاجم و فاصله بین مدافع و مهاجم است. 

دهنده شعاع نابودی  نشان   دهنده شعاع نابودی مهاجم و  نشان

 مدافع است. 

اطلاعات کام   یک بازی با فعال هدفِ دفاع یلیفرانسید  یباز

تمام موقعیت  شام وضعیت سیستم، که  دیگر عبارت بهاست، 

̂ شود،  بازیینان می همه  برای، ( ̂   ̂   ̂   ̂   ̂   ̂ ) 

 سیستم، یا همان با استفاده از حالت شده است. شناخته بازیینان

بهترین مسیر  شود و هر بازیین ی مشخص میلیفرانسید ی، باز̂ 

 کند. خود و دیگران را محاسبه می یبرا

  یتبد مختصات مسئله را در، یتدادن کل بدون از دست

  یوتحل هیشده است، تجز نشان داده (5شی  ) درکه  افتهی

شده است  فیتعر یا گونه به افتهی حالت کاهش مختصات .میکن یم

  علاوه به کند یعبور م  و   از ها  که محور 
 
 و 0 

 
 
   

 
قرار     خط پاره مسازیدر امتداد ن ها نیز محور  .

 و   نقاط  .ردیگ یم
′

 یانیو پا ابتدایی تیموقع بیبه ترت 

در این مختصات بردار حالت  دهند. یرا نشان م هواپیمای هدف

 یابد. کاهش می (        )  سیستم به صورت  

 

 .[10]     وقتی  حالت سیستم محدودشدهمختصات  .3شکل 

است. حالت اول که صورت  شده ح مسئله فوق به دو صورت 

[ و حالت دوم زمانی است 10( در مرجع ]    کلی مسئله است )

 است.  شده یبررس[ 10در مرجع ]     که 

، اختصار بیان کرده [ را به10در ادامه  نتایج حاص  در مرجع ]

آوری و خلاقیت مسئله پیشنهادی را مورد تحقیق و نوسپس 

  دهیم.  مطالعه قرار می

 است. شده اثبات[  ابتدا قضیه زیر 10در مرجع ]

که در بالا  فعال هدفِ دفاع یلیفرانسید  یبازبرای : 1 هیقض 

ی بهینه برای هواپیمای هدف، موشک مهاجم ریگ جهتبیان شد، 

مسیرهایشان و موشک مدافع در حالت بهینه، مقدار ثابتی است و 

 خطوط مستقیمی هستند.

مدافع و  گروهدهیم که در حالت بهینه  در این مقاله نشان می

هواپیمای هدف، راهبرد خود را بر اساس راهبرد مهاجم انتخاب 

ی هواپیمای هدف و موشک  ابتدا مسیر بهینه درواقعکنند.  می

شود و  های انتخابی مهاجم مشخص می مدافع بر اساس راهبرد

 کند.  مهاجم راهبرد بهینه خود را مشخص می تیدرنها

در ح  این بازی تابع هزینه برابر با فاصله مهاجم و هدف در 

زمانی است که     است.      حالت نهایی سیستم یا زمان 

  تساوی زیر برقرار باشد.

(1)   (  )     

در مقاله فوق بازیینان در انتخاب هر مقداری برای متغیر 

کنترلی خود آزاد هستند، ولی در عم  بنا به دلای  گوناگون 

ازجمله محدودیت در شتاب جانبی، وجود موانع فیزییی و یا 
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وجود مهاجمین بیشتر در مسیر انتخابی و ...، ممین است اختیار 

ممین نباشد. بخصوص از سوی بازیینان   و   ،  هر مقدار 

کمتری  مانوربرای هواپیمای هدف که ممین است از قدرت 

حالاتی را پژوهش ها برخوردار باشد. لذا در این  نسبت به موشک

   پارامترِهای کنترلی بر روی  کنیم که محدودیت بررسی می

 وجود دارد.

 ق  ی. روش تحق3
طور که در بخش قب  گفته شد بنا به دلای  گوناگون،  همان

ممین است هواپیما در انتخاب مقادیر کنترلی خود آزاد نباشد، 
  کنترلیِ   ممین است بر روی متغیر گرید عبارت به

وجود  ریتأثهایی وجود داشته باشد. در این بخش به  محدودیت
 فعال هدفِ دفاع یلیفرانسیدبازی ها در جواب  این محدودیت

 پردازیم. می

 . بیان مسئله3-1

( و موشکک   (، موشکک مهکاجم )   سه بازیینِ هواپیمای هکدف ) 

(. سکرعتِ ایکن   1شی  ) هستند "حرکت ساده"( دارای  مدافع )

شوند.  نمایش داده می   و    ،   ثابت و به ترتیب با سه بازیین 

مسکیر  (  ( و مکدافع )  (، مهکاجم )  متغیرهای کنترلکیِ هکدف )  

. حالکت  ̂ و  ̂ ، ̂ متغیرهکای   گکر ید عبکارت  بکه است،  حرکت آنها

( در هر زمان برابر بکا   ( و مدافع ) (، مهاجم ) هدف ) بازیینان

، ( ̂   ̂ )    ،گککککرید عبککککارت بکککه مختصاتشکککان اسککککت،  

کنیم مدافع و مهاجم  . فرض می( ̂   ̂ )   و  ( ̂   ̂ )   

، و سرعت هدف از این مقدار      دارای سرعت برابر هستند، 

  کمتر است، 
  

  
 مسکئله  . بدون از دسکت دادن کلیککککت    

است.   و سرعت هدف برابر با          توان فرض کرد می

 .شود صورت زیر تعریف می حالت بازی در هر زمان به

  ( ̂   ̂   ̂   ̂   ̂   ̂ )     

̇   دینامیک سیستم، با معادلات زیر تعریف ، (̂  ̂  ̂   )  

 شود: می

(3)  ̇̂       ̂ 

(5)  ̇̂       ̂ 

(0)  ̇̂      ̂ 

(3)  ̇̂      ̂ 

(0)  ̇̂      ̂ 

(7)  ̇̂      ̂ 

 صورت زیر خواهد بود: شرایط اولیه به ،که در آن

   ( ̂    ̂    ̂    ̂  
  ̂    ̂  )   (  ) 

زیکر تعریکف    صکورت  بکه مهکاجم و مکدافع را    فاصکله  عکلاوه  به

 کنیم: می

 ،است. بنابراین      شعاع انهدام موشک مدافع برابر با 

بازی زمانی تمام خواهد شد که حالت سیستم در شرط زیر صدق 

 کند. 

(1)   (  )     

، زمانی است که حالت سیستم در شرط   زمان نهایی، 

 (  ) صورت زیر تعریف  صدق کند. حالت نهایی سیستم به    

 شود: می

   ( ̂    ̂    ̂    ̂  
  ̂    ̂  )   (  ) 

 کنیم: زیر تعریف می صورت بهمهاجم و هدف را  فاصله

(11)   ( )  √( ̂ ( )   ̂ ( ))
 
 ( ̂ ( )   ̂ ( ))

 
  

ای مشخص  گونه های خود را به مدافع و هدف راهبرد گروه

مهاجم و هدف در زمان نهایی، بیشینه  فاصله، (  ) کنند تا  می

اتخاذ  (  ) ی مهاجم برای کمینه کردن  باشد. راهبرد بهینه

 .شود می

روی متغیرهای  محدودیت زیر برکنیم  فرض میهمچنین 

 د.کنترلی برقرار باش

(11)   ̂   ̂   ̂  

 هستند. دلخواهمقادیری   ̂ و   ̂  ،که در آن

 فیتعرتابع هزینه، که فقط بر اساس حالت نهایی سیستم 

 صورت زیر خواهد بود: است، به شده 

(13)    √( ̂    ̂  )
 
 ( ̂    ̂  )

 
 

 صورت زیر تعریف شود: به  اگر بردار 

(15)     (   
    

    
    

    
    

)      

 شی  زیر خواهد بود:به ی لتونیهامتابع آنگاه 

(10)      
    ̂     

    ̂     
    ̂

    
    ̂      

    ̂

     
    ̂  

  . برداری ثابت است   در حالت بهینه. 1 لم

 در حالت بهینه داریم: برهان:

(8)   ( )  √( ̂ ( )   ̂ ( ))
 
 ( ̂ ( )   ̂ ( ))
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 ̇   (
  

  
) 

  چون 

  
̇ لذا     برداری ثابت خواهد    جهیدرنتو    

 بود. 

∎ 

بیشینه   در مسیر بهینه تابع  نیاگیپونتربنا به اص  کمینه 
 ̂ و  ̂ کمینه و نسبت به  ̂ نسبت به   یا کمینه خواهد بود )

بیشینه خواهد بود(. خواننده برای مطالعه بیشتر در مورد اص  
های  و همچنین مفاهیم پایه در سیستم نیاگیپونترکمینه 

 استفاده کند. [17]تواند از مرجع  دینامییی می

 (3)که با معادلات  فعال هدفِ دفاع یلیفرانسیدبازی : 4 لم 
ی موشک مهاجم ریگ جهتمشخص شد را در نظر بگیرید.  (11)تا 
 آنها در حالت بهینه مقدار ثابتی است و لذا مسیر حرکت مدافعو 

 خط مستقیمی است.

دارای محدودیت نیستند نتیجه   در   ̂ و  ̂ چون  برهان: 

  شود  می

  ̂ 
  و    

  ̂ 
 بنابراین داریم:   

  
  

  ̂
         ̂    

    ̂    

(13)  
    ̂

    ̂
 

   

   

 

  
  

  ̂
         ̂    

    ̂    

(10) 
    ̂

    ̂
 

   

   

 

   چون 

   

   و  

   

 ̂    و  ̂    مقادیر ثابتی هستند لذا  

دو مقدار نتیجه  ̂ و  ̂ برای  جهیدرنتمقادیر ثابتی هستند. 

 کند. را کمینه و دیگری آن را بیشینه می  شود که ییی  می

 مقدار بهینه برای این دو متغیر ثابت است. جهیدرنت

∎ 

شی   مختصاترا در صفحه  موردنظردر ادامه بحث مسئله 

 کنیم. ( بررسی می5)

را به   (، نقطه 5صفحه مختصات مانند شی  ) در: 3لم 

   فاصلهبابرابر باشد   از آن  گیریم که فاصله  قسمی در نظر می

 ، به عبارت دیگر   علاوه به  از آن

 (   )   (   )     

 شود: نشان دهیم نتیجه می (   )را با   اگر مختصات 

(17)   

  
 

  

  
             

               ،که در آن
  

 
  و  

√   
    

 

 
. 

مطلوب حاص  با انجام محاسبات جبری ساده نتیجه برهان: 

 .[10] شود می

∎ 

که با معادلات  فعال هدفِ دفاع یلیفرانسیدبازی در نکته: 

تواند با انتخاب متغیر کنترلی  مدافع میمشخص شد،  (11)تا  (3)

مهاجم گیری  از ره جم،مناسب با توجه به متغیر کنترلی مها

گیری )مختصات مهاجم در  اطمینان حاص  کند. مح  ره

است( بر روی هذلولیِ    ای که فاصله مدافع از آن برابر با  لحظه

اگر هدف در سمت چپ این همچنین گیرد.  قرار می (17)معادله 

  یا      هذلولی قرار بگیرد )
 

  
 

  
 

  
در  جز به( همواره )   

تواند قب  از  چند حالت خاص که بیان خواهد شد( مدافع می

کند. در ادامه بحث به  گیری را ره آنرسیدن مهاجم به هدف، 

 پردازیم. بررسی این حالت می

توان متغیرهای کنترلی سه بازیین را با  بنا به نیته فوق می

نظیر کرد. در حقیقت مهاجم ابتدا  (17)هذلولیِ معادله نقاط روی 

را بر روی هذلولی انتخاب کرده و به سمت آن حرکت   نقطه 

نابودی مهاجم، در جهت همین نقطه  منظور بهکند. مدافع نیز  می

نقطه انهدام مهاجم خواهد بود. هواپیمای    کند. نقطه  حرکت می

کند و در  را بر روی این منحنی انتخاب می  هدف نیز نقطه 

کند.  جهت عیس آن )برای دور شدن نقطه برخورد( حرکت می

هذلولیِ معادله در ادامه بحث منظور ما از منحنی، همواره نمودار 

 خواهد بود. (17)

ی هواپیمای هدف به ریگ جهتبرای تبدی  محدودیت 

محدودیت انتخاب نقاط روی منحنی، حالات زیر را در نظر 

 گیریم. می

ای  گونه ی بهریگ جهتدر این حالت محدودیت حالت اول: 

تواند در  دارد که هدف میاست که نقاطی بر روی منحنی وجود 

 (.0شی  جهت عیس آن حرکت کند و از منحنی دور شود. )

ای  گونه ی بهریگ جهتدر این حالت محدودیت حالت دوم: 

امتداد مسیر حرکتِ هدف )در جهت مخالف(  هرچنداست که 

کند ولی همچنان مسیر قاب  انتخابی برای  منحنی را قطع نمی

آن از منحنی دور شود.  تواند با انتخاب هدف وجود دارد که می

 (.3شی  )

ی قاب  انتخاب هدف رهایمس تمامدر این حالت حالت سوم: 

 در جهت نزدیک شدن به منحنی است.
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 حل مسئله -3-4
مورد نظر های مختلف مسئله  در این بخش به ح  حالت

تواند  پردازیم. توجه داشته باشید که در دو حالت اول هدف می می

قب  از رسیدن مهاجم به هدف،  ،از منحنی دور شود بنابراین

کند با انتخاب  مدافع آن را نابود خواهد کرد، لذا مهاجم تلاش می

 را کمینه کند. نقطه انهدام و هدف فاصلهمسیر بهینه 

 
 . حالت اول2شکل 

 
 . حالت دوم2شکل 

 اول حالت حل و یبررس -3-4-1

شود، هدف  دیده می (0شی  )که در  طور هماندر این حالت 

بر روی منحنی  (     )به مختصات   ای مانند  تواند نقطه می

که در شرط زیر  انتخاب کند )و در جهت عیس آن حرکت کند(،

 صادق باشد:

(18)               

گاه  آن     و       توجه داشته باشید اگر 

توان به  ی بر آن ندارد و میریتأثمحدودیتِ موجود بر مسئله 

 جواب حالت بدون محدودیت رجوع کرد.

را بر روی منحنی انتخاب کند و   فرض کنید مهاجم نقطه 

، هدف جهتی برای  در جهت آن حرکت کند. با توجه به نقطه 

کند تا فاصله نقطه برخورد و موقعیت نهایی  حرکت انتخاب می

ی بهینه برای ریگ جهتخودش بیشینه شود. در قضیه زیر 

هواپیمای هدف با توجه به راهبرد انتخابی مهاجم مشخص 

 شود. می

را  (     )با مختصات   فرض کنید مهاجم نقطه : 4 هیقض
 بر روی منحنی انتخاب کند.

باشد، راهبرد بهینه برای هواپیمای          اگرالف. 
 و حرکت در جهت عیس آن است.  انتخاب همان نقطه  هدف

 باشد، راهبرد بهینه برای هواپیمای هدف      اگرب. 
(     )  انتخاب نقطه  و حرکت در جهت عیس آن    

 است.

 باشد، راهبرد بهینه برای هواپیمای هدف      ج. اگر  
(     )  انتخاب نقطه   و حرکت در جهت عیس آن   

 است.

 برهان: 

 شده دادهجهتی غیر از جهت  هواپیمای هدفالف: فرض کنید 
در امتداد خط    فرض کنید  (7شی  )انتخاب کند. با توجه به 

(    ) باشد و         . همچنین فرض کنید (   )   
موقعیت پایانی هدف در صورت انتخاب مسیر دیگری باشد. 

(     ) باید داشته باشیم:  ،بنابراین    (   )   (    ) .
 لذا بنا به نامساوی مثلث داریم:

 (     )   (     )   (   )   (    ) 

انتخاب کند، فاصله   اگر هدف مسیری جز امتداد  جهیدرنت
 کمتر خواهد شد. برخورداش با مح   نهایی

 

 . حالت سوم2شکل 
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برای هدف   توجه داشته باشید در این حالت انتخاب نقطه 
 است. ریپذ امیان

برای هواپیما ممین   ب. در این حالت انتخاب امتداد مسیر 
نیست. لذا باید مسیر دیگری را انتخاب کند. اگر امتداد مسیر 

برسد هدف به   را انتخاب کند، زمانی که مهاجم به نقطه   نقطه 
(. اگر مسیر دیگری را انتخاب کند 8شی  خواهد رسید. )   نقطه 

 خواهد بود.    ای مانند  موقعیت پایانی هدف نقطه

 
 .3 هیقضلت الف از حا .2شکل 

 داریم: ها نوسیکسبنا به قضیه 

 (     )   (     )   (   ) 

   (     ) (   )       

 همچنین

 (    )   (    )   (   ) 

   (    ) (   )       

 است. چون ̂    زاویه    و  ̂     زاویه     ،که در آن

            

(    ) و  (     ) داریم :  (     )     (    ). 

انتخاب کند، فاصله   اگر هدف، مسیری جز امتداد  جهیدرنت
کمتر خواهد شد. توجه داشته باشید اگر  برخورداش با مح   نهایی

تواند  افتد و هواپیما می اتفاق نمی (ب)گاه حالت  آن     
 را انتخاب کند.  نقطه 

توان  ج. با توجه به تقارن موجود در مسئله این حالت را می

 اثبات کرد. (ب)همانند حالت 

∎ 

( را بر اساس   در قضیه قب  راهبرد بهینه برای هدف )

( محاسبه کردیم: در حقیقت تابع  راهبرد انتخابی مهاجم )

خود را   را مشخص کردیم. اکنون مهاجم راهبرد بهینه ( )  

کند که فاصله نهایی مح  برخورد و هدف  ای مشخص می گونه به

ی قضیه قب ، مهاجم با کمینه نمادگذارکمینه شود، در حقیقت با 

 کند. راهبرد بهینه خود را مشخص می (    ) کردن 

موقعیت نهایی هدف در راهبرد بهینه آن    اگر : 3 هیقض

ی مهاجم را مشخص ریگ جهتنقطه روی منحنی که   باشد و 

 کند )همانند قضیه قب (، آنگاه می

(18) 

 (  )   (    ) 

            {

  (  )                    

  (  )             
  (  )                      

 

 شوند: صورت زیر تعریف می به   و    ،   که توابع 

  (  )  √(     )
  (     )

     (   ) 

  (  )

 √(        (   )    )
  (      (   )    )

  

  (  )

 √(        (   )    )
  (      (   )    )

  

   که در آن 
     

     
 ،   

     

     
 ،   

 

  √    
 

 ،

   
 

  √    
 

 ،    
     

|     |
    و  

     

|     |
            

 هستند.   توابعی از  (   ) و    همگی اعدادی ثابت هستند و 

توان  قرار دارد می (17)بر روی منحنی   چون  برهان:

 نوشت:

(11)    √   
    

 

  
 

 

 
√     

  

   ،که در آن
  

 
  و  

√   
    

 

 
را بر اساس  (    ) حال  .

 کنیم.  محاسبه می   

 داشت: خواهیم         در حالت الف. زمانی که 

 (    )   (   )   (    )       
  (   )    (   )  

 √(     )
  (     )

  
   (   ) 

 
 .3 هیقضحالت ب از  .2شکل 
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است. لذا در این حالت   مختصات نقطه  (     ) ،که در آن

 توان نوشت: می

(31)  (    )    (  )   

  √(     )
  (     )

      (   ) 

 داشت: خواهیم      در حالت ب زمانی که 

(33) 
 (    )   

√(      )
  (      )

  

محاسبه کنیم.     برحسبرا    کافی است مختصات نقطه 

(، لذا 8شی  گذرد، ) می  و   بر روی خطی است که از نقطه    

 خواهیم داشت:

(35)          (      ) 

    ،در آنکه 
     

     
 عددی ثابت است. درنتیجه داریم: 

 (    )  √(      )
  (      )

  

 |      |√    
  

   (      )√    
  

     ،که در آن
     

|     |
از  علاوه به. 1عددی ثابت است 

(    )   رابطه  شود: نتیجه می (   )   

  (      )√    
    (   )   

       
 

  √    
 
 (   )   

(30)        
 

  √    
 
 (   ) 

 :که در آن

(31) 

 (   )   

   √  
  (   

 

 
√     

 )

 

 

 و

         (      )  
   

  √    
 
 (   ) 

 ،بنابراین
 

قرار دارد فقط دو حالت   و   امتداد خط  یبر رو   چون 1

 .         ا ی           م:یدار

(30)        
   

  √    
 
 (   ) 

(    ) لذا در این حالت   شود: صورت زیر بیان می به (  )   

(37)   (  )
  (        (   )    )

 

 (      (   )    )
  

    ،که در آن
 

  √    
 

عددی ثابت است. تابع فوق نیز تابعی  

 .3است   از 

 داشت:  خواهیم      زمانی که در حالت ج. 

(38)  (    )   

√(      )
  (      )

  

گذرد، لذا  می  و   بر روی خطی است که از نقطه    

 خواهیم داشت:

(31)          (      ) 

   که در آن 
     

     
عددی ثابت است. درنتیجه داریم:   

 (    )  √(      )
  (      )

  

 |      |√    
  

   (      )√    
  

     ،که در آن
     

|     |
از  علاوه بهعددی ثابت است.  

(    )   رابطه  شود: نتیجه می (   )   

  (      )√    
    (   )   

       
 

  √    
 
 (   )   

(51)           (   ) 

    ،که در آن
 

  √    
 

  علاوه به. 

         (      )       (   ) 

 :بنابراین

(51)             (   ) 

(    ) لذا در این حالت  صورت زیر  توان به را می (  )   

 نوشت:

 
    ،(11)است و بنا به معادله    از  یتابع (   )  ،(31)به معادله  بنا 3

 است.   از  یتابع
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(31) 
  (  )

  (        (   )    )
  

                (      (   )    )
  

∎ 

 منظور به، در این حالت مهاجم شده گفتهبا توجه به مطالب 
کمینه  هدف بااش را  مشخص کردن راهبرد خود که فاصله نهایی

   اگر  گرید عبارت بهرا کمینه کند.  (18)کند، کافی است تابعِ  می
راهبرد بهینه برای  (     )باشد آنگاه  (18)نقطه کمینه تابع 

مهاجم است. با مشخص شدن راهبرد مهاجم، هواپیمای هدف نیز 
 .1کند مشخص می 3 هیقض بربهینه خود را بنا   راهبرد

 و حل حالت دوم یبررس .3-4-4
پردازیم که محدودیت  در این بخش به بررسی حالتی می

امتداد مسیر  هرچندای است که  گونه ی هواپیما بهریگ جهت
کند ولی  حرکتِ هدف )در جهت مخالف( منحنی را قطع نمی

تواند با  همچنان مسیر قاب  انتخابی برای هدف وجود دارد که می
در بین   (. بنابراین مسیر 3شی  انتخاب آن از منحنی دور شود. )

ی  مسیرهای قاب  انتخابِ هواپیما وجود دارد به قسمی که زاویه
با کمینه باشد. ها  و جهت منفی محور   بین خط 
 خواهد بود.  ̂ یا   ̂ این مسیر  (11)ی معادله ها ینمادگذار

توان فرض کرد هواپیما  بدون از دست دادن کلیت می
های قاب  انتخابی که منحنی را قطع کند، انتخاب نخواهد  مسیر
توان فرض کرد تمام  در این حالت می گرید عبارت بهکرد. 
های قاب  انتخاب نه خودشان و نه امتدادشان در جهت  راهبرد

با  در این حالت ،کند. بنابراین عیس، منحنی را قطع نمی
 توان نوشت. می (11)  معادله نمادگذاری

(55)    ̂   ̂   ̂    

 یا

(50)    ̂   ̂   ̂     

 های زیر را داریم: با مفروضات فوق گزاره: 2لم 

      های قاب  انتخاب هواپیما در  الف. اگر تمام راهبرد 
 است.  ̂ همان   گاه مسیر  صدق کنند آن( 55)معادله 

( 50)های قاب  انتخاب هواپیما در معادله  اگر تمام راهبردب. 
 خواهد بود.  ̂ برابر با   صدق کنند آنگاه مسیر 

 توان نتیجه گرفت. ی میسادگ بهبرهان: 

∎ 

های قاب  انتخاب  راهبردتوجه داشته باشید که ممین است 
باشد،  (50)و هم از نوع معادله  (55)، هم از نوع معادله هواپیما

که این مورد در عم  بسیار نادر است و اکثر  با توجه به این

 
 است. (     )  راهبرد بهینه مدافع همان نقطه 1

 (50ا )و ی( 55)های مسائ  عملی از دو نوع معادله  محدودیت
هستند، در قضیه زیر راهبرد بهینه هواپیما را برای این دو حالت 

کنیم و در ادامه برای کام  شدن بحث تئوری، حالتی  محاسبه می
داشته باشد را بررسی  وجودو نوع ها از هر د که محدودیت

 کنیم.  می

های  هواپیمای هدف که محدودیت  : راهبرد بهینه0 هیقض

و یا همگی از نوع  (55)موجود بر روی آن همگی از نوع معادله 

 است.  باشد، انتخاب خط ( 50)معادله 

بر روی منحنی انتخاب   فرض کنید مهاجم نقطه برهان. 

کند. همچنین فرض کنید  کرده و به سمت آن حرکت می

برای حرکت، زمانی که مهاجم   هواپیمای هدف با انتخاب مسیر 

نقطه     فرض کنید  علاوه بهبرسد.    برسد به نقطه   به نقطه 

 (.شی باشد )  پایانی حرکت هواپیما در مسیری جز 

توان نتیجه گرفت که  می   با توجه به نحوه انتخاب خط 

است و لذا بنا به قضیه  تر کوچک ̂      از زاویه ̂     ی  زاویه

(     ) ها  کسینوس . بنابراین هواپیما برای بیشینه (    )  

را انتخاب   کردن فاصله نهایی خود و مح  انهدام مهاجم، مسیر 

 خواهد کرد.

∎ 

موقعیت نهایی هدف در راهبرد بهینه آن    اگر : 2 هیقض

ی مهاجم را مشخص ریگ جهتنقطه روی منحنی که   باشد و 

 کند، آنگاه می

(33) 
 (    )  (        (   )    )

  

 (      (   )    )
  

ها از نوع  محدودیتاست. اگر    خط بیش   ،که در آن

  باشد  (55) معادله
 

| |

( 50)ها از نوع معادله  اگر محدودیتو  

   باشد 
 

| |
   علاوه به. 

 

 √    
همگی   و      ،. بنابراین

 هستند.   توابعی از  (   ) و    اعدادی ثابت هستند و 

 
 .0 هیقض بررسی .2 شکل
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 توجه کنید کهبرهان: 

(50) 
 (    )   

√(      )
  (      )

  

 قرار دارد لذا خواهیم داشت:  بر روی خط    دانیم  می

(57)         (      ) 

 است. درنتیجه داریم:   خط بیش   ،که در آن

 (    )  √(      )
  (      )

  

 |      |√     

  (      )√     

   ،که در آن
 

| |
 باشد( 55)ها از نوع معادله  محدودیتاگر  

   باشد  (50)ها از نوع معادله  اگر محدودیتو 
 

| |
از  علاوه به. 

(    )   رابطه  شود: نتیجه می (   )   

 (      )√       (   )   

       
 

 √    
 (   )   

(58)        
 

 √    
 (   ) 

  علاوه به

        (      )  
  

 √    
 (   ) 

 ،بنابراین

(51)        
   

  √    
 
 (   ) 

 شود: صورت زیر بیان می به (    ) لذا در این حالت 

(01)  (    )  (        (   )    )
  

 (      (   )    )
  

  که در آن 
 

 √    
عددی ثابت است. تابع فوق نیز تابعی از  

 .1است   

∎ 

 منظور به، در این حالت مهاجم شده گفتهبا توجه به مطالب 

کمینه  باهدفرا  اش یینهامشخص کردن راهبرد خود که فاصله 

   اگر  گرید عبارت بهرا کمینه کند.  (33)کند، کافی است تابعِ  می

راهبرد بهینه برای  (     )باشد آنگاه  (33)نقطه کمینه تابع  

 مهاجم است.
 

   ، (11)است و بنا به معادله    تابعی از  (   ) ، (31)بنا به معادله  1

 است.   تابعی از 

های قاب  انتخاب  راهبرداین بخش حالتی که   در ادامه
باشد را ( 50)و هم از نوع معادله  (55)، هم از نوع معادله هواپیما

تواند در جهت  در این حالت هواپیما هم می کنیم. بررسی می
ها حرکت کند و هم در جهت منفی این محور.  مثبت محور 
. فرض 3باشد  ̂ و   ̂ ی بین دو خط  نیم ساز زاویه   فرض کنید 

ت . در حقیق5قطع کند   ای با عرض  منحنی را در نقطه   کنید 
     ای بر روی منحنی باشد و داشته باشیم  نقطه (   )اگر 

 گیرد. قرار می   زیر خط  (   )آنگاه نقطه 

های هواپیمای هدف، هم از  فرض کنید محدودیت :2 هیقض
فرض  علاوه بهباشد. ( 50)و هم از نوع معادله ( 55)معادله نوع 

 گیری انتخاب کند. را برای هدف (     )  کنید مهاجم نقطه 

آنگاه راهبرد بهینه برای هواپیما انتخاب       الف. اگر 
 است.   خط 

آنگاه راهبرد بهینه برای هواپیما انتخاب خط       ب. اگر 
 است.   

که   ̂   خطی است موازی با خط    ،      که در آن برای 
 کند. عبور می  از نقطه 

با استفاده از قضیه  0 هیقضتوان مشابه با  این قضیه را می برهان:
 توجه کنید. (11شی  )ها اثبات کرد. به  کسینوس

∎ 

موقعیت نهایی هدف در راهبرد بهینه آن    اگر : 2 هیقض
ی مهاجم را مشخص ریگ جهتنقطه روی منحنی که   باشد و 

 کند، آنگاه می

(01) 
    (  )   (    ) 

 {

 
  (  )           
  (  )           

 

 شوند: صورت زیر تعریف می به   و    که توابع 

  (  )
  (        (   )    )

 

 (      (   )    )
  

  (  )
  (        (   )    )

 

 (      (   )    )
  

   ،         داریم:       برای  ،که در آن
 

  √    
 

و  

     (  )     ،علاوه به

|  |
و    همگی اعدادی ثابت هستند و  

 هستند.   توابعی از  (   ) 

شی  ثبات کرد. به ا 3 هیقضتوان مشابه با  این قضیه را می برهان:

  توجه کنید. (11)

 
  خطی است موازی با خط     4

( ̂   ̂ )

 
 کند. عبور می  که از نقطه   

 باشد.   یا   تواند  می    3
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∎ 

∎ 

مشخص کردن راهبرد  منظور بهدر این حالت مهاجم  ،بنابراین

 کند، کافی است تابعِ کمینه می باهدفرا  اش یینهاخود که فاصله 

 را کمینه کند.  (01)

 و حل حالت سوم یبررس .3-4-3

ی انتخابی هدف در جهت نزدیک شدن رهایمس  تمامدر این حالت 

ی قاب  انتخاب رهایمس  تمام گرید عبارت بهبه منحنی است. 

کند. در این حالت لزوماً جواب بهینه  هواپیما منحنی را قطع می

برای مسئله وجود ندارد و ممین است قب  از رسیدن مدافع، 

هواپیما توسط مهاجم نابود شود. در این بخش شرایط وجود 

جواب )شرایطی که مدافع بتواند مهاجم را قب  از نابودی هدف، 

 نیا وجود باده و سپس راهبرد بهینه را نابود کند( را مشخص کر

 کنیم. شرایط، مشخص می

بر روی  (     )  اگر هواپیما در جهت نقطه : 2لم 

(   ) منحنی حرکت کند که  باشد آنگاه همواره  (   )    

تواند هواپیما را قب  از  ی مناسب میریگ جهتمهاجم با انتخاب 

 نابود کند.رسیدن مدافع 

بر  (     )  فرض کنید هواپیما در جهت نقطه برهان: 

(   ) کند که  روی منحنی حرکت می  با توجه. (   )    

(   ) به اینیه   خط پارهبر روی امتداد   ، نقطه (   )    

ی وجککککککود دارد که به قسمو در سمت راست منحنی    

 (   ) برای    هاجم با انتخاب نقطه م جهیدرنت. (   )    

ی، در این نقطه به هواپیما خواهد رسید و آن را نابود ریگ جهت

در سمت راست منحنی   توجه داشته باشید چون  خواهد کرد.

قرار دارد مدافع در زمان مناسب به این نقطه نخواهد رسید و لذا 

 (.8شی  توان نابود کردن مهاجم را نخواهد داشت. )

، اگر جواب بهینه موردبحثدر حالت سوم از مسئله : 2 هیقض
ی هواپیما در حالت بهینه به ریگ جهتگاه  وجود داشته باشد آن

در شرط     ،روی منحنی است که در آن (     )سمتِ نقطه 
 (  )  صدق کند.   

 توان از لم قب  نتیجه گرفت. این قضیه را می برهان:

∎ 

تر بیان کنیم باید گفت  اگر بخواهیم قضیه قب  را دقیق
گیری هواپیما در امتداد خطی خواهد بود که دایره  جهت

( را قطع نیند و یا  و نسبت   و   های  )با کانون 1آپولونیوس
چپ منحنی قرار بگیرد. در  مح  تقاطع خط و دایره در سمت

این بخش با فرض وجود جواب بهینه، مسئله را ح    ادامه
 کنیم. می

های قاب  انتخاب برای  با مفروضات فوق فرض کنید راهبرد
عبور کند و شیب   صورت خطوطی باشند که از نقطه  هواپیما به
 شود در شرط زیر صدق کند: نمایش داده می  آن، که با 

(03)         

اسککت. بککه    و     خککط بیشکک بیککبککه ترت   و     ،کککه در آن
منحنککی را در    و    فککرض کنیککد   توجککه کنیککد.  (13شککی  )
   و    بکین    قطکع کنکد و همچنکین نیمسکاز زاویکه       و   نقاط 

 
1 apollonius 

P  

 0 هیقض یبررس. 2شکل 

∎ 

 

 3لم  یبررس. 2شکل 
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 قطع کند. (     )   همنحنی را در نقط

 

 .1 هیقض بررسی. 2شکل 

     فرض کنید مهاجم نقطهی فوق ها ینمادگذاربا  :2 هیقض

 گیری انتخاب کند. را برای هدف (     )به مختصات 

گاه راهبرد بهینه برای هواپیما انتخاب  آن      الف. اگر 

 است.   خط 

آنگاه راهبرد بهینه برای هواپیما انتخاب خط       ب. اگر 

 است.   

با استفاده از قضیه  0 هیقضتوان مشابه با  این قضیه را می برهان:

 توجه کنید. (13شی  )ها اثبات کرد. به  کسینوس

∎ 

موقعیت نهایی هدف در راهبرد بهینه آن    اگر : 11 هیقض

ی مهاجم را مشخص ریگ جهتنقطه روی منحنی که   باشد و 

 کند، آنگاه می

(05) 
          (  )   (    ) 

 {

 
  (  )           
  (  )           

 

 شوند: صورت زیر تعریف می به   و    که توابع 

  (  )
  (        (   )    )

 

 (      (   )    )
  

  (  )
  (        (   )    )

 

 (      (   )    )
  

   داریم:       که در آن برای 
 

  √    
 

 {    }    و 

 .هستند   توابعی از  (   ) و    و  1همگی اعدادی ثابت هستند

شی  اثبات کرد. به  3 هیقضتوان مشابه با  این قضیه را می برهان:
 ∎                             توجه کنید. (13)

مشخص کردن راهبرد  منظور بهدر این حالت مهاجم  ،بنابراین

کند، کافی است تابعِ   کمینه می باهدفرا  اش یینهاخود که فاصله 

 را کمینه کند. (05)

 گیری نتیجه -2

(  (، موشک مهاجم ) درگیریِ بین سه بازیینِ هواپیمای هدف )

و موشک مدافع در این مقاله بررسی شد. در این سناریو هواپیمای 

، استیک هواپیمای بدون سرنشین با ارزش بالا  معمولاًهدف که 

شود. هواپیما در تلاش  یک موشک مهاجم تهدید می لهیوس به

کند. در این  برای فرار از مهاجم، با موشک مدافع همیاری می

ها در انتخاب مانورهای فرار برای  وجود محدودیت ریتأثسناریو 

هواپیما، بررسی شد. با توجه به نوع محدودیت راهبرد بهینه برای 

در چه حالاتی هر سه بازیین مشخص شد. همچنین مشخص شد 

هواپیما قادر به فرار از مهاجم است و در چه حالاتی مهاجم 

  تواند هواپیما را نابود کند. می

این مقاله گامی به جلو برای عملیاتی شدنِ مسئله  هرچند

های مختلفی برای کام  شدن مسئله  است، هنوز جنبه موردبحث

وارد زیر را تواند برای کارهای آینده م است. نویسنده می ازیموردن

های کنترلی موشک  وجود محدودیت ریتأثپیشنهاد دهد. بررسی 

وجود  ریتأثمهاجم و مدافع بر روی جواب بهینه. بررسی 

از حالات های حالت سیستم بر روی جواب بهینه.  محدودیت

توان مورد بررسی قرار داد زمانی است که شرط  دیگری که می

توان این  د. همچنین میییسان بودن ارتفاع سه بازیین، حذف شو

 نیز بررسی کرد.     بازی را در حالتی که 
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