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 چكيده

و  یزمنان  هنا  تفاضن  از  شود و در اینن راسنتا  با استفاده از تنها یک گیرنده سطحی پرداخته می فعال یابی اهداف هوائیبه مکاندر این مقاله 

سطحی بزرگ با موقعیت معلوم و از پنی  تعینین   دو هدفاز ها  انعکاسی سیگنال و (منبع رادیوئی) هدف دریافتی از ها سیگنال یفرکانس

دسنت  هب ها  اصلی و مجاز ایستگاهبا توجه به سطحی بودن  شود.استفاده می رنده مجاز  و یا اهداف کمکی(ها  گیعنوان ایستگاه)به شده

و  یابی را در دو بعد ح  کنرده مکان مسئلهر چنین موارد  که د طور به ،پذیر نیستامکان یابیمکان معمول ها آوردن ارتفاع هدف در روش

بنا دقنت قابن     که با استفاده از آن ارتفناع هندف    شودمی پیشنهاددر این مقاله روشی  را  ح  این مشک ب .گیرندارتفاع هدف را در نظر نمی

بعد  اهداف هوائی فعال از پیچیدگی محاسباتی پائینی نیز برخوردار است آید. روش پیشنهاد  علاوه بر تعیین موقعیت سهدست میبهقبولی 

یرها  مکان و سرعت هدف در معادلات به صورت ضمنی و که متغ یهایدر روش .سازدپذیر میمکاناکه استفاده از آن را در کاربردها  عملی 

  روش بنرا  نین البتنه ا . شنود برابنر منی   091مقالنه  منتن  برا  رسیدن به دقت مورد نظر در  ، حجم محاسباتشوندوابسته به یکدیگر ح  می

 .دارد ییامکان عدم همگرا سیگنال به نویز نییپا ها  نسبت
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Abstract  

In this paper, we propose a method to localize an active aerial target (emitter) in three dimensions using the time 

difference and the frequency difference of the received signal from the target and the reflected signals from two 

large auxiliary terrestrial targets (pseudo stations) with known positions in a fixed ground-based station. Due to the 

pseudo and the main stations' terrestrial nature, it is not possible to obtain the altitude of the target in the traditional 

methods, so that these methods solve the localization problems in two dimensions and do not consider the altitude 

of the target. In this paper, a method is proposed to achieve the target altitude with acceptable accuracy to address 

this issue. The capability to give the target altitude and at the same time have low computational complexity makes 

this method an attractive option to be considered in practical applications. In methods where the variables of 

location and target velocity in the equations are solved implicitly and interdependently, the volume of calculations 

to achieve the desired accuracy in the text of the article is 250 times. Of course, this method does not converge for 

low signal-to-noise ratios. 

Keywords: Single Site Localization, Three-Dimensional Position, Time Difference of Arrival, Frequency 

Difference of Arrival
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 مقدمه -1

 رادار در یفراوانن   کاربردها کنندهتشعشع منبع یابیمکان مسئله

  هنا  سنتم یس ،[9] میسن یب  حسگر  شبکه ها ،[0] سونار ،[1]

 رفعنال یغ  رادارهنا  عملکرد .دارد گریدمشابه  موارد و [0]  ناوبر

 هنا آن از یابیهیزاو و اهداف  آشکارساز جهت که مرسوم هیپاتک

 هندف  خود تشعشعات از که است صورت نیا هب شود،یم استفاده

 یابیمکان در. کنندیم استفادها  هدف برا  تعیین موقعیت زاویه

 زین ن هندف  یابین فاصنله  بنه  ازین ن یابیهیزاو بر علاوه حسگر ،تک

 بنه  قنادر  مرسنوم  هین پاتنک  رفعالیغ  رادارها که یحال در .هست

 تشعشنعات  بازتنا   از مشنک   نین ا حن    برا. ستندین یابیفاصله

 معلنوم  تین موقع بنا  بنزرگ  ء یش یا چند کی از که گنالیس منبع

 در .[9] اسنت  شنده  استفاده یابیمکان  برا شود،یم داده بازتا 

بنند   از خوشنه چنند ایسنتگاهی   ینابی غیرفعنال   ها  مکانروش

به هنر   هاها  دریافتی برا  تخصیص سیگنالاطلاعات و سیگنال

پایننه از تننک ولننی در روش شننودمنبننع رادیننوئی اسننتفاده مننی 

ها برا  تخصیص دو سنیگنال درینافتی   سنجی سیگنالهمبستگی

 .[1] شودبه یک منبع رادیوئی استفاده می

 ها با استفاده از داده یابیح  مسأله مکان  برادر این مقاله 

TDOA
FDOA و 1

 .شنود منی گرفتنه  بهنره   ها  هندسیاز روش 0

دست آوردن مکنان  برا  بهها  هندسی ترین روشیکی از مرسوم

کننده از طریق پیندا کنردن محن  تقناطع     منبع سیگنال تشعشع

. [7-5] هنذلولی اسنت    (LOP9)ها، روش خن  موقعینت   هذلولی

هننا دارا  معننایبی اسننت کننه از جملننه آن LOPاسننتفاده از روش 

 ،دست آوردن نقطنه تقناطع  به -1اشاره کرد: زیر رد اتوان به مو می

اینن   -0. بار محاسباتی بالائی داردتی نیست و کار ساده و سر راس

هنا  دیگنر مربنوه بنه منبنع      گینر  کمینت  روش قادر به انندازه 

یچیدگی محاسباتی پ -9باشد. نمی منبع سیگنال از قبی  سرعت 

شود که آنالیز خطا  آن کنار خیلنی مشنکلی    این روش باعث می

روش ، شودمیاین مقاله از آن استفاده باشد. روش هندسی که در 

LOCA محور مخروه  بر رو یابیمکان
بنا   ادامهدر  .[11] است 0

بنه   گیر  از اهداف با موقعیت معلومو بهره به کارگیر  این روش

 میخنواه تشعشع کننده  گنالیمنبع س یابیمکان  برا یروش هئارا

 .پرداخت

  بعند  n  در فضنا  گنالیدست آوردن مکان منبع سبه  برا

 دیرها نباحسگ نیا البتهکه  میداشته باش حسگر n+1 دیحداق  با

جا که از از آن. [11] باشندقرار داشته بعد  nکمتر از   رفضایدر ز

ا  که خود نیز سطحی اسنت  در کنار  گیرندهچند هدف سطحی 
 
1 Time Difference of Arrival 
2 Frequency Difference of Arrival 
3 Line of Position 
4 Location on the Conic Axis 

لذا این روش در بدست ، شودبعد  استفاده مییابی سهبرا  مکان

خواهند بنود.   هام آوردن یکی از بعدها در فضا  سه بعد  دارا  اب

 ]10[ در این مقاله برا  از بین بردن این ابهنام از آننالیز حرکتنی   

 ساختار مقاله در ادامه به صورت زیر است. .کنیممیاستفاده هدف 

مکان هدف در هنر   LOCAبا استفاده از روش  0-1 در بخ 
  تعیین اینن  نحوه. آیدمیدست ک از ارتفاع ها  پی  فرض بهی

 شود.توضیح داده می 0-9 ی در بخ ها  فرضارتفاع

داده توضنیح   0-0که در بخ  که طور ، همانگام بعد در 
مقادیر اندازه و جهت بردار  FDOAها  از دادهبا استفاده  ،شودمی

 .دنیآدست میبهبه صورت مستق  و صریح سرعت 

هندف  جدیند  تخمین موقعیت  برا  الگوریتمی 0-9خ در ب
و  TDOAهنا   متنوالی داده  گیر اندازه دو   زمانی هردر فاصله

FDOA  از انندازه و جهنت بنردار سنرعت     آن که در شود میارائه
. در اینن بخن  بنه    شنود استفاده می 0-0 دست آمده در بخ  به

مقایسنه موقعینت    ازتنرین ارتفناع پنرواز     منظور یافتن محتمن  
  با منوقعیتی کنه در بخن     0-9 بخ در  هدف تخمین زده شده

. شنود ، استفاده مییدآمیدست به الگوریتم بعد تکرار در و  1-0
 سپس با پیشنهاد یک تابع احتمال، به تخصیص احتمنال بنه هنر   

و نهایتاً با روشی مشخص شود پرداخته میها  اولیه یک از ارتفاع
  کمتنر  از یکندیگر نسنبت بنه     ها  جدید  کنه فاصنله  ارتفاع
بنرا    ها  محتمن   تفاعها  قبلی داشته باشند به عنوان ارارتفاع

بنه   تنا  شنود منی  رتکراآن قدر این روش  .شوندمیهدف پیشنهاد 
 .برسیم قاب  قبولیدقت 

 پیشننهاد  یابین مکنان  تمیالگنور   سازهیشب جینتا 9 در بخ 
خطنی  و  9ا دو مرحلنه  هنا  بنا روش  آنمقایسه خطنا   و  شده

 و  ریگجهینت 0 در بخ  اًتینها. ]19[ شودداده می نشان ،معمول
 .مده استآ  بندجمع

 روش تحقيق -2

 معلوم موقعيت با اهداف از استفاده و LOCA روش -2-1

شنود، سنیگنال مسنیر    ( مشناهده منی  1) شنک   در که طورهمان
مستقیم )سیگنالی که بنه صنورت مسنتقیم از فرسنتنده دریافنت      

ها  بازتنابی از اهنداف کمکنی بنا     شود( با توان زیاد و سیگنال می
بایند در ینک ایسنتگاه گیرننده توسن  چنندین آننتن         توان کمتر

هنایی کنه بنه    . در واقع توس  آنتن]10[ دریافت و پردازش شوند
شنوند، ننوعی   گینر  منی  سمت اهداف از پی  تعیین شده جهت

آید تا بتوان از طریق ها به وجود میجداساز  فضایی بین سیگنال
اهنداف کمکنی   ها  بازتابی از ها  مجزا به پردازش سیگنالکانال

 پرداخت.
 
5 Two-Step Method 
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با توجه به نحوه محاسبه تفاضن  زمنان و فرکنانس سنیگنال     

(، از لحاظ عملی 1دریافتی که در یک ایستگاه گیرنده است )شک 

سناز  توانند مشنک   تعدد اهداف کمکی با موقعیت معلوم خود منی 

تواند سبب شود کنه در هنر   باشد. چرا که تعدد اهداف کمکی می

یگنال با تاخیر و داپلرهنا  متفناوت بنه    مسیرِ گیرنده، چندین س

ا  دریافت شوند که نتوان تاخیر و داپلر متناسب با آن مسیر گونه

گیرنده را بدست آورد. بنابراین در این تحقینق تنهنا از دو هندف    

 شده است.کمکی با موقعیت معلوم استفاده

محاس ه فيلتر منط ق

شيفت داپلر و 
تا يرهای م تل 

 شكارساز
CFAR

ت مين ب رد، زاویه و 
داپلر هدف

فرستنده

هم ستگی سن ی

هدف با موقعیت 
معلوم

آنتن هدف

آنتن مرجع

 
 .ا استفاده از اهداف کمکیبلوک دیاگرام گیرنده سیستم ب .1شكل 

شننود، تنناخیر و مشنناهده مننی (1)طننور کننه در شننک  همننان

از  بازتنابی داپلرها  مختلف سیگنال مسیر مسنتقیم بنا سنیگنال    

بنا اسنتفاده از   و  ]19[ شنود سننجی منی  اهداف کمکی همبستگی

CFAR بلوک
مقادیر داپلر و تناخیر درسنت    ،به عنوان آشکارساز 1

این اسنت کنه در    CFARستفاده از بلوک . دلی  اآیندمیدست به

شنویم و  ها  غیر همبسته با تنوان زیناد مقناوم منی    برابر سیگنال

ضرایب مناسنب   انتخا و  CFARهمچنین با انتخا  مناسب نوع 

  گیرننده در بانند   اثنرات یکسنان نبنودن بهنره     توانمی برا  آن

. در نهایت محاسنبات مربنوه بنه    کردفرکانسی تا حدود  جبران 

معلوم  تیف با موقعاهدانحوه استفاده از  .شودمییابی انجام انمک

نشنان داده شنده    (0)هدف مورد نظر در شک   تیموقع نییدر تع

 است.

با معلوم بودن موقعیت هدف شناخته شده )کمکنی(، فاصنله   

 این هدف تا نقطه اندازه گینر  
0R    ا  آن و نینز موقعینت زاوینه

مشنخص اسنت ولنی طبعناً         ر مختصنات نسبت به محو
RCR 

و زاویننه آن ( Reference Channel) فاصننله فرسننتنده تننا مبنند  

به کمک محن  هندف    میکنیم یسعاول . در گام ستیمشخص ن

 .میدست آور هب ا  از مکان هندسی فرستندهمعادلهشده،  ناختهش
 
1 Constant False Alarm Rate 

Tx

Known Position

Known Position

R1

R0

 
R CR

_ 0RCR

 .ف با موقعیت معلوماهداه قرارگیر  فرستنده و نحو .2شكل 

دسنت  بعند  بنرا  بنه   در فضا  سه LOCAبا توجه به روش 

کننده در آن قنرار  ا  که منبع تشعشعصفحه هندسیِآوردن مکان

 .[11] شودگرفته میبهره ( 1)دارد، از رابطه 

(1) 

][
2

1

][

][

][

12

2

331

2

223

2

1123123

123312231

123312231

123312231









aaa

zzzz

yyyy

xxxx

 

،(1) در رابطننه
ia   و  ام تننا مبنند    حسننگربرابننر بننا فاصننله

iii zyx هنا  اصنلی و   )ایسنتگاه  هاحسنگر برابر با مختصنات   ,,

باشد. نهایتا پنارامتر بعد  میمجاز ( در فضا  سه
ij    کنه بنه

ام  حسگر ام منها  فاصله هدف تا  حسگر صورت فاصله هدف تا 

 .]11[شود نوشته مییر ز شک به  ،شودمی تعریف

(0) ijij rr  

ثابت ) zبه ازا  هر  به این ترتیب
ihz  با استفاده از روش )

LOCA بننه یننک معادلننه خنن   هنندف هننوائی بننرا  )1( و رابطننه

صورت  به
ihDyx   خواهیم رسید.  

ارتفناع فرضنی    بنه ازا  هنر  با توجه به آن چه که گفته شند  

، این معادلنه خن  بنا    آیددست هندسی هدف بهمعادله خ  مکان

 آیند دسنت منی   همعادله هذلولی که از رابطه تفاض  زمنان ورود بن  

 .شودداده می، تقاطع (9)رابطه 

 گنالیسن مسنتقیم   افنت یمنظور اخنتلاف زمنان در   نیا  برا

از هدف شناخته شنده را محاسنبه   این سیگنال   و اکو فرستنده

 Tپنارامتر  نین . اشودیمضر  انتشار کرده و حاص  در سرعت 

به عبارت دیگر پارامتر  .شودیم
T گر بیانRDOA0  باشند و  منی

  باشد.برابر اختلاف دو مسیر دریافت سیگنال می
 
2 Range Difference of Arrival 
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(9) 

     |  
⃗⃗ ⃗⃗ | |   

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    
⃗⃗⃗⃗  ⃗| |   

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| 
  

    √           
             

    
 

 √        
  

 از معادله خ  
ihDyx   مقدارy   بر حسنب

x  ، شودمی جایگزین( 9)رابطه در. 

(0) 

       

√           
   

        

 
         

    
  

 √    
        

 
     

  

    مشنخص اسنت بنه ازا  هنر     (0رابطنه ) کنه از  طور همان

( دارد و با ح  اینن معادلنه    معادله بالا تنها یک مجهول ) فرضی

خ  مقندار   و سپس با استفاده از معادلهآید میدست به   مقدار 

مشنخص     و  دسنت آمنده  به yو  xمختصات  .آیدمیدست به   

نسبت  بعد  هدفو زاویه سه 1بعد فاصله سهدو پارامتر به  ،شده

 .شودمیتبدی   به مبد 

(9) 

{
 
 

 
    √  

    
    

 

        (
√  

    
 

  

)

 

 سرعت بردار جهت و اندازه محاس ه -2-2

بنردار    شنک  ابتندا  ، FDOAهنا   به منظور بهنره بنردن از داده  

  .]19[شودنوشته می FDOAمربوه به   معادله

(1)  ̇ 
    ̇       

  ̇      ̇   ̇ 
   

      ̇   

  دهند و  را نشنان منی   امiحسنگر  موقعیت    در این معادله 

بینانگر     ̇ مقندار اخنتلاف زمنان ورود  و        موقعیت هندف و  

فاصله هدف تا    اختلاف فرکانس ورود  است و همچنین مقدار 

طور که ، همان(1) رابطهسپس فرم اسکالر  باشد.مرجع می حسگر

 .شودمیاستخراج  در ضمیمیه آمده است،

(7)       (      
)   ̇                  

     ̇     

    ̇ که در آن با توجه بنه سناکن بنودن اهنداف کمکنی،      

 .شده استفرض 

و دو  ستفاده از دو هدف کمکی، دستگاه دو معادلهبا توجه به ا

 .آیددست می هب    و   و مقادیر  شودکی  میتشمجهول 

 
1 Slant Range 

روش معمول ح  اینن دسنتگاه معنادلات اسنتفاده از شنبکه      

است که به عنوان ینک روش بنا پیچیندگی محاسنباتی      0جستجو

بعند   گر ناحیه جستجو فضا  سهبه ویژه اشود، زیاد شناخته می

ین جهنت  به همن  یابی نیاز باشد.باشد و یا دقت بالایی برا  مکان

 .ح  این مسئله پیشنهاد شده استروش دیگر  برا  

شده است، به  طور که در ضمیمه به صورت کام  اثباتهمان

حن   بعند از   رسنیم. یک فرم بسته و صریح برا  سرعت هدف می

و     مسنتق  از   به صنورت   مقدار  ها،معادلات و جایگذار  آن

 آید.دست میبهصریح 

(8) 

   
     ̇    ̇        

    
  

           
   

     ̇    ̇                
 

   
    

             
 

  

  
     ̇    ̇         ̇    ̇               

            
  

     ̇    ̇     

   
    

  
 

مقندار دقینق زاوینه بنردار     ،   بعد از مشخص شدن مقدار دقیق 

  .شودنیز محاسبه می   سرعت 

(5)          
     ̇    ̇    

  √  
    

  
       (

  

  

) 

محاسنبه  فرضنی  به ازا  هر ارتفاع  مختصات هدف 1-0 در بخ 

اندازه و جهت بردار سرعت به صورت  0-0 و در انتها  بخ  شد

بنا اسنتفاده از    . در بخن  بعند  یند آبه دست منی و مستق  صریح 

 .رویمبه سراغ ح  مسئله ارتفاع هدف می ی مشخصروش

 شده پيشنهاد روش از استفاده و حرکتی  ناليز -2-3

، در پننج  اسنت  هدف هوائیآنالیز حرکتی این روش که مبتنی بر 

ارتفناع   0   اول بنرا  در مرحله. ]17,11 [گیردمرحله صورت می

 ]19، 11، 9، 1[ مثننالعنننوان  )بننه هنندف هننوائیبننرا   مفننروض

شود و اینن احتمنالات   گرفته می( احتمالات برابر در نظر لومترکی

با
iu   در نظنر گنرفتن مناتریس     و سپس بنا  شوندداده مینمای

داده نشنان   ij ρ ال از یک ارتفاع به ارتفاع دیگر کنه بنا  احتمال انتق

 .]11[ رسیم( می11) و با استفاده از قانون بیز به رابطه شودمی

(11) 
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(11) در رابطه
ijU       برابنر احتمنال شنرطی قنرار داشنتن در

 به آن منتق  شده باشنیم.   که از حالت است به شره آن  حالت 

هنا   جا مشخصات حرکت هدف در ارتفناع منظور از حالت در این

حالنت  دار بر است که برا  هدف هوائی فرض شده است. بنابراین

 :شودمیبه صورت زیر تعریف     

   [                  ]  

کنننیم مشنناهده مننی    طننور کننه در تعرینف در واقنع همننان 

ایم پارامترها  ارتفاع و سرعت در راستا  ارتفاع را در نظر نگرفته

عننوان   و بنه  شنود روز رسنانی منی   هکه ارتفاع در هر تکنرار بن   چرا

ها  جدید در مرحله دوم ورود  .شودحالت شناخته می برچسب

در مرحله  دست آمدهمدل حرکتی با توجه به احتمالات شرطی به

  .]11[ شودمیمحاسبه  ،قب 

(11) 


 
4

1

0 )1()1()1(
i

ijij kUkXkX 

)1(پارامتر   kX i
روز  هبرابر با مقدار ب( 11)در رابطه  

تواند مقدار اولیه یا که میاست  قبلی در تکرار شده حالت سیستم

0)1(همچنین  .آمده از تکرار قبلی باشد دست هخروجی ب kX j
 

 ،این رابطهام است. kبرابر مقدار ورود  مدل حرکتی در مرحله 

 آید. در می 10رابطه برا  ماتریس کواریانس نیز به شک  

(10) 
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کوتاه بودن فاصله بین هر دو فرض با توجه به در مرحله سوم 

مدل حرکتی سنرعت ثابنت بنرا  تخمنین موقعینت       ،گیر اندازه

هنا   مزینت اسنتفاده از داده   ،شنود گرفته میبعد  هدف در نظر 

FDOA  رسنانی فیلتنر    روز بهدر مرحله در این بخ  آن است که

کنند، در واقنع  کالمن مقادیر سرعت و جهت حرکت نیز تغییر می

تبنندی  بننه   [           ] جننا  بننه     گیننر  بننردار اننندازه
هنا   مدلاهداف با شود و می  [                            ]

توان با استفاده از همنین فرضنیات   تر  را نیز میحرکتی پیچیده

فیلتر کالمن بنا مناتریس انتقنال سنرعت      . بنابراینیابی کردمکان

ها  مرحله دوم شود به خروجیصورت زیر تعریف می به که ثابت

    شود.اعمال می
       

(19)       [
       
   

] 

 باشد. در نهاینت می    ماتریس همانی     ،(19)در رابطه 

    ها فیلتر کالمن با استفاده از رواب  زیر به ورود 
 و        

    
 . شودمیاعمال        

(10) 
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برابننر بننا  Qبرابننر بننا منناتریس مشنناهده،  H ،(19) در رابطننه
برابر بنا       و برابر با نویز اندازگیر   Rکواریانس نویز فرآیند و 

 گیر اندازه در واقع بردار .باشدام می در تکرار گیر  بردار اندازه
فرستنده سرعت بردار  عناصربه صورت مختصات موقعیت و      
 .شودتعریف می ،دست آمده است هدر آخرین مرحله بکه 

     [                              ]  

 ،     گینر   و بردار اندازه   با توجه به تعریف بردار حالت 
در نظنر     صنورت ینک مناتریس همنانی      بنه   س مشاهده ماتری

 .شودگرفته می

( iuدر مرحله چهارم مقادیر احتمالی تخصنیص داده شنده )  

کنند. این کار روز شده و مقادیر جدید  اختیار می هب به هر حالت
 .]11[  شودبه صورت زیر انجام می

(11) 
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برابر با تابع  ،طبق تعریف kj)( ، تابع(11) در رابطه

kXH)( زده شده چگالی احتمال مقدار تخمین jj


است که  

kS)( و کواریانس Z(k)دارا  توزیع نرمال با میانگین  j
 است. 

مین تابع چگالی احتمال براساس یک توزیع نرمال حول مقدار تخ
باشد که این روش با الهام زده شده با استفاده از فیلتر کالمن می
آورده شده است.  [11,17]گرفتن از روش بیان شده در مراجع 

به با استناد  نحوه تعریف تابع چگالی احتمال و دیگر پارامترها
 .[11] آورده شده است ها  آنالیز حرکتیروش

(17) 
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ه پنجم که آخرین مرحله است بنا توجنه بنه مقنادیر     در مرحل
شده روز بهاحتمالی 

iu، زده فرسنتنده تخمنین    ها  جدیند ارتفاع

 .شودانجام میصورت زیر  برا  این کار بهشود، می
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از  ، با استفادهشده محاسبه       با توجه به در همین مرحله
رسانی  روز به ها ِها  متناسب با مقادیر جدید ارتفاع x,y( 0رابطه)
 0-0 از رواب  ارائه شده در بخن  ، دنیآمیدست  هب (      ) شده

دسنت آوردن انندازه و جهنت بنردار سنرعت در      نیز به منظور بنه 
 .خواهیم کرداستفاده ها  جدید ارتفاع

 ،که یک روش بر مبنا  تکرار اسنت یشنهاد  پروش کد شبه
ابتدا موقعیت  (9) شک کد  شبهدر  .شودمیدر شک  زیر مشاهده 

و سنپس بنا اسنتفاده از    آیند  میدست هدف و بردار سرعت آن به
ها  فرضی حرکت مطرح شد ارتفاع 0-9 الگوریتمی که در بخ 

تنا اخنتلاف   شنود  منی ، این کار آن قدر تکرار شودمی روز بههدف 
شده از مقدار مشخصی کمتر شنود. اینن مقندار     روز بهها  رتفاعا

سیگنال دریافتی، موقعیت هدف و     به  مقدار آن مشخص که
𝜀 با ،موارد دیگر بستگی دارد

 
در واقنع هنر    .شودداده مینمای   

𝜀 کمتننر و هنندف دورتننر باشنند، SNRچننه 
 
تر  انتخننا  ککننوچ 

توان با دقت خوبی به تفکیک در این شرای  نمی. چرا که شود می
 ارتفاع پرداخت.

Hypothetical initial value of height = 0, 5km, 10km, 

15km 

   = Hypothetical initial value of height //    , , ,  

   = 0.25 // Assign initial probability to any height 

START 

WHILE |     | > 𝜀 //                       

// Step 1. Acquire target position and speed (section 

2,3) 

         [ , ,  ,  ] 

// Step 2. Proposed algorithm (section 4) 

      
                  

   // Kalman filter 

    
               

 ,             // Kalman filter 

         
     //     , , ,  

// Probability density function    According to    

( )i k is obtained from  . 17Eq . 

// Assign probability to any height 

( )iu k is obtained from  . 16Eq . 

                     (      
     

    ) 

The values of   
  are updated using  . 19Eq . 

End while  

                            

End 

 .شده در این مقاله ائهرالگوریتم ا شبه کد. 3شكل 

  بحث و جینتا -3

سناز  آن  بنه شنبیه  برا  ارزیابی روش ارائنه شنده   در این بخ  
. برا  این منظور ابتدا باید نحوه قرارگیر  اهداف شودپرداخته می

یکی از  ده در مبدا مختصات،. گیرنشودبا موقعیت معلوم مشخص 
            و دیگنننر  در( km 11، 1، 1)اهنننداف بنننا موقعینننت معلنننوم در 

(hi، km 11 ،km 11 ) هدف منورد نظنر در موقعینت   گیردمیقرار .         
(hi، km 9، km 01 ) سناز  بنرا   و شنبیه شنود  منی فرض hi    هنا

بنه صنورت    . همچننین سنرعت فرسنتنده   شنود میمختلف انجام 
        

 

 
 .شودگرفته میدر نظر  

بنه اینن معننی     فرض شنود به صورت قطر   ij ρ اگر ماتریس
هندف هنوائی صنفر در نظنر     است که احتمال تغییر ارتفاع بنرا   

ساز  با مجاز کردن تغییر ارتفاع از ، در این شبیهگرفته شده است
در نظنر   بنه صنورت زینر    ij ρ یک ارتفاع به ارتفاع مجاور، ماتریس

با توجه به سناریو  لحاظ شنده بنرا     ρ ماتریس .شوده میگرفت
حرکت پرواز  در نظرگرفته شنده اسنت، در سنناریو  منوردنظر     

 درصند و  50احتمال ماندن در ارتفاع قبلی بعد از هر گنام زمنانی   
درصد در نظنر شنده    1ها  مجاور احتمال حرکت پرنده به ارتفاع
تنوان در  قادیر برا  ماتریس  را منی است. تاثیر لحاظ کردن این م

 ( مشاهده کرد.11رابطه )





















94.006.000

03.094.003.00

003.094.003.0

0006.094.0



 

 رنرابناو  و بنورت مسنز به صنینن iuمقادیر اولیه احتمالات 

M
ui

1
 4شوند که در نظر گرفته می)max(  iM است.  

کیلنومتر  پنرواز    11ارتفناع  هندف در  شنود  منی ابتدا فرض 
کند و سپس نتیجه برا   می

iu بار تکرار تمنام مراحن    بعد از یک
 آمده است. (0). نتیجه در شک  شودمیگانه رسم پنج

 
 .نحوه توزیع احتمال پرواز در هر ارتفاع بعد از یک بار تکرار .0شكل 

حتمال حرکنت  شود، امشاهده می (0) طور که در شک مانه

 . استها بیشتر از بقیه ارتفاع km 11 فرستنده در ارتفاع

u
 (

p
r
o

b
a

b
il

it
y

 f
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 e

a
c
h

 h
e
ig

h
t)

 

height(m) 

actual height = 10km 
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برا  بررسی دقت قاب  حصول و بهبود قدرت تفکیک گزارش 

مرتبنه   5بعند از   . نتیجنه شودداده میارتفاع هدف الگوریتم ادامه 

 آمده است.  (9)گانه در شک  تکرار مراح  پنج

ارتفاع ها  کاندیند از مقنادیر    کنیممشاهده میکه  ورطهمان

 ( بنه (0) شنک  صنورت   بهتکرار اول ) در کیلومتر ]19، 11، 9، 1[

بار تکنرار   5بعد از  متر ]11001، 11109، 5891، 5190[ مقادیر

 تبدی  شده اند.  (9)در شک  

 
 .مرتبه تکرار 5نحوه توزیع احتمال پرواز در هر ارتفاع بعد از . 5شكل 

هنایی  یج برا  حرکت فرستنده در ارتفاعبه منظور بررسی نتا

، فنرض   کیلنومتر  ]19، 11، 9، 1[هنا  پیشنفرض   غیر از ارتفناع 

گاه نتیجنه  پرواز کند، آن کیلومتر 9/8 کنیم فرستنده در ارتفاع می

مرتبنه تکنرار بنه صنورت      5( بعند از  iuگیر  در هر ارتفاع )قرار

از  متنر  8911 ارتفناع احتمال  آید که واضحاًبدست می (1)شک  

بقیه بیشتر است و این ارتفاع بنه عننوان ارتفناع موقعینت هندف      

  توس  الگوریتم گزارش می شود.

 
 .مرتبه تکرار 5نحوه توزیع احتمال پرواز در هر ارتفاع بعد از  .9 شكل

نحوه همگرایی الگوریتم برا  موقعیت فرستنده  (7)در شک  

. در این شک  شودمیمشاهده  کیلومتر 9/8و  11در ارتفاع ها  

در هر تکرار، ارتفاع با بالاترین احتمال
iu   شده است انتخا

، بعد از طی  بینیم در هر دو موردطور که می(. همان18 )رابطه

، از یک ارتفاع پی  فرض اولیه به ارتفاع درست  یک حالت گذرا

 .ندشوهمگرا می

 
تخمین زده شده بعد از هر تکرار و همگرایی به ارتفاع  ارتفاع .9شكل 

 .واقعی

و  ارائنه شنده  برا  مشاهده عملکرد هر ینک از مراحن  روش   

رسانی شده  روز بهتر الگوریتم، در هر بار تکرار، ارتفاع بررسی دقیق

احتمنالات تخصنیص داده شنده )   و همچنین مقنادیر  
iu  بنه آن )

رسنانی شنده را    روز بنه ها  ارتفاع (8). شک  شودداده مینمای  

 دهد.دست آمده است نمای  می( به15که بر اساس رابطه )

 
روش رسانی شده بنرا  ارتفناع در مرحلنه پننجم      روز بهمقادیر . 9 شكل

  (  15رابطه ) پیشنهاد شده

  هنا  معرفنی شنده در    هر ینک از حالنت   احتمال (1) جدول

حالتی را  0  توزیع احتمال بین وهکند و نحرا بیان می (8)شک  

( 1) جندول در واقنع  کند. آمده است، مطرح می (8)که در شک  

رسانی شده  روز بهها  نحوه تخصیص احتمال به هر یک از ارتفاع

بنه  را در هنر تکنرار    کیلومتر 9/8برا  حرکت فرستنده در ارتفاع 

 گذارد.  نمای  می
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 .(8) شک  در شده مطرح ها حالت از یک هر به احتمال تخصیص .1 جدول

                 
مرتبه 

 تکرار

19 11 9 1        
1 

1/09 1/09 1/09 1/09    
19 11 9 1        

1 
1/101 1/981 1/058 1/010    
19 11/1 8/9 9        

0 
1/118 1/015 1/901 1/051    
11/1 5/0 7/0 9        

9 
1/190 1/999 1/909 1/017    
11/1 11/1 8/7 7/0        

0 
1/10 1/091 1/901 1/051    
11/1 5/1 8/0 7/0        

9 
1/108 1/055 1/90 1/091    
5/0 8/9 7/8 7/0        

1 
1/000 1/990 1/070 1/19    
8/7 8/7 8/9 7/8        

7 
1/191 1/909 1/905 1/188    
8/7 8/0 8/1 7/8        

8 
1/08 1/995 1/099 109/1     
8/79 8/99 8/99 8/19        

5 
1/15 1/997 1/919 1/197    

در اینن   روش ارائه شدهیابی خطا  فاصلهدر ادامه به مقایسه 

در  .]19[ پردازیم.میخطی معمول ا  و روش دو مرحلهبا  تحقیق
ینابی  بنرا  مکنان   ]19[ گیرننده  9از و خطنی   ها  معمنول روش

 ی و فرکانسنی زمنان  تفاضن  هنا   توسن  داده  بعند  سه غیرفعال

در کنه  ، این درحنالی اسنت   شودمیبهره گرفته  دریافتیسیگنال 

ه گیرنده و دو هندف  روش ارائه شده در این تحقیق از یک ایستگا
 هنا  مجناز (  )ایسنتگاه  کمکی با موقعیت از پی  مشخص شده

بنا روش   معمولها  بنابراین برا  مقایسه روش. شودمیاستفاده 

 شنود. ارائه شده در این تحقیق فق  سه گیرنده در نظر گرفته می
ها دارد که محدودیت به دیگر روش تیارجحاین روش در حالتی 

گیرننده بنرا     9چینن     نحنوه  شنته باشند.  گیرنده وجود دا 9

ها  مذکور به این صورت است کنه گیرننده اول   ساز  روششبیه

گیرد و گیرنده دوم و سوم در موقعینت اهنداف از   در مبدا قرار می
و  TDOAهنا   گینر  انندازه  .گیرنند پی  مشخص شده قرار منی 

FDOA ،     و  حاص  از اضافه شدن ننویز گوسنی بنا مینانگین صنفر

ننویز   .باشند منی  هر کدام از پارامترهنا  دقیقبه مقدار    انسواری
باشننند. موقعیننت و ناهمبسننته مننی FDOAو  TDOAهننا  داده

در نظنر گرفتنه    کیلومتر 9/8در ارتفاع سرعت هدف همچون قب  

در  ها با روش ارائه شدههایی که قصد مقایسه آندر روش شود. می

تنهنا   شنود گیرنده استفاده  9، مادامی که از وجود دارد این مقاله
 نند بعد از مختصات فرستنده یا هدف خواه گیر  دوقادر به اندازه

را در دو  ینابی فاصنله  ارتفاع را نادیده گرفته و مسئله ،بود. بنابراین

عدم در نظر گرفتن ارتفاع پرواز  خطا  ثابتی کنند. بعد ح  می

 شود.یافزاید که به صورت زیر محاسبه مرا به محاسبات می

            √         √      

 √                  √          

        

ساز  برا  هر وارینانس ننویز در   بار تکرار شبیه 1111بعد از 

یابی در نمنودار زینر نشنان داده    هر سه روش نتیجه دقت موقعیت

واریانس ننویز تفاضن  زمنان     (5) شک در محور افقی  است.شده 

( تبنندی      ) تفاضنن  فاصننلهنننویز ( را بننه واریننانس   ورود )

 ایم.  کرده

 
 .ها  مختلف با روش ارائه شده در این روشمقایسه روش .6شكل 

بنرا  روش   شنود طور که در شنک  بنالا مشناهده منی    همان

 در نظنر گنرفتن ارتفناع از لحناظ جنذرِ     پیشنهاد شده با توجه به 

  .شودمی خطا نتایج بهتر  مشاهده مربعِ گینِمیان

( را درنظر 0برا  تبیین یک سناریو  پدافند  واقعی شک  )

به رادار فعال برا  یک از خواهیم میبگیرید. حال فرض کنید که 

یکی از نقناه ضنعف    دست آوردن موقعیت هواپیما استفاده شود.

عال، جمرهنا  ننویز  تنوان بنالا هسنتند. در رادارهنا       رادارها  ف

شود کنه بهنره پردازشنی رادار بنالا     تمهیدات زیاد  اندیشیده می

رفته و تا حد ممکن در برابر جمرها  نویز  مقاوم باشند. با اینن  

حال جمر می تواند بنا بنالا بنردن تنوان ارسنالی خنود، بنر بهنره         

فحه رادار را سنفید  پردازشی رادار غالب آمنده و  بنه اصنطلاح صن    

 کنند.  می

چهننار جمننر   EA-6B1بننه عنننوان مثننال هواپیمننا  جمننر   

AN/ALQ-99     کیلنووات  8/11 حم  می کند کنه هنر ینک تنوان 

فرض کنیم، آنگناه تنوان   دسیب   11 دارد. اگر بهره آنتن آن را نیز

متنر   11/1 دریافتی از این مجموعه جمر در آنتنی با سنطح منوثر  

 به صورت نمودار زیر است.در فواص  مختلف  مربع،

 
 .باشد یم کیالکترون جنگ  ها تیت ماموردوموتوره جه  مایهواپ کی 1
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 در فواص  مختلف  EA-6Bاز جمر  یافتیتوان در .11شكل 

کیلومتر ، توان  011مطابق با این نمودار، حتی در فاصله 

باشد. برا  مقایسه،   -dBm 91 دریافتی از جمر می تواند بی  از

      و بهره آنتن رادار نیز kW 91 فرض می کنیم که توان رادار

dB 91 د، در این صورت توان دریافتی از هدفی با سطح باش

 متر مربع به صورت نمودار زیر است. 111مقطع رادار  

 
 .از هدف در رادار یافتیتوان در .11شكل 

طور که می بینیم، توان دریافتی از جمر بسیار بنالاتر از   همان

 91 توان دریافتی از هدف است. حتنی اگنر رادار بهنره پردازشنی    

کیلنومتر    011باشد، باز هم جمر  که در فاصله  داشته دسیب 

 .کیلومتر  کور کند 91است می تواند رادار را تا فاصله 

هایی با این قندرت منا را وا منی داردکنه بنه فکنر       وجود جمر

مدها  پیشرفته تر مقابله با جمر باشیم. یک راه ح  هوشنمندانه  

ن منبع برا  این منظور آن است که از سیگنال خود جمر به عنوا

تاب  استفاده کنیم. اصول این کنار مشنابه رادارهنا  غینر فعنال      

است. این رادارها سنیگنال ارسنالی از مننابع غینر رادار  )ماننند      

ل و یا ...( را به عنوان یا تلوزیون دیجیتا AMیا  FMسیگنال رادیو 

 گیرند.مرجع می

در ادامه بُرد سامانه برا  یک سناریو  عملی همچنون تنوان   

  مشخص هدف با موقعیت معلوم تا گیرننده رسنم   و فاصله موثر

 آمده است. (0)شود. این مشخصات در جدول می

 .ویپس یابیمورد استفاده در محاسبه برد مکان اتیجدول فرض. 2جدول 

بنرا  آشکارسناز    (   حداق  توان دریافتی ) (01) در رابطه
 .آیددست میسیگنال دریافتی به

(01)              

کند برابر توانی که رادار از بازتا  سیگنال از جمر دریافت می
 است با:

(01)    
      

       
 

 
   

 

       
 
 

        
  

          
   

 
 

 نویز حرارتی دریافتی برابر است با: توان

(00)    
     

   
 

برابر عندد ننویز و      و  1برابر ثابت بولتزمن K( 00در رابطه )
برابر مدت زمان بودن برا  رو  هندف و دریافنت سنیگنال        
 باشد. در واقع مقدار می

   
ز دریافتی گیرننده  برابر پهنا  باند نوی 

 ا  قاب  شناسایی بودن هدف باید:باشد. برمی

(09) 

             

  
        

  

          
   

  
     
   

        

      
   

  
        

     

                 

 

ها   SNRشود برحسب که در ادامه رسم می هاییشک 
ها  بالاتر از صفر  SNR. در صورت حداق  باشدمیمتفاوت رسم 

، مقدار سمت راست نامساو  را (09) بایست طبق رابطهمی
ها هر یک از منحنی  تعیین کنیم. اعداد نوشته شده بر رو

در  (09)گر اختلاف مقدار سمت راست نامساو  رابطه نمای 
SNR  مورد نظر با این مقدار درSNR باشد که در رابطه صفر می
 نشان داده شده است. (00)

(00) 

         

 
            

                         

 
            

                      
 

 
1 Boltzmann Constant 

 مقدار پارامتر شماره

 ریغ  فرستنده یتوان موثر تابش 1
 (     )همکار 

1000W 

 1m2 (Aeرادار ) سطح مقطع موثر آنتن 0
 3000m2 (σسطح مقطع رادار  هدف ) 9
زمان به روز رسانی اطلاعات هدف  0

(TUD) 
10ms (0.01sec) 

 8dB (Fnعدد نویز گیرنده ) 9
 100km (RJفاصله فرستنده تا رادار ) 1
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با توان  کیلومتر111 فرستنده در فاصله  پوش  برا هیناح .12شكل 

  .وات1111یموثر تابش

کیلووات به  1کیلومتر  و توان موثر تابشی 111 برا  فاصله
 سیب  خواهیم داشت.د11       منظور رسیدن به 

            

                       

 
            

                      
    

کنیم افزای  حداق  ( مشاهده می10)طور که در شک  همان
SNR عدد   بر رو  حداکثر برد سامانه خواهد داشتتغییر زیاد ،
دسنیب  را  11       بر رو  منحنی حداق  برد سامانه در  79

بالا اگر زمان بودن بر رو  هندف   البته طبق رابطه. دهدنشان می
 توانیم برد را افزای  دهیم.( را افزای  دهیم می   )

 EIRPبرا  فرستنده بنا  بینیم، می طور که در این شک  همان
کیلنومتر   91توان به برد آشکارساز  حنداق   کیلووات می 1برابر 

در واقع هر چه . حول گیرنده و حول هدف با موقعیت معلوم رسید
مورد نیاز گیرنده بیشتر باشند حنداکثر بنرد سنامانه      SNRحداق  

 یابد. کاه  می

 گيری نتي ه -0

 نیا در  شنهادیپ روش از ادهاستف با ، سازهیشب جینتا به توجه با
( منبع رادیوئی) فعال یئهوا هدف کی  بعد سه یابیمکان مقاله،
 سنر یم معلنوم  تین موقع بنا  هدف دو و گیرنده کی از  ریگبهره با

 بنه  بنا  معمنول،  حالنت  در م،یدانن یمن  کنه  طنور همان. است شده
 رااصنلی   هندف  توانیم فق  معلوم تیموقع با هدف دو  ریکارگ
کنه در   یتمیالگنور  با اسنتفاده از  یکرد ول یابیتیموقع دبع دو در
بعند  فرستنده در سنه  تیموقع نییتع ،مقاله مطرح شده است نیا

همچنین پیچیندگی پنایین محاسنباتی در اینن      .انجام شده است
شود که این روش را از لحاظ عملی روش خود مزیتی محسو  می

بنه  تق  و صنورت مسن   که تمام مجهنولات بنه   کند، چراجذا  می
  .شوندبسته محاسبه میشک  

از  FDOAو  TDOAها  مشابه برا  حن  معنادلات   در روش

کنه در   ،([19]شنود ) مرتبه تکرار استفاده می 11از  1روش نیوتن
 
1 Newton’s Method 

شده در این مقاله از یک فرم بسته و صریح بنرا  حن     روش ارائه

استفاده شده اسنت. همچننین اگنر از     FDOAو  TDOAمعادلات 

 19متنر در   191گشتی استفاده نشود برا  رسنیدن بنه   روش باز
 111کیلومتر ارتفاع متصور برا  هندف هنوائی فعنال بایند بنرا       

متر معنادلات را نوشنت و حرکنت     191ارتفاع مفروض با اختلاف 

عننوان ارتفناع هندف انتخنا       منطبق با مدل حرکتی هدف را بنه 
گینریم  ر میارتفاع را در نظ 0که در این روش فق  کنیم، حال آن

بنار در   09 ،شنویم. بننابراین  و به ارتفاع واقعی هندف همگنرا منی   

مرتبنه   11محاسبات مربوه به ارتفاع کاه  محاسبات داشنته و  

نسنبت بنه    FDOAو  TDOAکاه  محاسبات در ح  معنادلات  

مرتبننه کنناه    091و مجموعنناً  باشنندمننی ]19[روش نیننوتن 

ها  سیگنال به نویز محاسابات داشته، البته این روش برا  نسبت

ینابی معمنول   ها  مکاندر روش پایین امکان عدم همگرایی دارد.
، حتمناً بایند   ]18[را دارنند  رادار    سایتهایابی که قصد مکان

بند  خوشه ها  رادار از سایت ها  دریافتیاطلاعات و سیگنال

ها را به درستی به یک حسگرتا بتوانیم اطلاعات دریافتی از شوند 
که نیاز به زمان و محاسنبات بیشنتر    تنده اختصاص دهیم، فرس

 نسبت به روش مذکور دارند.
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 پيوست

دسنت  ضمیمه به اثبات یک فرم بسنته و صنریح بنرا  بنه     نیا در

آوردن اندازه و جهت بردار سرعت هدف متحرک هوائی با استفاده 

شود. ابتدا با توجه به تعریف پارامترهنا   ( پرداخته می1از رابطه )

( و فرضنیات مسنئله همچنون سناکن بنودن      1موجود در رابطنه ) 

آیند. سنپس بنه منظنور     دست میها فرم غیر بردار  آن بهحسگر

 شود.( بازنویسی می1) سهولت در ادامه روند ح  مسئله رابطه

 ̇ هنا   ها ترمحسگربا توجه به ساکن بودن 
 ̇ و    

   
صنفر    

مقندار      طورکه قنبلاً گفتنه شند،    شوند. هماندر نظر گرفته می

   ود  و بینانگر اخنتلاف فرکنانس ور      ̇ اختلاف زمنان ورود ،  

ر مرجع اسنت  سگح  بردار موقعیت هدف نسبت به گر اندازهبیان

آیند.  دسنت منی  ( بنه 9) ( در رابطنه   و جهت آن ) )  که اندازه )

 حسنگر   بردار موقعیت هدف نسنبت بنه   مشتق اندازه  ̇ پارامتر 

  مرجع )
( و جهت بردار سرعت  ( است که باید برحسب اندازه )̇

ینک بنردار فرضنی در     کلی مشتق انندازه  ( نوشته شود. رابطه  )

 ( نوشته شده است.01رابطه )

(01) 
 
    

  
  

        
 
 

  
 

      
  
  

    

 | 
  

  
|     ( 

 
 ⃗ 
  

   ⃗ ) 

  یا   ̇ پارامتر صورت معادل برا   به
 خواهیم داشت. ̇

(07)  ̇     
̇   

| ⃗ |

  
 | 

 ⃗ 

  
|     ( 

 
 ⃗ 

  

   ⃗ ) 

  ̇               

صورت بردار  نوشته شده بنود، بنه    ( که به1) رابطه نهایتدر 

 شود.فرم زیر نوشته می

(08)       (      
)   ̇                  

     ̇     

(، به شک  صریح و مستق  برا  هر 08ساز  معادله ) با ساده

رسنیم. بننرا  اینن کننار تنابع سننینوس و    کندام از مجهنولات مننی  

 شود.( بس  داده می08کسینوس رابطه )

(05) 

             (   
)               (   

)

                   
                   
     ̇    ̇    

تقسیم   ( مرتب و طرفین رابطه بر 05سپس رابطه )

 شود. می

(91) 

 (     (   
)            )       

 (     (   
)

           )        

 
    ̇    ̇   

 
 

( بنه اختصنار و   91هایی از رابطه )نویسی، قسمتبرا  خلاصه

 شود.بازنویسی می صورت زیر به

(91) {
        (   

)            

        (   
)             

 

سناز  آن،  ( و سناده 91( در رابطنه ) 91با جایگذار  رابطنه ) 

 شود.معادلات زیر تشکی  می 0و  1ها    برا  

(90) 

{
 
 

 
    (        (

  

  
))  

     ̇    ̇    

  √  
    

  
       

   (        (
  

  
))  

     ̇    ̇    

  √  
    

  
      

 

 شود.صورت زیر بازنویسی می به (I)معادله 

(99) 
   (        (

  

  

)  (     (
  

  

)       (
  

  

)))

 
     ̇    ̇    

 (√  
    

 )
 

بننه       (II)بعنند از بسنن  تننابع سینوسننی و جننایگزار  رابطننه  

 باشد.می  رسیم که تنها مجهول آن ( می90ادله )مع

(09)  ̇ 
    ̇       

  ̇      ̇   ̇ 
   

      ̇   

https://ieeexplore.ieee.org/xpl/conhome/5916934/proceeding
https://ieeexplore.ieee.org/xpl/conhome/5916934/proceeding
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(90) 

     ̇    ̇    

 (√  
    

 )
    (     (

  

  

)       (
  

  

))

 √  
     ̇    ̇     

     
    

  

    (     (
  

  

)       (
  

  

))

 
     ̇    ̇    

 (√  
    

 )
 

صورت صریح و مسنتق  از   به  بعد از ح  این معادله، مقدار 

 آید.دست میبه   

(99) 

   
     ̇    ̇        

    
  

           
   

     ̇    ̇                
 

   
    

             
 

  

  
     ̇    ̇         ̇    ̇               

            
 

 
     ̇    ̇     

   
    

  
 

   ( مقندار  90با اسنتفاده از رابطنه )   Vمقدار  بعد از محاسبه

 آید.دست مینیز به

 

 

 


