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چکيده

برخلاف مقياس ماکرو، . ارائه شده است نانوذرهای  تحت اثر بار ضربه انحنادار ورق   نانو دیناميكیپاسخ  ای بررسیتحليلی برمدل در این مقاله 

، انحنادارورق   به نانو واردشده یا . بار ضربهشوند یم نظر گرفتهدر محاسبات در  یواندروالس يرویمانند ن یاتم يننانو، تعاملات ب ياسدر مق

ورق    نانو ينب یواندروالس يرویجونز ن-لنارد يلو با استفاده از پتانس شده نظر گرفتهورق در    و نانو هذر نانو ينب یوالسواندر يروین صورت به

 یهدوگانه فور یسر ولاو -يرشهفکورق  یورق از تئور نانو  ییجابجا يدانمحاسبه م یبرا گردیده است. محاسبه یذره کربن و نانو يليكونیس

-گرفتن تنش پسماند سطحی، روابط گورتين همچنين، معادلات حاکم با استفاده از نظریه الاستيسيته سطحی و در نظر. است شده استفاده 

کاتای -گاهی ساده، با استفاده از روش عددی رانج دار با شرایط تكيه مرداک و اصل هاميلتون استخراج شده و این معادلات برای نانو ورق انحناء

ورق مسطح چهارگوش   نانو یرو را نانوذره یا که بار ضربه يلیبا مدل تحل يلیمدل تحل یجنتا ی متلب حل شده است.نویس مرتبه چهارم و کد

جرم و  ييراتآن و تغ یورق مانند انحناء و ضخامت، اثرات سطح نانو  یهندس یاثر پارامترها مه،شده است. در ادا یمدل کرده، اعتبارسنج

با افزایش شعاع خميدگی دهد که  نشان می یجنتا است. قرارگرفته یبررس موردورق    نانو  یناميكیو پاسخ د یلسواندروا يرویذره بر ن سرعت نانو

کاهش نيز ورق   جابجایی مرکز نانو بيشينهاثر سطحی، درنظرگرفتن با یابد و  یمکاهش ثابت  یانحنا یهزاو یكشكل در  ييرتغ ورق، بيشينه

 .شود میکمتر ورق ضخامت  ر بيشينه انحراف نانو ورق با افزایشنقش اثر سطحی د و نيز خواهد یافت

 تحليلی حل، ضربه ، نانوذره ،انحنادارنانو ورق کليدی:هایواژه

Analytical Modeling of Impact loading of Nanoparticles on the Nano-curved Plate 
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ABSTRACT 
In this paper an analytical model is presented to investigate the dynamic response of the nano-curved plate under impact loading 
of nanoparticles. Unlike the macroscale, long-range interatomic interactions, such as the Van der Waals (vdW) force, are 
considered at the nanoscales. The impact load on the nano- curved plate is considered as an interaction between the nanoparticle 
and the nano-plate. The vdW force between the carbon nanoparticle and silicon nano-curved plate is determined by the Lennard-
Jones potential. The Love-Kirchhoff plate theory and Double Fourier series are used for determining the displacement field of 
the nano-plate. Also the governing equations of the nano-curved plate are derived by considering the residual surface stress, 
Gurtin and Murdoch relations and Hamilton's principle and are solved for a simply supported nano-curved plate by using the 
Rung-Kutta’s fourth order method in MATLAB. The analytical model results are validated with an analytical model that has 
investigated the dynamic response of the nanoparticle impact on a rectangular nano-plate. The effects of geometrical parameters 
such as curvature, thickness, mass and velocity are investigated. Also the surface effects of the nano-plate on the vdW force and 
the dynamic response of the nano-curved plate are studied. The results show that by increasing the radius of curvature, the 
maximum deformation at a constant curvature angle is decreased. Also, by considering the surface effect, the maximum 
displacement of the center of the nano-plate is reduced and the role of the surface effect on the maximum deflection of the nano-
plate decreases with increasing nano-plate thickness. 
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 مقدمه -1
نانو  های يستمس در گسترده طور به نانو ساختارهااز  يراًاخ

نانو  ،گرهاحس نانومانند ها  و ميكروماشين يكیالكترومكان

   . با توجه به رشد شود استفاده میها حسگرو  ها محرک

 های یدهپد بررسیبه  یادینانو، علاقه ز وریناف روزافزون

یكی از [. 7،2] داردوجود نانو  ياسمختلف در مق يكیمكان

موضوعات علمی در این خصوص بررسی و تحليل مقاومت به 

تحمل ضربه  ییتواناو نانو  در مقياس شده ساختههای  ضربه سازه

. بررسی و تحليل [3] باشد ها می در این سازه یاجسام خارج

 ی، طراحها ينماشيكروم یورق در طراح  برخورد نانوذره به نانو

، نانو يكیو نانو الكترومكان يكیترومكانالكيكروم هایيستمس

نانو  ياسدر مق گرهاحس یطراح و ها نانو محرک، ها سنج شتاب

 گيرد. قرار می استفاده مورد

 های، مدلیكروسكوپیما مقياس در برخورد مسائل در

 نتایج با خوبی تطابق کلاسيك مانند مدل تماسی هرتز تماسی

بر  ضربه بينیشدارد وليكن پي عددی سازی يهشب و تجربی

 استفاده قابل نانو مقياس در اجسام تماس هرتز، برای مدل اساس

 تعاملی نيروی و سطحی اثرات این مدل در زیرا نيست

 شده ساخته یها سازه. در [0] شود نمی گرفته نظر در واندروالسی

 روی مواد مكانيكی خواص که گردیده در مقياس نانو ثابت

 این .است ماده توده از متفاوت خارج، مرز الاستيك های لایه

 توسط سطح ماده و حجم در تعادل معادلات بررسی با موضوع

 به نانو ساختارها بررسی در .است شده  یبررس گورتين و مرداک

 سطحی خواص از حجم، به سطح نسبت بزرگ مقادیر دليل

ضربه در  یدر بررسنمود. علاوه بر آن  پوشیتوان چشم نمی

 يرویمانند ن اتمیينب یتعامل يروهایو نو نان يكروم ياسمق

نانو  ين[. در ضربه ب5شوند ] یدر نظر گرفته م یواندروالس

برد و -دافع کوتاه  یواندروالس يرویدون زمان، همساختارها

 ضربه زننده ،یينپا سرعتبرد وجود دارد. در ضربه -جاذب دور

 رویيوجود ن يلرا ندارد و به دل نانو ورقبه  يدنشانس رس نانو

 ییفاصله جدا ی. وقتشود یدور م آناز  ،دافع یواندروالس یقو

شود،  يشترب یمشخص فاصله یكاز  نانو ورقضربه زننده و  ينب

 نانو ورقغالب شده و ضربه زننده را به  یجاذب واندروالس يروین

 .کند  یم یكنزد

 لایه یكو  ینانوذره کرو یك یتعامل يروهای[ ن0سان ] 

 یتماس يروهایو ن یواندروالس هایيرومسطح که شامل ن

نانو  اجباری ارتعاش [5] اسدی .کرد یاست را بررس يكیمكان

 کرد. او بررسی سطحی اثرهای گرفتن نظر در با را ها ورق

 نانو ورق اجباری ارتعاش یساز مدل برای تحليلی روشی

 از استفاده با را خارجی عمومی بارگذاری تحت مستطيلی

 داد که نشان کرد و ارائه کيرشهف ورق مدل عمومی تئوری

 نزدیك هم به را نانو ورق های فرکانس طيف سطحی، خواص

از فيلم نازکی در  شده اصلاحمدل پيوسته  [6] هوانگ .کند می

 مقياس نانو با ترکيب الاستيسيته سطحی و تئوری ورق فون

 صفر يرغعمودی  یها تنشکارمن پيشنهاد داد که در آن اثر 

بزرگ را نيز در نظر گرفت. این مدل  یها شكل ييرتغو 

دقيقی برای مطالعه خمش، کمانش و ارتعاش نانو  حل راه

 [1]کند. لی و وانگ  ساده را ارائه می های گاه هيتكبا  ها ورق

طبيعی و  یها فرکانساثر پارامتر مقياس کوچك روی 

که تحت  دوجدارهتك و  یها نانولولهدیناميكی  یداریپا

بارهای نوسانی محوری را بررسی کردند و فهميدند که اثر 

این پارامتر به شكل بارگذاری و هندسه نانولوله کربنی 

ارتعاش آزاد ميكرو و نانو  [1] وانگ و همكاران .بستگی دارد

تيرها را با استفاده از تئوری تير تيموشنكو و الاستيسيته 

غيرمحلی ارینگن بررسی کردند. معادلات حاکم و شرایط 

آورده و  به دستمرزی را با استفاده از معادلات هاميلتون 

 حل تحليلی برای ارتعاش تيرها با شرایط انتهایی مختلف را

به تحليل دیناميكی [ 9] و غلامی زاده ملك ارائه دادند.

مرکب دوانحنایه، تك انحنایه، صفحه تخت و  یها پوسته

چند  یينپا سرعتکامل تحت ضربه عرضی  یا استوانهپوسته 

 نيروهای [71]همكاران  وسان  .جرم ضربه زننده پرداختند

 این در .بررسی کردند را سيليكا یها نانو کره بين نرمال تماسی

 که تماس از بعد سيليكا نانو کره دو بين تعاملی نيروهای روش

 تماسی نيز نيروهای و دافع و واندروالسی جاذب نيروهای شامل

 قرار موردمطالعه مولكولی دیناميكی سازیشبيه با است مكانيكی

 سرعت ،(دور شدن یا شدن نزدیك) تماس مسير اثرات .گرفت

 یموردبررس نانو کره دو ابتدایی نسبی گيری جهت و اوليه نسبی

 زیادی حد تا ای ذرهبين نيروهای که داد نشان نتایج .گرفت قرار

هوآ ليو و  2171در سال  .است متغيرها این از مستقل

یين یك نانوذره کروی پا سرعتای  بار ضربه [77] همكاران

تئوری  صورت بهروی یك نانو ورق مسطح چهارگوش را 

پاسخ دیناميكی نانو ورق را با استفاده از  ها آنبررسی کردند. 
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تئوری الاستيسيته سطحی و اصل هاميلتون و با در نظر 

 آوردند. دست بهگرفتن خواص سطحی نانو ورق 

در این مقاله برای اولين بار مدل تحليلی جدیدی ارائه 

ذره کربنی را بر مرکز  نانو یك یينپا سرعت ضربهگردد که  می

و تحليل  یساز مدلسيليكونی  انحناداریك نانو ورق 

، برای توسط هوآ ليو شده ارائهاز روش  يریگالگوبا  .نماید یم

 انحنادارنانوذره روی نانو ورق  یينپا سرعتبار ضربه  اولين

ورق، نيروی تعاملی  نيروی عامل بر نانو  شود. می تحليل

. نيروهای واندروالسی در یك محدوده معين استواندروالسی 

 باهمهایی که  د که این محدوده، به نوع اتمکنن عمل می

باشد. در  تعامل دارند بستگی دارد و دارای مقدار مشخصی می

از محدوده عمل  تر بزرگای  ابتدا ضربه زننده که در فاصله

ورق  با سرعت اوليه ثابت به نانو  ،نيروی تعاملی قرار دارد

ی نزدیك شده و تا زمانی که نانوذره به محدوده عمل نيرو

ذره  نانو که یهنگامشود.  تعاملی نرسد، نيرویی به آن وارد نمی

شود، در ابتدا نيروی  وارد محدوده اثر نيروی تعاملی می

ورق به هم   نوو نانوذره و نا واردشدهبه آن  7واندروالسی جاذب

ورق از مقدار  فاصله نانوذره و نانو  که یزمانشوند.  نزدیك می

بر نيروی جاذب  2فع واندروالسیشود، نيروی دا معينی کمتر 

شوند. بدین  ورق از هم دور می غلبه کرده و نانوذره و نانو 

  کند. و شروع به نوسان می واردشدهترتيب به نانو ورق نيرو 

آوردن معادلات مربوط به جابجایی نانو ورق  دست بهبا 

، مقدار نيروی ای رایانهبه کمك برنامه  ها آنو حل  انحنادار

 یها مؤلفهاندروالسی، مقدار جابجایی نانو ورق و تعاملی و

، اثرات یتنها درشود. تنش اعمالی به نانو ورق محاسبه می

جرم و سرعت اوليه پرتابه، تغييرات شعاع و زوایای انحنای و 

ضخامت نانو ورق و نيز خواص سطحی آن بر پاسخ دیناميكی 

 است. شده  یبررسنانو ورق 

 مدل تحلیلی -2

 نش ان  را انحن ایی  دو هندس ی ن انو ورق   اتمشخص   1 شكل

 .دهد می

 متعامد الخط منحنی مختصات محورهای           

 ميانی صفحه بر منطبق    و    که طوری باشند، به می

 

1. Attractive van der Waals (vdW) force 
2. Repulsive vdW force 

 ميانی صفحه. است ميانی صفحه بر عمود محور z و     

ضربه،  طول در که شود می فرض و دهد نمی شكل ييرتغ

 شعاع Rکند.  تحمل را کوچك نهایت بی های رشكلتغيي

     و     محورهای جهت در ميانی صفحه انحناهای اصلی

خطی،  الاستيك ورق نانو  سطح دو داخلی و هر حجم .است

 الاستيسيته تئوری در .است شده فرض همسانگرد و همگن

 نشان    با را پایينی سطح و    با را بالایی سطح سطحی،

 ورق به کاملاً سطح دو این آل یدها طور به که دهند می

 عمود، صورت به کروی نانوذره. هستند لغزش بدون و چسبيده

نزدیك  ورق نانو  به مرکز     اوليه ارتفاع و    اوليه سرعت با

 شود. می

 ش ده   گرفت ه نظر  فرضيات زیر برای ارائه مدل تحليلی در

 است:

 ماند.باقی می شكل ييرتغست و بدون پرتابه صلب ا - 

و  Rبا شعاع انحناء دو طرف  انحنادار صورت بهورق  نانو  -

 باشد. می hضخامت یكنواخت 

 .استگاهی ساده  ورق دارای شرایط تكيه نانو  -

ای است که  گونهسرعت ضربه و رفتار نانوذره به -

ز عيوب ناشی ا الاستيك بوده و صورت بهها در آن  تغييرشكل

 شود. ورق ایجاد نمی نيروی زیاد در نانو 

 باشد. ورق یكنواخت می  ها در نانوذره و نانو توزیع اتم -

نيروهای درون صفحه در از های کوچك  در تغييرشكل -

 شود. می نظر ورق صرفنانو 

 
 

 تحت ضربه نانوذره. انحنادارورق  نانو  (:1شکل )
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 ورق نانو  و نانوذره بین تعاملی محاسبه نیروی -2-1

 برد-دور اتمی ينب تعامل نانو، مقياس در ضربه مسائل در
 يرغ اتم دو بين واندروالسی پتانسيل[. 72]دارد  مهمی نقش

 تواند می ،دارند فاصله ζ اندازه به یكدیگر از که اختياری متصل
 جونز-پتانسيل لنارد شود. توصيف 7جونز-پتانسيل لنارد با

کنش ميان دو  تقریبی برای توصيف برهم پتانسيلیك 
 جاذبه نيروی های دور است که در فاصله) مولكولیا اتم( ذره

پتانسيل  ،بنابراین؛ دارنددافعه های نزدیك نيروی  و در فاصله
 :[77]با برابر است (    ) واندروالسی

(7)        {
 

 

   
 

                        

                             

        

محدوده اثر نيروی      ثوابت ماده، Bو  A ،در این رابطه
در نانوذره و نانو ورق  متصل يرغفاصله دو اتم   واندروالسی و 
 یباًتقر     مقدار است،      از تر بزرگ    که است. هنگامی

نيروی  ،بنابراین .کرد نظر صرفآن از  توان یمکوچك است و 
از  توانمیرا  متصليرغ بين دو اتم       واندروالسی 
 :]77[د دست آور بهمعادله زیر 

(2) 

     
     

  

 {

  

  
 

   

   
                

                         

   

توسط ورق  در نانو  Qدلخواه  نقطه (2)مطابق شكل 

    و که شود نشان داده می        مختصات قطبی 
و  Q دونقطهبين  فاصله سی هستند.های شعاعی و مما جهت

P 77[ز عبارت است ا[: 

(3) ζ  √              ⁄   

در راستای  Qجابجایی عمودی  مؤلفه    در آن، که

تا  Pفاصله عمودی نقطه  η  ورق و ضخامت نانو  z ،h  محور
 باشد. با توجه به می نيافته شكل ييرتغورق   نانوسطح بالایی 

 نظر کردن صرفو  نانو ورقنانوذره و  در ها وزیع یكنواخت اتمت
به دليل کوچك بودن ورق  نانو نيروهای درون صفحه در از 

 واحد حجم نانوبر        عامل ها، نيروی عرضی  تغييرشكل
 :]77[از عبارت است  Pورق توسط اتم  

(0)         
  

  
 

   

   
   

          ⁄

 
      

 

1. Lennard-Jones 

 .استورق  ها در واحد حجم نانو  تعداد اتم N در آن، که

  
 .Q[77]و  Pنقاط  بين واندروالسی تعاملی نيروی (:2شکل )

یك عبارت تحليلی برای نيروی تعاملی  رسيدن به برای

 ها آنای که کمترین فاصله بين  ورق، نمونه  ذره و نانو بين نانو

در نظر است،      ر از جابجایی عرضی نانو ورقبيشتبسيار 

با توجه به       شده یعتوزبار  ینبنابرا شود. گرفته می

زیر بيان  صورت بهتواند  می ،نيافته شكل ييرتغوضعيت 

 :]77[ شود

(5)                 
     

   
               

 :]77[( 0( و )3ت )با استفاده از معادلا

(6)           
       ⁄    

  
 (    

  

  
 )      

     

   
          [

     ⁄     

   
 (     

   

  
 )

  
 

  
 

  

   
 ]    

تع املی   یورق، ني رو   گي ری روی حج م ن انو    الب ا انتگ ر  

ورق   ن انو و  P، مي ان ات م   zدر ط ول مح ور    کلی واندروالسی

 :]77[ زیر داده شود صورت بهتواند  می

(1)    ∫ ∫ ∫                 

    

 

 

 

 
 

 

  

 

 

 ∫ ∫ ∫ (         

    

 

 

 

 
 

 

  

 

 
     

   
          )          

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%D8%B1%DA%98%DB%8C_%D9%BE%D8%AA%D8%A7%D9%86%D8%B3%DB%8C%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%AA%D9%85
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%AA%D9%85
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%88%D9%84%DA%A9%D9%88%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%DB%8C%D8%B1%D9%88
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ورق است و   نانو از تر کوچكذرات بسيار  اندازه که آنجا از

 بد،یا با افزایش فاصله کاهش می سرعت بهنيروی واندروالسی 

به یك محدوده کوچك  درواقع واندروالسی نيروی اثر محدوده

تواند  می شده یعتوز، بار يجهدرنت شود. ورق محدود می  در نانو

در       نانو ورق شود و جابجایی عرضی نظر گرفتهثابت در 

        ورق نانو مرکز  با جابجایی یباًتقر این محدودهداخل 

 و( 1) به معادله( 6)  و( 3ت )معادلا واردکردنبرابر است. با 

و نانو ورق  Pندروالسی بين اتم آن، نيروی وااز گيری  انتگرال

 :]77[ عبارت است از

(1) 

              {
 

 
(

 

    
 

 
 

    
  

) [         ]  

 [( 
 

       

 
 

         
)

 ( 
 

   
 

 

     
)]

 
 

 
(

  

    
 
 

   

    
  

 ) [      

   ]   

 ( 
 

    
 
 

 

    
  

)      

 [(
 

      
  

 

       
)

 (
 

  
 

 

   
)]    } 

 

 نانوذره برای محلی مختصات تعریف سیستم -2-2

برای وابسته است.   ηبه واندروالسینيروی (  1) معادلهمطابق 

 برای محلی مختصات سيستم یك ،هرلحظهدر  η بيان مقدار

 شده  دادهنمایش  9در شكل  گردد که می تعریف نانوذره

از  مرکز نانوذره فاصله ،H و در مرکز نانوذره O مبدأ .است

در  η .نشده استداده  شكل ييرتغورق   سطح بالایی نانو

 O مبدأو  Pين خط واصل نقطه و زاویه ب Hبه مقدار  هرلحظه

رابطه  توان به شكل را میبستگی دارد. این رابطه   ψیعنی

 :]77[بيان کرد  (9)

(9)                  

گيری  انتگرالها در نانوذره و  فرض توزیع یكنواخت اتمبا 

نانوذره و  ين( ب  ) نيروی واندروالسی کلی ،ذرهنانوروی حجم 

 :]77[آید می دست هبورق  نانو

(71)      
 
                

 
    ∫                                 

 

 

 

 در واحد حجم نانوذره است. ها اتمتعداد    در آن،  که

 

 
 .سيستم مختصات محلی درون نانوذره (:9شکل )

 :]77[ داریم (71معادله )در  غيرهامت با جایگذاری

(77) 

         

       
    [ 

 

 
 (

 

    
 
 

 

    
  

)     

 ( 
 

 
     

 

  
    ) 

 
 

 
(

  

    
 
 

   

    
  

 )    
   

  ( 
 

    
 
 

 

    
  

)                                       

                 ] 

از                              ضرایب  ،که در آن

 :]77[آید می دست بهرابطه زیر 

(72) 
   ∫

    

         
  

 

  

 ∫
    

       
    

 

  

 

 در پيوست آورده شده است.   مقادیر

 شدت بار توزیعی -2-9

، نيروی تعاملی بين ]73[ کيائوروش یانگ و  نظر گرفتنبا در 

یكنواخت روی  شده یعتوزبار  صورت بهنانو ورق، زننده و  ضربه
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شود که  میدر نظر گرفته     سطح مربعی به طول

 برابر استشدت بار توزیعی  ،باشد. بنابراین می  √     

 :]77[با 

(73)    
              

  
           

 نانو ورق ضربه پاسخ -2-0

مشابه با  .است همراه ارتعاش با ساختارهانانو  در ضربه رفتار

 اثر نظر گرفتنبا در  رقو نانو  دیناميكی معادلات [70 ]مرجع 

توجه  با .شوند استخراج می هاميلتون اصل اساس بر سطحی

 برای لاو-کيرشهف ورق مدل از توان یم نازک بودن ورق به

 .نمود استفاده ورق  نانو دیناميكی پاسخ تحليل

الخط قائم توسط  و منحنی دکارتیدستگاه مختصات 

 :شوندمرتبط می به همروابط زیر 

(70) 
       
       
     

ميانی با توجه به صفر بودن  صفحه در جابجایی ميدان

  :شود بيان زیر صورت به تواند های اوليه نانو ورق، می جابجایی

(75)         
  

 
     

در امتداد ضخامت ورق  (  ) جابجایی عرضی ،که در آن

در فضای مختصات  يریگ مشتق دهنده نشانکاما  .ثابت است

 گيرد. را می 2و7مقادیر   و است

مطابق  ورق دوانحنایی جابجایی در یك نانو  -روابط کرنش

 روابط زیر است:

(76) 

          
  

  
      

          
  

  
      

    
 

 
(         )   

  

  
      

، سطوح بالا و جز بهکرنش داخل نانو ورق )-روابط تنش

 زیر است: صورت بهپایينی( طبق روابط هوک 

(71) 

     
   

        
                

      
   

        
                

     
   

       
       

ترتيب ضریب پواسون و مدول یانگ ماده  به Eو     در آن، که

 هستند.

    و   با توجه به ميدان جابجایی، جابجایی صفحات

 :  از اند عبارتورق انحناء دار(  بالا و پایين نانو  )سطوح

(71) 
  

    
 

  
     

  
    

 

  
     

  
      

های نازک  لایه صورت بهکه    و   سطوحشود  فرض می

 ه ای  ب ت اثدارای  ،ش وند  م ی  نظ ر گرفت ه  بالایی و پایينی در 

جابجایی این  -مشابه هستند. روابط ساختاری تنش الاستيك

 ص ورت  ب ه  شده ارائه ]75[ سطوح که توسط گورتين و مرداک

 زیر است:
   

                             

               
(79)    

                            

تنش باقيمانده سطحی    کرونكر، دلتای     ، در این رابطهکه 

و    س طوح  یكنواخ ت روی   ص ورت  به شود یمفرض  کهاست 

 ثوابت لامه سطح هستند.   و    است و شده  یعتوز   

ه   ای س   طحی ت   نش( 71) و( 76(، )75) از مع   ادلات

 :شوند استخراج میزیر  صورت به

(21) 

   
      

 

   
[             

             ] 

   
      

 

   
[             

             ]   

   
    

 

   
[             ] 

   
   

  

 
            

   
   

  

 
       

نرژی کرنشی ا، آمده دست به یها و کرنشبا توجه به تنش 

 زیر بيان شود: صورت بهتواند  ورق می  الاستيك در نانو

(27)          

    (∫
 

 

 

 

 
 

 

          
 

 
   

     
  

 
 

 
   

     
  )         

 
 

 
∬ 

 

(

                             

 
  

  
(     

        
 )

)         

انرژی    نانو ورق،  انرژی کرنشی حجم   ،که در آن

  ماد سطح صفحه ميانی نانون Ω  بالا و پایين،  حوکرنشی سط

 است و:ورق  
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(22) 

     (  
        

   
  )     

 (   
       

   
  )      

     (  
        

   
  )     

 (   
       

   
  )      

         [      

 
        

   
  ]       

  
   

          
                                                 

 شود:زیر بيان می صورت به انحنادار ورق نانو جنبشیانرژی 

(23)    
 

 
 

 
          ̇ 

                              

   چگالی حجمی و  مشتق زمانی،  دهنده اننش  که علامت

 است. بالا و پایين یها سطحچگالی 

            خارجی شده یعتوزتوسط نيروی  شده انجامکار 

 عبارت است از:

(20)  Π   
 
      

        

 آورد دست بهاز اصل هاميلتون  توان یمرا  اساسیمعادلات 

[76]:   

(25)   ∫                     

 

 

 

 است. تغييرات اپراتور  ، در آن که

 ،(25) معادله رد( 20) و( 23) و( 27ت )با جایگذاری معادلا

 استخراج گردد:زیر  صورت بهتواند  معادله حرکت می

(26)  
(                     )

 
   

  
(           )   

     ̈    
معادله حرکت  ،(26معادله ) رد (22) معادلهو با جایگذاری 

 شود:میوشته ن    برحسب جابجایی

(21)  

  

  
(                        )

 
   

  
(           )   

      ̈                
 :در آن که

(21) 
   

   

        
 

        

 
   

           

 ورق است. نانو  مؤثراستحكام خمشی     که

شرایط  های ساده، گاه با تكيه انحنادار برای یك نانو ورق

 از: اند عبارتمرزی 

(29)        
        

                
        

   
 جابجایی نانو(، 21) معادلهبرای ارضا شرایط مرزی در 

زیر بيان  دوگانه فوریه سری صورت بهتواند  می انحنادار ورق 

 شود:

(31) 
           

 ∑∑          
    

 
     

    

 
 

 

 

 

 

 

جابجایی  واضح است که است. زمانتابع      در آن، که

 عبارت است از: انحنادارورق  نانو عرضی مرکز 

(37) 
      (

 

 
 
 

 
  ) 

  ∑∑          
  

 
     

  

 
 

 

 

 

 

 

وگان ه  از س ری د  انحنادارورق  روی نانو  یبار خارجتوزیع 

 :گردد فوریه زیر محاسبه می

(32) 
          

 ∑∑          
    

 
     

    

 
 

 

 

 

 

 

به شكل     (،32معادله )( در 73) معادلهبا جایگذاری 

 آید: می دست بهزیر 

    
 

  
∫ ∫       

    

 
     

    

 
 

 

 
 

  
 

 

 
 

  
 

 

 
 

  
 

 

 
 

  
 

        

(33)  
    

      
   

   (   
  

 
    

  

 
     

    

  
     

    

  
   ) 

( 21) معادله رد( 32) و( 31) تمعادلابا جایگذاری 

 شود: از رابطه زیر حاصل می مسئلهمعادله خيز حاکم بر 

(30) 

 ̈    {
    

      
(
  

  
 

  

  
)

 

 
     

      
(
  

  
 

  

  
)}    

 
   

    
  

دليل  به نانو ذرات کرنشیاز انرژی  کردن نظر صرفبا 

 :] 77[ با برابر استنانوذره شتاب  ،هاآن کوچكی اندازه

(35)   ̈   
  

  
  

   

      
  

 عبارت است از: مسئلهشرایط اوليه 
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(36)  
             ̇            

              ̇              

 از، دیفرانسيلاین معادلات  حل به دليل پيچيدگی برای

 است. شده  استفادهمرتبه چهارم  یتااک -جرانعددی روش 

 تنش یها مؤلفه -2-7

تنش محوری و  یها مؤلفه( 31( و )71روابط ) با استفاده از

 است: برشی در نانو ورق به شكل زیر

(31)  

    
   

        
∑∑  

  

 
     

  

 
    

         
    

 
   

    

 
 

    
   

        
 ∑∑  

  

 
     

  

 
    

         
    

 
   

    

 
 

    

 
    

       
∑∑(

  

 
)  

  

 
          

    

 
   

    

 
 

 نتایج و بحث -9

بررسی پاس خ دین اميكی   ، شده ارائهتحليلی  مدل یاصل هدف

 .اس ت وذره یك ن ان  یينپا سرعتتحت ضربه  انحنادارنانو ورق 

، نتایج حاصل شده ارائهبرای بررسی صحت نتایج مدل تحليلی 

[ مقایس ه ش ده اس ت.    77از مدل با م دل تحليل ی مرج ع ]   

پارامترهای مربوط به نيروی واندروالسی، نانو ورق س يليكونی  

 است. شده  داده 1 و نانوذره کربنی در جدول

برابر دو و نيم  عموماًنيروی واندروالسی  cut-offفاصله 

شود. با  می نظر گرفتهیا بيشتر در  ( و ζی )واندروالسقطر 

     باباید حداقل برابر      ، ζشده  دادهتوجه به مقدار 

گرفته در نظر  2    برابر با      باشد که در اینجا  1011/1

 .[77]می شود 

تاریخچه تغيير مكان نقطه ميانی نانو ورق در دو حالت، 

ا در نظر گرفتن اثرات سطحی و بدون در نظر گرفتن آن، در ب

شود که در ابتدا  است. مشاهده می شده  دادهنشان  0شكل 

ورق به دليل وجود نيروی واندروالسی جاذب، اندکی به  نانو 

ورق  سمت بالا کشيده شده و سپس با کاهش فاصله بين نانو 

شود. بدیل میذره، نيروی واندروالسی جاذب به دافع ت و نانو

 ورق را به سمت پایين رانده و ی دافع، نانو واندروالسنيروی 

کند. در  ی خاص شروع به ارتعاش میزمان مدتورق در  نانو 

ورق سيليكونی، انحراف  ضربه یك نانوذره کربنی روی نانو 

ورق به دليل وجود اثرات سطحی نسبت به  نانو  بيشينه

شود، کاهش  ه نمیحالتی که اثرات سطحی در نظر گرفت

 یابد. می

نانو ورق سيليكونی و نانوذره  پارامترهای نيروی واندروالسی، (:1جدول )

 [.77] کربنی

 نانو ورق سيليكونی 

 271GPa    مدول یانگ

20/1     ضریب پواسون  

 kg/m3  2337    چگالی حجمی

615/1       سطحی پسماند تنش N/m 

 سطح لامه ثوابت
     110/0- N/m   

      110/2- N/m   

71-1    71/3      های بالا و پایين سطح چگالی  kg/m2 

  اتم تعداد چگالی

 نانو ورق حجم واحد در
   51 nm-3 

 211nm    شعاع انحنا

 ° 31    زاویه انحنا

 nm 3   ضخامت

 نانوذره کربنی

5/1    شعاع  nm 

 kg/m3 2151     چگالی

 m/s  211     سرعت اوليه

 nm 6    ارتفاع اوليه پرتاب

 واحد در اتم تعداد چگالی

 نانوذره حجم
    731 nm-3 

 پارامترهای نيروی واندروالسی

 های ماده ثابت
A=  310/7   11-71  Jm6 

B=  9/2   730-71    Jm12 

برای  یواندروالس محدوده قطر

 اتم و كونیك جفت اتم  سيلي

 کربن

   0210/1  nm 
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، شعاع و زاویه شده ارائهبرای اعتبارسنجی مدل تحليلی 
که طول آن با طول  شده انتخابطوری  انحنادارانحنای نانو ورق 

شده   یبررس[ 77]نانو ورق مسطح چهارگوشی که در مرجع 
جنس نانوذره و نانو ورق، شعاع نانوذره و  است، یكسان باشد.

و نمودار تاریخچه  شده گرفتهآن نيز یكسان در نظر  سرعت اوليه
 است.  مقایسه شده باهمها  ورق  زمانی انحراف نانو

 
نظر ورق با و بدون در   تاریخچه زمانی انحراف مرکز نانو(: 0) شکل

    = 211 ⁄       و= 5/1 (  سطحی.  اثرات گرفتن

 [77]ورق مرجع   نونمودار تاریخچه زمانی انحراف نا 7شكل 

شود    ، مشاهده می7و  0ی ها شكلبا مقایسه  دهد. را نشان می
 که:

بدون در نظر گرفتن اثر سطحی،   شده محاسبه. بيشينه خيز 7
و در مدل تحليلی مرجع  3/3   در مدل تحليلی مقاله برابر 

 است. 7/3    حدود [77]
ثر سطحی، در ا نظر گرفتنبا در   شده محاسبهخيز  بيشينه. 2

و در مدل تحليلی مرجع  0/2    این مدل تحليلی برابر
 باشد. می 6/2    حدود [77]
 03/1    دوره تناوب جابجایی در این مدل تحليلی برابر. 3

  است. 0/1    حدود  [77]و در مدل تحليلی مرجع 

 
 مسطح چهارگوش با و نانو ورقتاریخچه زمانی انحراف مرکز (: 7شکل)

 .]77[اثرات سطحی از مرجع  نظر گرفتنبدون در 
    = 211 ⁄        و= 5/1 (  

در ادامه با توجه به مطابقت مناسب نتایج مدل تحليلی 
، اثر سایر پارامترها بر پاسخ دیناميكی نانو ]77[ با مدل مرجع

 شود. بررسی می یواندروالسورق و نيروی تعاملی 

  پاسخ دیناميكی نانو ذره بر ير شعاع نانوتغي يرتأث 7 شكل
و سرعت  6/1و  5/1، 0/1    های عورق، برای سه ذره با شعا

ذره  که نانو دهد. با توجه به این را نشان می 211     برخورد
انرژی جنبشی  يجهدرنتجرم بيشتری دارد،  تر بزرگبا شعاع 

ارد ورق و بيشتری خواهد داشت و نيروی بيشتری به نانو 
با افزایش جرم نانوذره، حداکثر خيز نانو  ،کند. بنابراین می

 .یابد یمورق افزایش 
 

 
های تاریخچه زمانی انحراف نانو ورق برای سه نانوذره با شعاع(: 7شکل )

 .211     ضربهدر سرعت  6/1و  5/1، 0/1     مختلف

 شعاع انحناء را برحسب ورق  نانو خيز نمودار 0شكل 
 با مشخص، زاویه انحناء با ورق نانو یك در. دهدیم نشان

 کم نانو ورق خيز بيشينه مقدار خميدگی، شعاع افزایش
توان گفت با افزایش طول نانو ورق، نيروی  می. شود می

را به ارتعاش درآورد،  یتر بزرگاعمالی به آن باید نانو ورق 
      در که طور همان یابد. خيز کاهش می بيشينهبنابراین 

 در نانو ورق خيز بيشينه تغييرات است، مشخص 0 شكل
 نيروی يرتأث زیرا بيشتری دارد شيب کمتر انحناهای  شعاع

 .است بيشتر تر کوچك ابعاد با هایی سازه در واندروالسی
 

 
با زاویه انحنای  انحنادارنانو ورق  شكل ييرتغ بيشينه(: 0شکل )

 و شعاع انحناهای مختلف. 31°ثابت 
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را در شعاع  31°اریخچه زمانی خيز مرکز نانو ورق ت 1  شكل

تاریخچه زمانی خيز مرکز  3و شكل  211و 711    انحناهای

دهد. با مقایسه  با همان شعاع انحناها را نشان می 75°نانو ورق 

گردد در یك شعاع انحنای ثابت، این دو شكل مشاهده می

کاهش  75°ه ب 31°شود و از که زاویه نانو ورق نصف میهنگامی

خيز نانو ورق و تعداد نوسانات آن  بيشينهیابد، مقدار  می

و  75°)زاویه انحنای  تر کوچكو در نانو ورق با ابعاد  یافته یشافزا

نانو  هراندازه( این افزایش شدیدتر است. 711    شعاع انحنای

 ييرتغداشته باشد، تعداد نوسان و ميزان  یتر کوچكورق ابعاد 

 شود. ر میآن بيشت شكل

برابر شود، طول  n/1آن   برابر و زاویهn اگر شعاع نانو ورق 

ضرب شعاع  کند )طول نانو ورق برابر حاصل نانو ورق تغيير نمی

 3و  1  های که در شكل طور همانانحناء در زاویه انحناء است(. 

که تغييرات مقدار شعاع و زاویه انحناء  مشخص است، هنگامی

 بيشينهطول نانو ورق تغيير نكند، مقدار خيز ای است که  گونهبه

 و فرکانس ارتعاش نانو ورق تغيير چندانی نخواهد داشت.

 
با زاویه انحنای  انحنادارنانو ورق  شكل ييرتغ بيشينه(: 1شکل )

 و شعاع انحناهای مختلف. 31°ثابت 

 
با زاویه انحنای  انحنادارنانو ورق  شكل ييرتغ بيشينه(: 3شکل )

 و شعاع انحناهای مختلف. 75°ثابت 

اثر سطحی از هر دو الاستيسيته سطحی و تنش پسماند 

شود. ثوابت الاستيك سطحی و تنش پسماند  سطحی ناشی می

تواند مثبت و یا منفی باشد. طبق  سطحی در مواد جامد می

( ثوابت الاستيك سطحی منفی باعث کاهش سفتی 21معادله )

تی بالا رفتار فرق مانند ماده با سشده و نانو و      مؤثرخمشی 

کند و ثوابت الاستيك سطحی مثبت باعث افزایش سفتی  می

شود و نانو ورق مانند ماده نرم رفتار خواهد کرد.  می مؤثرخمشی 

 بيشينهاثر ثوابت الاستيك و تنش پسماند سطحی بر  11شكل 

 بار یكدهد. برای این منظور  را نشان می انحنادارورق  انحراف نانو 

هر دو تنش پسماند سطحی و ثوابت الاستيك سطحی صفر در 

خيز نانو  بيشينههای مختلف،  اوليه و در سرعت  شده  گرفتهنظر 

است. بار دیگر فقط تنش سطحی پسماند  شده  محاسبهورق 

فقط ثوابت الاستيك سطحی  یتدرنهاو  شده  گرفتهصفر در نظر 

ه در این شكل ک طور هماناست.   شده  گرفتهصفر در نظر 

ثوابت الاستيك سطحی صفر و  که یهنگامشود  مشاهده می

انحراف نانو  بيشينهتنش پسماند سطحی مخالف صفر است، 

یابد و با افزایش سرعت ضربه این کاهش ورق کاهش می 

شدیدتر است. در حالتی که ثوابت الاستيك سطحی مخالف 

قرار صفر و تنش پسماند سطحی صفر است، عكس حالت قبل بر

یابد. همچنين اثر  انحراف نانو ورق افزایش می بيشينهاست یعنی 

انحراف نانو ورق بيشتر از  بيشينهتنش پسماند سطحی در تغيير 

در حالتی که هر دو  ،اثر ثوابت الاستيك سطحی است، بنابراین

انحراف نانو ورق نسبت به  بيشينهدر نظر گرفته شوند،  باهماثر 

ود ندارد، کمتر است. این موضوع در حالتی که اثر سطحی وج

 است. شده  دادهنشان  11شكل 

 
نانو ورق برحسب سرعت اوليه نانوذره  بيشينهنمودار انحراف (: 11شکل )

 ثوابت الاستيك سطحی و تنش پسماند. يرتأثو بررسی 

تابعی از  صورت بهبيشينه انحراف نانو ورق را  12شكل 

اثرات  نظر گرفتنضخامت و در دو حالت با و بدون در 

 دهد. سطحی نشان می
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انحراف نانو ورق برحسب سرعت اوليه نانوذره در دو  بيشينه (:11شکل )

 .حالت با در نظر گرفتن اثرات سطحی و بدون آن

 هرچقدرگردد که  از مقایسه دو نمودار، مشاهده می

انحراف آن در دو  بيشينهورق افزایش یابد،  ضخامت نانو 

در نظر گرفتن اثر سطحی، اختلاف کمتری حالت با و بدون 

ورق با  با یكدیگر پيدا خواهند کرد و ميزان انحراف نانو 

شود. لذا با افزایش ضخامت آن به سمت یكدیگر همگرا می

 يرتأثورق، در نظر گرفتن اثرات سطحی  افزایش ضخامت نانو 

توان گفت اثرات سطحی در نتایج ندارد. بنابراین، می یفراوان

 تر کوچكهایی با ابعاد مهمی در پاسخ دیناميكی سازهنقش 

 دارد.

 
برای  ضخامت آن برحسبورق  انحراف نانو بيشينهنمودار  (:12) شکل

 6/1و  5/1، 0/1   های با شعاع نانوذرهسه 

ورق  تغييرات نيروی تعاملی واندروالسی بين نانوذره و نانو 

نانوذره ثابت  . سرعت اوليهشده است  دادهنشان  19 در شكل

طور که در شكل مشخص باشد. همان می 211    و برابر

است با افزایش شعاع نانوذره، مقدار حداکثر نيروی تعاملی 

شود که این امر به دليل افزایش جرم  واندروالسی بيشتر می

 باشد.نانوذره و بيشتر شدن انرژی جنبشی آن می

 
    هایشعاع با نانوذره سه برای تعاملی نيروی تغييرات (:19) شکل

 .211     ثابت اوليه سرعت و 6/1 و 5/1 ،0/1

 17 تنش محوری و شكل مؤلفهتغييرات  10شكل

 (θ)  تغييرات زاویه قطبی برحسبتنش برشی  مؤلفهتغييرات 

ای را نشان  ورق و در مجاورت محل اعمال بار ضربه نانو

تنش  همؤلفورق،  دهد. با نزدیك شدن به وسط نانو  می

ورق به بيشترین  و در مرکز نانو  یافته یشافزاتدریج  محوری به

تنش برشی با نزدیك  مؤلفهرسد. برعكس،  مقدار خود می

یابد و در مرکز آن صفر  ورق کاهش می شدن به وسط نانو 

 است.

 
 زاویه برحسب حداکثر محوری تنش مؤلفه تغييرات دار (:10) شکل

 ای. ضربه بار اعمال ده محلمحدو در و نانو ورق (θ) قطبی

مح وری برحس ب    ت نش  مؤلف ه  بيشينهنمودار  17شكل 

ک ه انتظ ار    طور هماندهد.  فاصله از محور خنثی را نشان می

تنش  مؤلفه بيشينهای خطی بين تغيير ارتفاع و  رود رابطه می

 محوری وجود دارد.
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 زاویه برحسب حداکثر برشی تنش مؤلفه تغييرات نمودار (:17شکل )

 ای. ضربه بار اعمال محل محدوده در و نانو ورق (θ) قطبی

 
فاصله از محور  برحسبتنش محوری  بيشينهتغييرات  (:17شکل )

 ورق. نانو خنثی 

 گیرینتیجه -0

ای  که بار ض ربه  است یدهگرددر این مقاله مدل تحليلی ارائه 

 انحن ادار ورق   ذره کربنی روی ی ك ن انو   یك نانو یينپا سرعت

س ازی، نيروی ی   کند. در این مدل سازی میكونی را مدلسيلي

، ني  روی تع  املی  آورد یدرم  ک  ه ن  انو ورق را ب  ه حرک  ت   

ورق است. هر دو اث ر الاس تيك    واندروالسی بين نانوذره و نانو 

سطحی و تنش پسماند سطحی در مع ادلات ح اکم ب ر ورق    

اس  ت. ای  ن مع  ادلات از اص  ل ه  اميلتون    ش  ده  گنجان  ده

لاو -، تئوری کيرشهفمورداستفادهو تئوری ورق  هآمد دست به

ن  ازک ک  اربرد دارد. مع  ادلات   یه  ا ورقک  ه ب  رای   اس  ت

کاتای مرتب ه  –ورق به روش عددی رانج   دیفرانسيل خيز نانو

خي ز ن انو   بيشينه و مقادیر  شده حلمتلب  افزار نرمچهارم در 

ذره و ن انو ورق و   ورق، نيروی تع املی واندروالس ی ب ين ن انو     

. دس تاوردهای علم ی و   ش ده اس ت   محاسبهتنش  یها مؤلفه

 زیر است:  به شرحکاربردی مقاله 

ذره افزایش یابد، به دليل افزایش  هرچه مقدار شعاع نانو -

ان رژی جنبش ی آن، مق دار ني روی      يج ه درنتذره و  جرم ن انو 

یاب د و درنتيج ه ب ا اف زایش      تعاملی واندروالسی اف زایش م ی  

انحراف نانو ورق ني ز اف زایش خواه د     نهبيشينيروی تعاملی، 

 یافت.

های الاستيك و ت نش پس ماند    اثرات سطحی شامل ثابت -

ن انو ورق دارد. ب رای    شكل ييرتغسطحی نقش مهمی در ميزان 

های الاستيك منف ی و ت نش پس ماند     ورق سيليكونی، ثابت  نانو

های الاس تيك منف ی باع ث ک اهش      سطحی مثبت است. ثابت

ن انو ورق را   ش كل  يي ر تغ بيش ينه ش ده و   ؤثرمتی خمشی فس

کند. در مقابل ت نش پس ماند س طحی مثب ت باع ث       بيشتر می

ش ود. زی را ت نش پس ماند     ورق م ی  شكل ييرتغ بيشينهکاهش 

 یط ورکل  ب ه ورق دارد،   ن انو  شكل ييرتغتری در سطحی اثر مهم

 بيش ينه وجود اثرات سطحی در این مدل باعث ک اهش مق دار   

شود که اثرات س طحی  ورق نسبت به حالتی می نو نا شكل ييرتغ

 شود.  در نظر گرفته نمی

ورق، ب ا ک اهش ش عاع      در یك زاویه انحناء ثاب ت ن انو   -

 یاب د.  آن اف زایش م ی   شكل ييرتغانحناء، مقدار و تعداد پيك 

ورق در ی ك زاوی ه انحن ای     نانو  شكل ييرتغ بيشينه ،بنابراین

ک ه   ط ور  هم ان ك س دارد و  ثابت با اندازه شعاع آن نسبت ع

کمتر، شيب ای ن نم ودار    ینا -انحنا  نشان داده شد، در شعاع

 يي ر تغ بيشينهبيشتر و با افزایش شعاع انحناء، شيب تغييرات 

 شود. شكل کمتر می

ورق افزایش یابد، نقش اثرات  هرچه ميزان ضخامت نانو  -

ورق کمت ر خواه د ش د و ب رای      ن انو   شكل ييرتغسطحی در 

نظ ر نم ود.   توان از اثرات سطحی صرفتر میای ضخيمه ورق

 باضخامتهایی ورق لذا اثرات سطحی در پاسخ دیناميكی نانو 

 ورق دارد. زیادی بر پاسخ دیناميكی نانو  يرتأثکمتر، 

ورق در مرکز آن،   در محدوده محل توزیع نيرو روی نانو -

ت نش برش ی ب ه     مؤلف ه تنش محوری حداکثر است و  مؤلفه

 رسد.می صفر
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