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ABSTRACT 

Let  be a simple and undirected graph with vertex set . A set  is called a dominating set of  if every vertex 

outside  is adjacent to at least one vertex of . For any integer , a dominating set  is called a -adjacency 

dominating set of  if the induced subgraph  contains at least one vertex of degree at most . The minimum 

cardinality of a - adjacency dominating set of  is called the - adjacency domination number of  that is 

denoted by . In this paper, the study of - adjacency domination in graphs is initiated, and exact values and 

some bounds on the - adjacency domination number of a given graph are presented. Furthermore, it is 

shown that there is a polynomial-time algorithm that computes the -adjacency domination number of a 

given tree. Moreover, it is proven that the decision problem associated to the -adjacency domination is 

NP-complete for bipartite graphs.  
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 چکیده

گـاه هـرگوینـد هر  گـر  احاطـه است را  𝑉که زیرمجموعه  𝑆یک مجموعه باشد.  𝑉 ساده و بدون دور با مجموعه رئوسیک گراف  𝐺 فرض کنید
𝑘فرض کنید همجوار باشد.  𝑆 است با حداقل یک رأس در 𝑆رأسی که خارج از  ≥ را یک مجموعه  𝑆 گر احاطه مجموعهعددي صحیح باشد.  1

𝑘شامل رأسی از درجه حداکثر  𝐺[𝑆] هرگاه زیرگراف القائی نامیم می مجاورت -𝑘 گر احاطه − باشد. کمتـرین تعـداد عناصـر یـک مجموعـه       1
 . در ایـن مقالـه،  شـود  داده مـی نمـایش   𝛾𝑘𝑎(𝐺)و با نماد  شود نامیده میآن گراف  مجاورت -𝑘عدد احاطه  𝐺براي گراف  مجاورت -𝑘 گر احاطه

. شـود  مـی ئه اار یک گراف داده شده مجاورت -𝑘عدد احاطه هایی براي  مقادیر دقیق و کران سپس .شود میآغاز  مجاورت -𝑘 گر احاطه مطالعه 
دارد.  وجـود درخـت داده شـده    مجاورت یک -𝑘اي براي محاسبه عدد احاطه  یک الگوریتم با زمان چندجملهشود که  نشان داده می، همچنین

 کامل است. -𝑁𝑃 هاي دوبخشی براي گراف مجاورت -𝑘 گر احاطهگیري مرتبط با  مسئله تصمیمکه  شود میعلاوه بر این، ثابت 

عدد احاطه گراف، ،گر احاطه مجموعه :هاکلید واژه

همقدم -1

پیدا کرده است. زیادي اهمیت  اطلاعات امروزي، امنیت دنیاي1در
اخیراً، با توجـه بـه رشـد سـریع اطلاعـات و انتقـال آن از طریـق        

مـورد   بسـیار هاي انتقال امـن اطلاعـات    اینترنت، استفاده از روش
توجه قرار گرفته است. عدم وجود کانال ارتباطی امن جهت انتقال 
اطلاعات، احتمال هک شدن اطلاعات توسـط هکرهـا را افـزایش    

استفاده مزنگاري جهت انتقال امن اطلاعات از ربنابراین، دهد.  می
  شـده هاي زیادي براي ایـن کـار پیشـنهاد     روش شود. تاکنون می

، 4اسـت (فصـل  گرهـا   استفاده از احاطهها  ین روشیکی از ااست. 
𝐺فـرض کنیـد کـه     ).]3 و 2، مقالات []1کتاب [ = (𝑉,𝐸)   یـک

مجموعـه   باشـد.  𝐸هاي  و مجموعه یال 𝑉 گراف با مجموعه رئوس
𝑆 ⊆ 𝑉 گراف  گر احاطه یک𝐺 هرگاه براي هر عضو  شود نامیده می

𝑣 ∈ 𝑉 − 𝑆،  رأسی مانند𝑢 ∈ 𝑆    وجود داشته باشد به طـوري کـه
𝑢𝑣 ∈ 𝐸  گـر   . کمترین تعداد عناصر یک مجموعـه احاطـه𝐺   عـدد

شود. یک  می نمایش داده 𝛾(𝐺)و با نماد  شود نامیده می 𝐺 احاطه
 مجموعـه  -𝛾(𝐺)بـه اختصـار   𝛾(𝐺)با انـدازه   𝐺گر مجموعه احاطه

. تـاکنون، کارهـاي تحقیقـاتی زیـادي در زمینـه      شـود  نامیده می
هـاي   جهت مطالعه کلیـات مجموعـه  ها انجام شده است. گر احاطه
 شود. داده می] ارجاع 1گر و انواع آن، خواننده به کتاب [ احاطه

𝑣یک رأس  همسایگی باز ∈ 𝑉 که با نماد ،𝑁(𝑣)  نمایش داده
𝑁(𝑣)شـود:   مـی شود، به صورت زیر تعریف  می = {𝑢 ∈ 𝑉|𝑣𝑢 ∈

𝐸}.   تعداد اعضاي مجموعـه𝑁(𝑣)  درجـه 𝑣   در گـراف𝐺   نامیـده
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نمـایش داده   𝑁[𝑣]کـه بـا    𝑣 همسایگی بسـته همچنین . شود می
𝑁[𝑣] شود: میصورت زیر تعریف  شود به می = 𝑁(𝑣) ∪ {𝑣}براي . 

𝑆یک مجموعه  ⊆ 𝑉،  زیرگرافی از𝐺  که توسط𝑆  بـا  شـود   میالقا
𝐺[𝑆]  فــرض کنیــد . شــود مــینمــایش داده𝑢 رأســی در𝑆  .باشــد

که بـا نمـاد 𝑆نسبت به مجموعه  𝑢 مجموعه همسایگی خصوصی
𝑝𝑛[𝑢, 𝑆]  شود: میصورت زیر تعریف  شود به میداده نمایش 

𝑝𝑛[𝑢, 𝑆] = {𝑣 ∈ 𝑉|𝑁[𝑣] ∩ 𝑆 = {𝑢}} همسایگی  مجموعه و
 𝑒𝑝𝑛[𝑢,𝑆] که بـا نمـاد   𝑆نسبت به مجموعه  𝑢خصوصی خارجی 

 شود:  می صورت زیر تعریف شود به مینمایش داده 

𝑒𝑝𝑛[𝑢,𝑆] = {𝑣 ∈ 𝑉|𝑁(𝑣) ∩ 𝑆 = {𝑢}. 

گرهـا انـواع مختلفـی از     مختلف احاطه به کاربردهايبا توجه 
ارائـه  مجـزا   گـر  احاطـه مفهوم  ]4[ در مرجعها نیز وجود دارد.  آن
𝑆مجموعه  .ه استشد ⊆ 𝑉  گـراف   مجـزاي  گـر  احاطـه𝐺   نامیـده
باشـد و زیرگـراف القـائی     𝐺 گـر  احاطهمجموعه  𝑆، هرگاه شود می

𝐺[𝑆] صـفر در   درجه از (رأس یک رأس تنها لشامل حداق𝐺[𝑆]( 
عـدد   𝐺مجزاي گر احاطهباشد. کمترین تعداد عناصر یک مجموعه 

نمـایش داده   𝛾0(𝐺)و بـا نمـاد    شـود  نامیده مـی  𝐺احاطه مجزاي
بـه   𝛾0(𝐺)بـا انـدازه    𝐺مجـزاي  گـر  احاطـه یک مجموعه  شود. می

تعـدادي  ] 4[ در مرجع. شود نامیده میمجموعه  -𝛾0(𝐺) اختصار
ارائـه   هـا  برخی از گـراف  مقادیر دقیق عدد احاطه مجزاين و کرا

ن داد که مسئله احاطه مجزا براي نشا ]5[ رادجعفري  .شده است
 کامل است. -NP ي دوبخشی یک مسئلهها گراف
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معرفـی   هـا  در گـراف  گر مجزا این مقاله، تعمیمی از احاطهدر 
𝑘. فرض کنید که شود می ≥ عددي صحیح باشد. یک مجموعه  1
𝑆 گر احاطه 𝑘-هرگاه شود،  نامیده می مجاورت𝑆 باشـد و   گر احاطه

یـک رأس از درجـه حـداکثر     لشـامل حـداق   𝐺[𝑆]گراف القـائی  
𝑘 − -𝑘گـر   اطـه حباشد. کمترین تعداد عناصر یـک مجموعـه ا   1

و بـا  شـود   نامیده می𝐺  مجاورت -𝑘 عدد احاطه 𝐺گراف  مجاورت
 گــر احاطــهیــک مجموعــه . شــود مــی دادهنمــایش  𝛾𝑘𝑎(𝐺)نمــاد 

𝑘- با تعداد عناصر مجاورت 𝛾𝑘𝑎(𝐺) یک 𝛾𝑘𝑎(𝐺)-  نامیده مجموعه
𝑘 1 واضــح اســت کــه اگــر  .شــود مــی ــه =   گــر احاطــه، مجموع
𝑘- لازم بـه ذکـر    مجـزا اسـت.   گر احاطههمان مجموعه  مجاورت

گرهـا بـا عنـوان     از احاطـه  نـوع دیگـري   ]6[ در مرجـع است کـه  
گـر   که تعمیم دیگري از احاطـه  شده استئه امجزا ار -𝑘 گر احاطه

نامیده مجزا  -𝑘 گر ، احاطه𝑆گر  یک مجموعه احاطهباشد.  مجزا می
رأس تنهـا   𝑘شـامل حـداقل    𝐺[𝑆] هرگاه زیرگراف القائیشود  می

 بـا تعریـف   مجـاورت  -𝑘 گـر  واضح است که تعریـف احاطـه  باشد. 
در ایـن مقالـه، مقـادیر دقیـق و      مجزا متفاوت است. -𝑘 گر احاطه
مجاورت یک گراف داده شده ارائـه  -𝑘هایی براي عدد احاطه  کران

شود که یک الگـوریتم بـا زمـان     نشان داده می. همچنین، شود می
مجاورت یـک درخـت    -𝑘اي براي محاسبه عدد احاطه  چندجمله

شـود کـه مسـئله     داده شده وجود دارد. علاوه بر ایـن، ثابـت مـی   
هـاي   مجـاورت بـراي گـراف   -𝑘گـر   گیري مرتبط با احاطـه  تصمیم

 کامل است. -𝑁𝑃 دوبخشی

  و مقادیر دقیق ها کران -2

-𝑘 گر احاطهدر این بخش، تعدادي کران و مقادیر دقیق عدد 
 . شود میارائه  ها برخی از گراف مجاورت

𝑘براي هر عدد صحیح . 1مشاهده  ≥ ، 𝐾𝑛و هر گراف کامل  1
𝛾𝑘𝑎(𝐾𝑛) = 1 . 

𝑘) گر احاطههر مجموعه از آنجایی که  −  𝐺گراف  مجاورت-(1
است، بنابراین نتیجه  مجاورت-𝑘 گر احاطهخود نیز یک مجموعه 

 . شود حاصل میزیر 

𝑘ح هر عدد صحیبراي  .1گزاره  ≥   است: نامساوي زیر برقرار، 2

𝛾(𝐺) ≤ 𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≤ 𝛾𝑘−1𝑎 (𝐺). 

𝑘و  𝐶𝑛و هـر دور   𝑃𝑛براي هر مسیر  .2گزاره  ≥ تسـاوي زیـر   ، 1
 برقرار است:

𝛾𝑘𝑎(𝐶𝑛) = 𝛾𝑘𝑎(𝑃𝑛) = �𝑛
3
�. 

بـه ازاي   1را در نظر بگیرید. از آنجایی که گزاره  𝐶𝑛گراف اثبات. 
𝑘هر  ≥  شود: برقرار است، پس نامساوي زیر حاصل می 2

𝛾(𝐶𝑛) ≤ 𝛾𝑘𝑎(𝐶𝑛) ≤ 𝛾𝑘−1𝑎 (𝐶𝑛) ≤ 𝛾𝑘−2𝑎 (𝐶𝑛) ≤ ⋯ ≤ 𝛾2𝑎(𝐶𝑛)
≤ 𝛾1𝑎(𝐶𝑛). 

𝛾1𝑎(𝐶𝑛) تسـاوي  ،تعریـف  طبـق بر  = 𝛾0(𝐶𝑛)  از  و اسـت  برقـرار
 ،که شده استثابت  ]4[در مرجع  طرفی

  𝛾0(𝐶𝑛) = 𝛾(𝐶𝑛) = 𝛾0(𝑃𝑛) = 𝛾(𝑃𝑛) = �𝑛
3
�. 

 بنابراین، 

𝛾(𝐶𝑛) ≤ 𝛾𝑘𝑎(𝐶𝑛) ≤ 𝛾𝑘−1𝑎 (𝐶𝑛) ≤ 𝛾𝑘−2𝑎 (𝐶𝑛) ≤ ⋯ ≤ 𝛾2𝑎(𝐶𝑛)
≤ 𝛾1𝑎(𝐶𝑛) = 𝛾0(𝐶𝑛) = 𝛾(𝐶𝑛). 

𝑘به ازاي هر  بنابراین، ≥  :شود نتیجه زیر حاصل می 1

𝛾𝑘𝑎(𝐶𝑛) = �
𝑛
3�. 

. شود حاصل می 𝑃𝑛 مسیرنتیجه بالا براي  ،طور مشابه دقیقاً به
 □ رقرار است.در نتیجه حکم ب

کـه عـدد احاطـه     شـود  می ارائه را ها از گراف  ℱرده دامه،ا در
کـه   𝐾𝑛کنیـد   فرض برابر نیست. مجاورت -𝑘ها با عدد احاطه  آن

𝑛 > بـا   شـود کـه چگونـه    در ادامه بیان میگرافی کامل باشد.   1
. بـه ازاي هـر   شـود اضـافه   ℱ به ساخته و ، گرافی𝐾𝑛کمک گراف 

هـا   به آن 𝑢 وشود  میحداقل دو رأس جدید اضافه  𝐾𝑛در  𝑢رأس 
 بـه  𝐺باشد. حال،  𝐺 گراف حاصلفرض کنید که  .شود میمتصل 

ℱ  گراف ساخته شده ) مثالی از 1. شکل (شود میاضافه𝐺   .اسـت
 لازم به ذکر است که درجه همه رئوس جدید دقیقاً یک است.

 
 .ℱ گرافی عضو :)1شکل (

گـر   احاطـه  𝑆فرض کنید کـه   را در نظر بگیرید. 𝐺 گراف حال
مجاور  2با درجه حداقل  𝐺از آنجایی که هر رأس  باشد. 𝐺کمینه 

شامل تمام  𝑆 بایستی بنابراین به حداقل دو رأس درجه یک است،
تعداد برابر با  𝐺عدد احاطه گراف باشد. بنابراین،  𝐾𝑛رئوس گراف 
تنهـا   𝑆که  شود ه میاست. به راحتی دید 𝑛یعنی  𝐾𝑛رئوس گراف 

برابر بـا   𝐺[𝑆]است. حال، چون درجه هر رأس  𝐺 گر کمینه احاطه
𝑛 − 𝑘بـا شـرط    𝑘ازاي هـر عـدد    است، پس بـه  1 < 𝑛 ،𝑆   یـک
 شــود کــه نتیجــه مــیمجــاورت نیســت. بنــابراین  -𝑘 گــر احاطــه

𝛾(𝐺) ≠ 𝛾𝑘𝑎(𝐺). 
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𝑘صحیح عدد و  𝐺 دلخواه گرافیک براي  ≥ یـک   𝐷، مجموعه 1
هرگاه بیشترین درجه رئوس  ،شود نامیده می مستقل -𝑘 مجموعه

𝑘برابـر   𝐺[𝐷]زیرگراف القائی  − یـک   𝐷 باشـد. یـک مجموعـه    1
هرگاه به ازاي هـر   شود نامیده می مستقل ماکسیمال -𝑘 مجموعه

𝑥 رأس ∈ 𝑉  مجموعه𝐷 ∪ {𝑥}یک مجموعه ، 𝑘-  نباشـد. مستقل 
 -𝑘مستقل ماکسیمال عدد -𝑘کمترین تعداد عناصر یک مجموعه 

نمـایش   𝑖𝑘(𝐺)و با نمـاد  شود  نامیده می 𝐺 استقلال کمینه گراف
 شود. نتیجه زیر حاصل می ،حال .شود داده می

 نامساوي زیر برقرار است:، 𝐺براي هر گراف  .3گزاره 

𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≤ 𝑖𝑘(𝐺). 

مستقل ماکسـیمال  -𝑘یک مجموعه  𝑆فرض کنید که اثبات. 
است.  مجاورت-𝑘 گر احاطهیک مجموعه  𝑆که شود  ثابت میباشد. 

𝑉ماکسیمال اسـت، هـر رأس در    𝑆از آنجایی که  − 𝑆    مجـاور بـه
اسـت. از   گـر  احاطهیک مجموعه  𝑆است. بنابراین،  𝑆یک رأس در 

مسـتقل اسـت، بنـابراین زیرگـراف     -𝑘یک مجموعه  𝑆آنجایی که 
𝑘حتما داراي رأسی از درجه  𝐺[𝑆]القائی  − اسـت. ایـن ثابـت     1

است و در نتیجه  مجاورت-𝑘 گر احاطهیک مجموعه  𝑆کند که  می
𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≤ 𝑖𝑘(𝐺). □ 

 است. بیان شده  ]5[نتیجه زیر در مقاله 

𝛾0(𝐺)اگر . 4گزاره  ≠ 𝛾(𝐺)    بنـابراین بـه ازاي هـر ،𝛾(𝐺)- 
𝑥و هر رأس  𝑆مجموعه  ∈ 𝑆 ،|𝑒𝑝𝑛(𝑥, 𝑆)| ≥ 2. 

𝛾𝑘𝑎(𝐺)اگر  ،حال ≠ 𝛾(𝐺)     نامسـاوي ، 1، بـا توجـه بـه گـزاره 
𝛾(𝐺) ≠ 𝛾0(𝐺) گـزاره  4شود و بنابراین طبـق گـزاره    حاصل می ،

  شود. حاصل می زیر

𝑘براي هر عدد صحیح . 5گزاره  ≥ 𝛾𝑘𝑎(𝐺)، اگـر  1 ≠ 𝛾(𝐺) ،
𝑥و هـــر رأس  𝑆مجموعـــه -𝛾(𝐺)آنگـــاه بـــراي هـــر    ∈ 𝑆 ، 

|𝑒𝑝𝑛(𝑥, 𝑆)| ≥ 2. 

  شود. نتیجه زیر حاصل می ،حال

𝑘و عــدد صــحیح  𝐺بــراي هــر گــراف . 1نتیجــه  ≥ ، اگــر 1
Δ(𝐺) ≤ 𝑘 + 𝛾𝑘𝑎(𝐺)، بنابراین 1 = 𝛾(𝐺). 

با شـرط   𝐺فرض کنید (فرض خلف) که گرافی مانند اثبات: 
Δ(𝐺) ≤ 𝑘 + 𝛾𝑘𝑎(𝐺)وجود دارد به طوري که  1 ≠ 𝛾(𝐺)  فـرض .

بـه ازاي  ، 5بر طبـق گـزاره    مجموعه باشد.-𝛾(𝐺)یک  𝑆کنید که 
𝑥هر رأس  ∈ 𝑆 ،|𝑒𝑝𝑛(𝑥, 𝑆)| ≥ از آنجـایی کـه   . از طرفی دیگر 2

𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≠ 𝛾(𝐺)    کمترین درجـه گـراف القـائی ،𝐺[𝑆]   حـداقل𝑘 
𝑘حداقل  𝑆باشد. از اینرو، درجه هر رأس از  می + است که این  2

Δ(𝐺)با شرط  ≤ 𝑘 + بنـابراین، فـرض خلـف    در تناقض است.  1
 □ است. ثابتباطل و حکم 

  شود،  میاستخراج  1یکی از نتایج جالب و راحتی که از نتیجه 
 نتیجه زیر است. 

و هـر عـدد صـحیح     𝐺مـنظم  -𝑟بـراي هـر گـراف     .2نتیجه 
𝑘 ≥ 𝑟 − 1 ،𝛾𝑘𝑎(𝐺) = 𝛾(𝐺). 

 . شود میگزاره زیر نیز اثبات  5مشابه اثبات گزاره  ،حال

ــزاره  ــحیح    .6گـ ــدد صـ ــر عـ ــراي هـ 𝑘بـ ≥ ــر1  ، اگـ
𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≠ 𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺) آنگاه براي هر ،𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺)-   مجموعـه𝑆   و هـر

𝑥 رأس ∈ 𝑆 ،|𝑒𝑝𝑛(𝑥, 𝑆)| ≥ 2. 

𝛾𝑘+1𝑎با کمـک   𝛾𝑘𝑎(𝐺)حال، یک کران بالا براي  (𝐺)   حاصـل
 . شود می

ــراي هــر گــراف . 7گــزاره  𝑘و عــدد صــحیح  𝐺ب ≥ کــه  1
Δ(𝐺) ≥ 𝑘 +  نامساوي زیر برقرار است:، 1

𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≤ 𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺) + Δ(𝐺) − (𝑘 + 1). 

𝛾𝑘𝑎(𝐺)واضح است که اگر اثبات.  = 𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺)  حکم ثابت
𝛾𝑘𝑎(𝐺)که  شود فرض می. پس شود می ≠ 𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺) . فرض
𝛾𝑘+1𝑎یک  𝑆که  شود می (𝐺)- مجموعه باشد. چون

𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≠ 𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺) درجه هر رأس ، پس𝐺[𝑆]  حداقل𝑘  .است
𝑢، به ازاي هر رأس 6طبق گزاره  ∈ 𝑆  نامساوي ،|𝑒𝑝𝑛(𝑢, 𝑆)| ≥

 𝐺[𝑆]در  𝑢. از طرفی دیگر، از آنجایی که درجه برقرار است 2
,𝑒𝑝𝑛(𝑢| نامساوياست،  𝑘حداقل  𝑆)| ≤ Δ(𝐺) − 𝑘 برقرار است .

𝑆)حال، مجموعه  − {𝑢}) ∪ 𝑆′  گر احاطهیک مجموعه 𝑘-
-𝑘 گر حاطهایک مجموعه  ′𝑆است که در اینجا  𝐺براي  مجاورت
,𝐺[𝑒𝑝𝑛(𝑢براي  مجاورت 𝑆)]  ،است. از اینرو 

𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≤ |(𝑆 − {𝑢}) ∪ 𝑆′| ≤ 𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺) − 1 + |𝑒𝑝𝑛(𝑢, 𝑆)|
≤ 𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺) + Δ(𝐺) − (𝑘 + 1). 

 □ بنابراین، حکم ثابت است.

  شود. حاصل می، نتیجه زیر 7مشابه اثبات گزاره 

 ، نامساوي زیر برقرار است:𝐺. براي هر گراف 8گزاره 

𝛾0(𝐺) ≤ 𝛾(𝐺) + Δ(𝐺) − 2. 

  شود. حاصل مینتیجه زیر ، به راحتی 8و گزاره  1ره بر اساس گزا

𝑘و عدد صحیح  𝐺براي هر گراف . 3نتیجه  ≥ نامساوي زیر ، 1
  باشد: برقرار می

𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≤ 𝛾(𝐺) + Δ(𝐺) − 2. 

 . شود میحال، قضیه زیر ثابت 

𝛾0(𝐺)باشد و رأس  𝑛با  همبندگرافی  𝐺اگر . 1قضیه  ≠ 𝛾(𝐺) ،
 بنابراین
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𝛾0(𝐺) ≤
𝑛(𝛾(𝐺) + 1)

3𝛾(𝐺) . 

مجموعـه باشـد. از   -𝛾(𝐺)یـک   𝑆کـه   شـود  میفرض اثبات. 
𝛾0(𝐺)آنجـایی کــه   ≠ 𝛾(𝐺) بــه ازاي هــر رأس 5، طبــق گــزاره ،

𝑥 ∈ 𝑆 ،|𝑒𝑝𝑛[𝑥,𝑆]| ≥ 𝑢کـه   شود می. حال، فرض 2 ∈ 𝑆   رأسـی
ــه  ــد ک ,𝑒𝑝𝑛[𝑢|باش 𝑆]|  .ــد ــرین باش ــرض کمت ــیف ــود م ــه  ش ک

𝑟 = |𝑒𝑝𝑛[𝑢, 𝑆]|  واضح است که، مجموعه .(𝑆 − {𝑢}) ∪ 𝑆′  یک
یـک   ′𝑆اسـت کـه در اینجـا     𝐺بـراي   مجاورت گر احاطهمجموعه 

𝛾0(𝐺[𝑒𝑝𝑛[𝑢, 𝑆]])-  ،مجموعه اسـت. از اینـرو 𝛾0(𝐺) ≤ 𝛾(𝐺) +

𝑟 − 𝛾(𝐺). از طرفی دیگر، 1 + 𝑟𝛾(𝐺) ≤ 𝑛 از آنجایی که .𝑟 ≥ 2 
𝛾(𝐺)و  ≥  ،بنابراین، 2

2(𝛾(𝐺) − 2) ≤ 𝑟(𝛾(𝐺) − 2) 

⇒ 2𝛾(𝐺) − 4 ≤ 𝑟𝛾(𝐺) − 2𝑟 

⇒ 3𝛾(𝐺) + 3𝑟 − 3 ≤ 𝛾(𝐺)𝑟 + 𝛾(𝐺) + 𝑟 + 1 

⇒ 𝛾(𝐺) + 𝑟 − 1 ≤
(𝛾(𝐺) + 1)(𝑟 + 1)

3
 

⇒ 𝛾(𝐺) + 𝑟 − 1 ≤
𝛾(𝐺)(𝛾(𝐺) + 1)(𝑟 + 1)

3𝛾(𝐺)
 

⇒ 𝛾(𝐺) + 𝑟 − 1 ≤
𝛾(𝐺) + 𝛾(𝐺)𝑟

3𝛾(𝐺)/(𝛾(𝐺) + 1) 

 :شود نتیجه زیر حاصل میفوق  يها نامساوي بر اساس

𝛾0(𝐺) ≤ 𝛾(𝐺) + 𝑟 − 1 ≤
𝛾(𝐺) + 𝛾(𝐺)𝑟

3𝛾(𝐺)
𝛾(𝐺) + 1

≤
𝑛(𝛾(𝐺) + 1)

3𝛾(𝐺) . 

 □بنابراین، حکم ثابت است.

 . شود می، قضیه زیر نیز اثبات 1مشابه اثبات قضیه 

ــیه  ــر . 2قضـ ــی  𝐺اگـ ــدگرافـ ــا  همبنـ ــد ورأس  𝑛بـ  باشـ
𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≠ 𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺)بنابراین ، 

𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≤
𝑛(𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺) + 1)

3𝛾𝑘+1𝑎 (𝐺) . 

 الگوریتم و پیچیدگی -3
در این بخش، یک الگوریتم براي محاسـبه کـوچکترین مجموعـه    

. شـود  مـی براي یک گـراف داده شـده ارائـه     مجاورت-𝑘 گر احاطه
مجاورت -𝑘شود که عدد احاطه  با کمک آن نشان داده می سپس،

اي محاسبه شود. همچنین  تواند در زمان چندجمله یک درخت می
-𝑘گـر   گیـري مـرتبط بـا احاطـه     شود که مسئله تصـمیم  ثابت می

 کامل است.-𝑁𝑃هاي دوبخشی  مجاورت براي گراف

 الگوریتم -3-1

باشـد.   𝑉یک گراف بـا مجموعـه رئـوس     𝐺که  شود میفرض 
𝑢براي هر رأس  ∈ 𝑉 1 و هر عدد صحیح 𝑘 که  شود می، فرض ≤

𝑃𝑘(𝑢) ي حـداکثر  ها مجموعه همه زیر مجموعه𝑘 − عضـوي از   1
ایـن  را در نظـر بگیریـد.    1باشد. حال، الگـوریتم   𝑁(𝑢)مجموعه 
مجـاورت بـراي یـک     -𝑘 گـر  احاطهکوچکترین مجموعه الگوریتم 

 کند. گراف داده شده را پیدا می

 .شود میثابت  حال، قضیه زیر

 
 مختصر توضیح): 2شکل (

𝐺بـراي هـر گـراف    . 3قضیه  = (𝑉,𝐸)     و هـر عـدد صـحیح
𝑘 ≥ بـا کمتـرین    𝐺 مجاورت-𝑘 گر احاطهمجموعه  1، الگوریتم 1

 کند. میتعداد عضو را پیدا 

𝑆کـه مجموعـه   شـود   پی بـرده مـی  به راحتی اثبات.  ∪ {𝑥} 
 مجـاورت  -𝑘 گـر  تولید شده توسط الگوریتم، یک مجموعه احاطه

𝑆 کـه  شـود  مـی  دادهنشان است. حال،  ∪ {𝑥}     یـک مجموعـه بـا
کـه   (فـرض خلـف)   شـود  مـی  فرض. باشد میتعداد عضو  کمترین
𝑆 ∪ {𝑥} از اینرو، حتمـا یـک مجموعـه    نباشداي  چنین مجموعه .

 وجود دارد به طـوري کـه   𝐺براي گراف  𝐷 مجاورت -𝑘 گر احاطه
|𝐷| < |𝑆 ∪ {𝑥}| . مجموعه𝐷  کـرد فرض شود  میرا به این شکل 

𝑆′ ،𝐷به ازاي یک مجموعه  که = 𝑆′ ∪ {𝑦}  که درجه𝑦  در𝐺[𝐷] 
𝑘حداکثر  − |′𝑆| نامساوي است. به وضوح، 1 < |𝑆| برقرار است .

باشـد.   ′𝑆در  𝑦مجموعه همـه همسـایگان    ∗𝑊که  شود میفرض 
∗𝑊بنـابراین،   ∈ 𝑃𝑘(𝑦)   از آنجـایی کـه .𝑆′ ∪ {𝑦}    یـک مجموعـه

است، پـس بـه راحتـی ایـن نتیجـه       𝐺براي  مجاورت-𝑘 گر احاطه
بـراي گـراف     گـر  احاطـه یـک مجموعـه    ′𝑆کـه  شـود   حاصل مـی 

𝐺∗ ≔ 𝐺 − (𝑁[𝑦] −𝑊∗)   ،ــه ــت. در نتیج 𝛾(𝐺∗)اس ≤ |𝑆′| از .
𝑆طرفی دیگـر، از آنجـایی کـه     ∪ {𝑥}     ،خروجـی الگـوریتم اسـت

𝑢بنابراین، بـه ازاي هـر    ∈ 𝑉   و هـر𝑊 ∈ 𝑃𝑘(𝑢)   نامسـاوي زیـر ،
 شود. حاصل می
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|𝑆| ≤ 𝛾�𝐺 − (𝑁[𝑢] −𝑊)�.    

|𝑆|که  شود حاصل می نتیجهاین  بالا، نامساوياز  ≤ 𝛾(𝐺∗) از .
𝛾(𝐺∗)آنجایی که  ≤ |𝑆′| ،بنابراین |𝑆| ≤ |𝑆′| اما این با .

|𝑆′| < |𝑆|  ،در تناقض است. از اینرو𝑆 ∪ {𝑥}  یک مجموعه
 □است. 𝐺با حداقل تعداد عضو براي  مجاورت-𝑘 گر احاطه

 ، عدد احاطه 1الگوریتم در ادامه، جهت بیان کاربردي از 
𝑘- ي دوبخشی کامل ها گراف مجاورت𝐾𝑚,𝑛 شود. محاسبه می 

𝑘براي هر عدد صحیح . 9گزاره  ≥ و هر گراف دو بخشی کامل  1
𝐾𝑚,𝑛 ، 

𝛾𝑘𝑎�𝐾𝑚,𝑛� = �min(𝑚,𝑛) 𝑘 = 1
2 𝑘 > 1

. 

که  شود می جهت سهولت در بیان اثبات، فرض اثبات.
𝐺 = 𝐾𝑚,𝑛 . که  کنیدفرض𝑈 ∪ 𝑉  مجموعه رئوس𝐺 که  باشد
𝑈 ∩ 𝑉 = |𝑈|و  ∅ = 𝑚  و|𝑉| = 𝑛 ،بدون از دست دادن کلیت .

𝑚که  شود میفرض  ≤ 𝑛 .1 ابتدا حالت𝑘 فرض  .شود میاثبات  =
در نظر  1ه توسط الگوریتم باشد ک 𝑈در  اولین رأس 𝑢کنید که 

𝑃𝑘(𝑢)به وضوح، شود.  میگرفته  = احاطه و بنابراین عدد  ∅
𝐺اف گر  − (𝑁[𝑢] −𝑊)  الگوریتم برابر است با  6در خط𝑚 −

𝑚از آنجایی که . 1 ≤ 𝑛 بنابراین الگوریتم مجموعه ،𝑈  را بر
�𝛾𝑘𝑎�𝐾𝑚,𝑛گرداند. از اینرو،  می = |𝑈| = 𝑚.  شود میحال فرض 
𝑘که  > تواند احاطه  از یک رأس نمی با کمتر 𝐺واضح است که . 1

 𝑈به ترتیب رئوسی دلخواه متعلق به  𝑏و  𝑎فرض کنید که شود. 
به صورت  اي باشد مجموعه 𝑆شود که  باشند. فرض می 𝑉و 

𝑆 = {𝑎,𝑏}.  به وضوح𝑆 براي  گر کمینه یک احاطه𝐺  .حال، است
یک است. بنابراین  𝐺[𝑆] گراف القائی درجه هر رأسآنجایی که از 

𝑘که  شده استچون فرض  > یک  𝑆 ،، پس طبق تعریف1
شود  بنایراین نتیجه میینه نیز هست و ممجاورت ک-𝑘گر  احاطه

�𝛾𝑘𝑎�𝐾𝑚,𝑛که  =  □ حکم ثابت است. پس. 2

 پیچیدگی -3-2

 .شود میگیري بصورت زیر تعریف  دو مسئله تصمیم

سئله مجموعه   ):DS( گر احاطهم

𝐺یک گراف  نمونه: = (𝑉,𝐸)  و یک عدد صحیحℓ. 

 ℓبا اندازه حداکثر  گر احاطهیک مجموعه  𝐺آیا گراف سوال: 
 دارد؟

سئله مجموعه   ):(kADS مجاورت-𝒌 گر احاطهم

𝐺یک گراف  نمونه: = (𝑉,𝐸)  و یک عدد صحیحℓ. 

بـا   مجـاورت -𝑘 گـر  احاطـه یک مجموعـه   𝐺آیا گراف سوال: 
 دارد؟ ℓاندازه حداکثر 

به . شود میصحبت  1 در ادامه راجع به زمان اجراي الگوریتم
تواننـد در   مـی  1 الگوریتم 6-3خطوط دریافت که  شود میراحتی 

از عدد احاطه گـراف   9 -7خطوط  اي اجرا شوند. زمان چندجمله
𝐺′ = 𝐺 − (𝑁[𝑢] −𝑊) کنند. بنابراین زمان اجـراي   استفاده می

امکـان ایـن    اگر بستگی دارد.𝛾(𝐺′) به زمان محاسبه  1 الگوریتم
، محاسبه شوداي  در زمان چندجمله 𝛾(𝐺′) وجود داشته باشد که

اي اسـت، و در   نیـز چندجملـه   1بنابراین زمان اجـراي الگـوریتم   
حال نتیجه  .شود میي محاسبه ا زمان چندجمله در 𝛾𝑘𝑎(𝐺)نتیجه 

 .شود ] حاصل می7کوکین و همکارانش [ مقالهبا استفاده از زیر 

در زمان  دتوان مجاورت هر درخت می-𝑘عدد احاطه . 4قضیه 
 . شوداي محاسبه  جمله چند

و عـدد   𝑇 است و ی دلخواهدرخت 𝑇که  شود میفرض  اثبات.
𝑘  همانگونـه کـه   . به عنوان ورودي داده شده اسـت  1به الگوریتم

بـه زمـان محاسـبه عـدد      1، زمان اجراي الگوریتم شدقبلاً اشاره 
′𝑇احاطه  = 𝑇 − (𝑁[𝑢] −𝑊)  نشان 7[بستگی دارد. در مرجع [

تواند  میدر زمان خطی هر درختی که عدد احاطه  شده استداده 
، بنابراین بـه  است درخت یا جنگل ′𝑇. از آنجایی که شودمحاسبه 

 ـ مـی نیز  ′𝑇توان دریافت که عدد احاطه  راحتی می در زمـان   دتوان
ــبه  ــی محاس ــودخط ــوریتم   ش ــراي الگ ــان اج ــه زم  1و در نتیج

الگـوریتم   6-3اي است. لازم به ذکر است کـه خطـوط    چندجمله
 □اي محاسبه شوند.  توانند در زمان چندجمله می

براي  kADSگیري  مسئله تصمیمکه  شود داده میحال، نشان 
داده ] نشـان  5[کامل اسـت. در مرجـع   -𝑁𝑃هاي دوبخشی   گراف

گیـري عـدد احاطـه مجـزا بـراي       کـه مسـئله تصـمیم    شده است
کامل است. با بررسی اثبات ارائه شده در -𝑁𝑃هاي دوبخشی  گراف

بـا اعمـال تغییـرات نـاچیز در آن اثبـات،       شود پی برد که می ]5[
kADS هاي دوبخشی نیز   براي گراف𝑁𝑃- .از آنجـایی   کامل اسـت

 ـ SAT-3مسـئله معـروف   که در اثبـات لازم اسـت کـه      kADSه ب
در . شود میمعرفی  SAT-3ابتدا مسئله  داده شود، بنابراینکاهش 
] اسـتفاده  5واژگان و اصطلاحات به کار رفتـه در [  برخی اینجا از

. استاي از متغیرهاي بولی  مجموعه 𝑈که  شود میفرض . شود می
𝑓:𝑈نگاشت  → {𝑇,𝐹}   را کـه𝑇  و𝐹    درسـت و   بـه ترتیـب نمـاد

𝑢فــرض کنیــد هســتند را در نظــر بگیریــد.  نادرســت ∈ 𝑈 اگــر .
𝑓(𝑢) = 𝑇 ــه مــی ــه  آنگــاه گفت ــر  𝑢شــود ک درســت اســت و اگ
𝑓(𝑢) = 𝐹 شود که  آنگاه گفته می𝑢  .یـک فرمـول   نادرست است

تعریف شده باشد را در نظر بگیرید. یک  𝑈بولی که روي مجموعه 
𝑢متغیر  ∈ 𝑈 تواند به دو شـکل   می𝑢  و𝑢�     در ایـن فرمـول ظـاهر

𝑓(𝑢)اگـر   شـود.  گفته می حرفیک  �𝑢و  𝑢شود. به هر یک از  =
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𝑇 آنگاه حرف ،𝑢 اگـر   و درست است𝑓(𝑢) = 𝐹   آنگـاه حـرف ،𝑢� 
 𝑈روي بنـد  یـک   𝑈هـا روي   حرف ازاي  به مجموعهدرست است. 

گـر حـداقل   باشـد. ا  𝑈بندي روي 𝐶فرض کنید که شود.  گفته می
ارزش درست داشته  𝑓با توجه به نگاشت  𝐶بند هاي  یکی از حرف
 .نادرست اسـت  𝐶صورت  و در غیر ایندرست است  𝐶باشد، آنگاه 
 شود.  می صورت زیر تعریف به SAT-3 حال، مسئله

3-SAT: 

𝒞یک گردایه  نمونه: = {𝐶1, … ,𝐶𝑚}   از بندها روي مجموعـه
𝑈 بند هر براي به طوري که 𝐶𝑖 ∈ 𝒞 ،|𝐶𝑖| = 3. 

نگاشـت  عبـارتی دیگـر    اسـت یـا بـه    پـذیر  صدق 𝒞 آیاسوال: 
𝑓:𝑈 → {𝑇,𝐹} با توجه به آن هر  طوري که وجود دارد به𝐶𝑖 ∈ 𝒞 

 درست باشد.

یک مسـئله   SAT-3] ثابت شده است که مسئله 8در کتاب [
𝑁𝑃-.شود میحال، قضیه زیر ثابت  کامل است . 

هـاي    بـراي گـراف   kADSگیـري   مسـئله تصـمیم   .5قضیه  
  کامل است.-𝑁𝑃دوبخشی 

 kADSپـی بـرد کـه مسـئله      شـود  اولاً به راحتی مـی  اثبات.
داده سخت بودن آن نشـان  -𝑁𝑃است. حال،  𝑁𝑃متعلق به کلاس 

کـاهش   kADSبـه مسـئله    SAT-3بدین منظور، مسـئله  . شود می
ــی ــود داده مـ ــی. شـ ــرض مـ ــود  فـ ــه شـ 𝑈کـ = {𝑢1, … ,𝑢ℓ}  و

𝒞 = {𝐶1, … ,𝐶𝑚} 3اي براي مسئله  نمونه-SAT با اسـتفاده  است .
 𝐶کـه  شـود   طـوري سـاخته مـی    𝐺گراف دوبخشی یک  𝒞و  𝑈از 

𝛾𝑘𝑎(𝐺)اگر و فقط اگر  باشدپذیر  صدق ≤ 2ℓ . گراف𝐺   به صـورت
𝑢𝑖به ازاي هر شود.  زیر ساخته می ∈ 𝑈  کـه   شـود  مـی ، فـرض𝐻𝑖 

د (ترتیب رئـوس بـه   باش 𝑢𝑖𝑣𝑖𝑢�𝑖𝑑𝑖𝑏𝑖𝑎𝑖با رئوس  6به طول  يدور
𝐶𝑗باشد). به ازاي هر  همین شکلی که نوشته شده است، می ∈ 𝒞 ،

. شـود  مـی به گرافی که تاکنون ساخته شده، اضافه  𝑐𝑗 جدید رأس
𝐶𝑗سپس، اگر  = �𝑥𝑗 ,𝑦𝑗 , 𝑧𝑗�هـاي   یـال  ، آنگاه�𝑐𝑗 , 𝑥𝑗� ،(𝑐𝑗 ,𝑦𝑗)  و
�𝑐𝑗 , 𝑧𝑗�  ینکـه هـیچ   . با توجه به اشود میها اضافه  به مجموعه یال

 شـود  مـی بنابراین به راحتی وجود ندارد،  𝑐𝑗یالی بین هر دو رأس 
 𝐺دوري بـه طـول فـرد نـدارد و در نتیجـه       𝐺پی برد کـه گـراف   

  ت.دوبخشی اس

پذیر است اگر و فقط اگر  صدق 𝒞که شود  می داده حال، نشان
𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≤ 2ℓ ه شود ک می. ابتدا فرض𝒞 پذیر است. بنابراین  صدق
𝑓:𝑈یک نگاشت  → {𝑇,𝐹}    وجود دارد به طوري که با توجـه بـه

𝐶𝑗آن هر  ∈ 𝒞  فرض کنید کـه  باشددرست .𝑆  اي از  زیرمجموعـه
بـه ازاي هـر   شـود.   باشد که به صورت زیـر سـاخته مـی    𝐺رئوس 
𝑢𝑖 ∈ 𝑈 اگر ،𝑓(𝑢𝑖) = 𝑇 آنگاه رئوس ،𝑢𝑖  و𝑑𝑖  به𝑆  شود  میاضافه

𝑓(𝑢𝑖)و اگر  = 𝐹 رئوس ، آنگاه𝑢�𝑖  و𝑎𝑖  به𝑆  حال،  .شود میاضافه
براي مجاورت  -𝑘گر  یک مجموعه احاطه 𝑆که  شود داده مینشان 

𝐺  2با اندازهℓ .از آنجایی کـه   است|𝑈| = ℓ  بنـابراین ،|𝑆| = 2ℓ .
𝑖که  𝑖براي هر حال،  ∈ {1, … , ℓ} از آنجایی که ،{𝑢𝑖 ,𝑑𝑖} ⊆ 𝑆   یـا

{𝑢�𝑖 , 𝑎𝑖} ⊆ 𝑆 بنابراین تمام رئوس ،𝐻𝑖  توسط𝑆  شـوند.   احاطه مـی
𝐶𝑗رأسی دلخـواه و متنـاظر بـا بنـد      𝑐𝑗حال، فرض کنید که  ∈ 𝒞 
پذیر است، بنـابراین حـداقل یکـی از     صدق 𝒞باشد. از آنجایی که 

ارزش درسـت دارد. بـدون از دسـت دادن     𝐶𝑗هاي متعلق به  حرف
اشـد. طبـق تعریـف    چنـین حرفـی ب   𝑢𝑗که شود  میکلیت، فرض 

�𝑐𝑗 ,𝑢𝑗�  یالی در𝐺    اسـت و همچنـین�𝑢𝑗 ,𝑑𝑗� ⊆ 𝑆  ،بنـابراین .𝑐𝑗 
د ن ـده بنابراین، توضیحات بالا نشان می شود. می  احاطه 𝑢𝑗توسط 

یک مجموعـه   𝑆است. واضح است که  𝐺گر براي  یک احاطه 𝑆که 
صـفر اسـت، و    𝐺[𝑆]مستقل است. بنـابراین، درجـه هـر رأس در    

مجـاورت نیـز هسـت و بنـابراین      -𝑘گـر   یـک احاطـه   𝑆درنتیجه، 
𝛾𝑘𝑎(𝐺) ≤ 2ℓ. 

𝛾𝑘𝑎(𝐺)کـه اگـر   شـود   داده مـی حال، نشـان   ≤ 2ℓ   آنگـاه𝒞 
-𝑘گـر   یک مجموعه احاطـه  𝑆که شود  میفرض  پذیر است. صدق

|𝑆|باشد به طوري که  𝐺مجاورت کمینه براي گراف  ≤ 2ℓ واضح .
ــه ازاي هــر 𝑖و  𝑖اســت کــه ب ∈ {1, … , ℓ} جهــت احاطــه شــدن ،

𝑆|، بایســتی 𝐻𝑖هــاي  رأس ∩ 𝑉(𝐻𝑖)| ≥  𝑉(𝐻𝑖)کــه در اینجــا  2
|𝑆|از طرفی دیگر، چون است.  𝐻𝑖مجموعه رئوس  ≤ 2ℓ بنابراین ،

|𝑆 ∩ 𝑉(𝐻𝑖)| = 𝑆|و  2 ∩ {𝑐1, … , 𝑐𝑚}| = و  𝑢𝑖حــال، رئــوس . ∅
𝑢�𝑖  در𝐻𝑖  تـوان فـرض    می کهشود  می. ادعا شود گرفته میدر نظر

S|کرد که  ∩ {ui, u�𝑖}| = . اولاً از شـود  می اثبات. حال، این ادعا 1
𝑆|آنجایی که  ∩ 𝑉(𝐻𝑖)| = S|، بنـابراین  2 ∩ {ui, u�𝑖}| ≤ . اگـر  2

|S ∩ {ui, u�𝑖}| = احاطه شود که  𝑆تواند توسط  نمی 𝑏𝑖، بنابراین 2
S|بایســتی  ایــن یــک تنــاقض اســت پــس ∩ {ui, u�𝑖}| ≤ . اگــر 1

|S ∩ {ui, u�𝑖}| = ــوح   0 ــه وض ــابراین ب 𝑏𝑖}، بن , 𝑣𝑖} ⊆ 𝑆  ــه در ک
,𝑏}صورت  ینا 𝑣𝑖}   با{𝑢𝑖 ,𝑑𝑖}  توضیحات،  اینبا . شود میجایگزین

𝑓:𝑈. حال نگاشـت  شود میادعا ثابت  → {𝐹,𝑇}     بـه صـورت زیـر
ــف  ــیتعری ــود م ــر  . ش ــراي ه 𝑢𝑖ب ∈ 𝑈 ــر 𝑢𝑖، اگ ∈ 𝑆،  ــابراین بن

𝑓(𝑢𝑖) = 𝑇  ــر 𝑢�𝑖و اگ ∈ 𝑆  ــاه 𝑓(𝑢𝑖)آنگ = 𝐹 . داده حــال نشــان
عضـوي   𝐶𝑗پذیر است. فرض کنید که  صدق 𝑓تحت  𝒞که  شود می

اسـت در نظـر    𝐶𝑗که متنـاظر بـا    𝑐𝑗باشد. حال رأس  𝒞دلخواه در 
گر است، پس حتماً یک عدد صحیح  احاطه 𝑆چون . شود گرفته می

𝑖  که𝑖 ∈ {1, … , ℓ}  وجود دارد به طوري که𝑐𝑗    توسـط رأسـی در
𝐻𝑖  احاطه شود. اگر𝑐𝑗  توسط𝑢𝑖   احاطه شود، پـس𝑓(𝑢𝑖) = 𝑇  و

احاطه شود، پس  𝑢�𝑖توسط  𝑐𝑗درست است و اگر  𝐶𝑗در نتیجه بند 
𝑓(𝑢�𝑖) = 𝐹  و در نتیجه𝑢�𝑖   ارزش درست دارد. بنـابراین𝐶𝑗  ارزش

صدق پذیر است. بنابراین، حکـم ثابـت    𝐶درست دارد و درنتیجه 
 □ است.

  یريگ یجهنت -4
  گـر  احاطـه هـا بـا عنـوان    گر احاطـه ، نوع جدیـدي از  الهدر این مق

𝑘- و سپس تعدادي کران و مقادیر دقیـق عـدد    شد ارائه مجاورت
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یـک   همچنـین، . ارائـه شـد   هـا  برخی از گراف مجاورت -𝑘احاطه 
شـد  ارائه  ها گراف مجاورت -𝑘الگوریتم براي محاسبه عدد احاطه 
مجـاورت   -𝑘عدد احاطـه   که و سپس با کمک آن نشان داده شد

اي محاسبه شود. همچنین  تواند در زمان چندجمله درخت مییک 
مجـاورت   -𝑘گر  مرتبط با احاطه گیري ثابت شد که مسئله تصمیم

 کامل است. -𝑁𝑃هاي دوبخشی  براي گراف
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