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و ماهیت مسأله، آن را به کمک رویکرد تجزیه بندرز حیل  ذاتی   با توجه به پینیدگی نامیم ممانعت از برش کمینه پویا می را مسألهاین مسأله 
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Abstract 

In ground wars, one of the enemy's main goals is to monitor communication networks and to interrupt 

the force and equipment lines. For this purpose, the optimal approach is to disconnect routes on a 

minimum cut. This is possible by air, missile, and artillery attacks, as well as the destruction of bridges 

and roads. On the other hand, the defense forces seek to exploit maximally the available resources and 

facilities to interdict the enemy reaching this goal. In this paper, we model this problem from the 

viewpoint of defense forces in the form of a bi-level network interdiction problem. Due to the inherent 

complexity and nature of the problem, we solve it using the Bender's decomposition approach. Finally, 

we establish the validity of the model by a practical example. 
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 مقدمه -1

ــرخلاف    ــامی بـ ــدهان نظـ ــران و فرمانـ ــدیران و  افسـ ــایر مـ سـ
تواننـد فنـون،    دیگـر جـز در زمـان جنـگ نمـی      گیرنـدگان  تصمیم
و تصمیمات خود را ارزیابی کنند. عـلاوه بـر ایـن ممکـن      ها مهارت

گیـري کننـد کـه     هـایی تصـمیم   است در زمان جنگ براي وضعیت
انـد. بـه همـین دلیـل در تـاریخ       تجربه آن را در زمان صلح نداشته

هـا   ها و فنونی گسترش یافته کـه بـه آن   گري، همواره روش نظامی
ورد ارزیـابی قـرار   دهد در زمان صلح تصمیمات خود را م ـ اجازه می

اي براي کسـب تجربـه و تصـحیح خطـا      وسیله بندي فرمولدهند. 
اي گزاف در جهان واقعی است و فرصتی براي  بدون پرداخت هزینه

اصلاح پیشنهادها یا توسعه و تعدیل در یک سامانه و یـا فرآینـد را   
عرصـه   در ظهـور  نـو  ارکـان  از یکـی بنـدي   فرمـول  دهـد.  ارائه می
  .]1[ هاي نظامی است حوزهگیري در  تصمیم

اسـت  یک شاخه از علم تحقیق در عملیات  ،سازي شبکه بهینه
سـازي بـر سـاختار گـراف و شـبکه       بهینـه  مسـائل که بـه بررسـی   

ممانعـت   مسـأله  شاخه این در ها زمینه ترین مهم از یکی پردازد. می
زي شبکه است. در این مقالـه بـه بحـث در مـورد یـک      سا از بهینه

و حـل   بنـدي  فرمـول  در این دسـته پرداختـه و آن را  مسأله جدید 
 حـوزه نظـامی در   مسائلترین  کاربرديیکی از کنیم. این مسأله  می

 . کند را دنبال می پدافندي

شوند که بر ساختار  ی میمسائل سازي شبکه شامل بهینه مسائل
بیشینه یا کمینـه کـردن یـک یـا      ها شبکه تعریف شده و هدف آن

هــاي مشــخص  خــاص و تحــت محــدودیتچنــد تــابع در شــرایط 
یـک مسـأله   شـبکه  سـازي   توان براي هر مسأله بهینه باشد. می می

اي  ممانعت شبکه نیـروي بازدارنـده   مسائلممانعت تعریف کرد. در 
و پارامترهـاي شـبکه از جملـه     تغییـر سـاختار  وجود دارد کـه بـا   

هـا و   منحرف کردن، تغییـر ظرفیـت کمـان    تخریب، ممنوع کردن،
کند مقدار بهینه مسأله را تا حد ممکن بدتر کنـد.    تلاش میرئوس 
دو فرد یا دو نیرو (یکـی ممانعـت کننـده و دیگـري      مسائلدر این 

اند. کـاربر هـدفش ایـن اسـت کـه       کاربر) با یکدیگر در حال رقابت
ترین مسیر را بپیماید یـا   استفاده بهینه را از شبکه ببرد. مثلاً کوتاه

جریـان را از رأس مبـدأ بـه رأس مقصـد      سعی در ارسال بیشترین
اي  خواهد با استفاده از بودجه کننده می دارد. از طرف دیگر ممانعت

ــه شــبکه در راســتاي تبیشــکــه در دســت دارد  رین خســارت را ب
بـه   کـاربر تا از رسیدن وارد کرده  بیشترین کاهش در اهداف کاربر

 البتـه ممکـن اسـت جایگـاه     کنـد.  ممکن خودداري تا حدهدفش 
 .]2[ ممانعت کننده و کاربر بنا به کاربرد مسأله تغییر کند

کننـده   ، هـدف ممانعـت  شـبکه  اي از مسـائل ممانعـت   در گونه
هـاي   سـلاح جلوگیري از جریان یافتن بعضی موارد نامطلوب مانند 

در یک شـبکه اسـت. از ایـن نـوع مسـائل       دشمن، مواد مخدر و ...
شـود. نیـروي    عنوان ممانعـت از بیشـترین جریـان یـاد مـی      تحت

اي از  کنـد تـا زیرمجموعـه    تلاش مـی  مسائلدر این  کننده ممانعت
را حذف کند به طوري که بیشترین جریـانی کـه   یا رئوس ها  کمان

د از رأس منبع به رأس مقصد فرستاد،کمینه گرد در شبکه توان می
از بودجـه ممانعـت   هـاي تخریـب شـبکه     و از طرفی مجموع هزینه

خواهـد   تجاوز نکند. در حقیقت در این مسأله، ممانعت کننـده مـی  
بیشترین جریان را که کاربر از رأس مبدأ بـه رأس مقصـد منتقـل    

با استفاده از منابع محـدودي کـه در اختیـار دارد کمینـه      ،کند می
 کند. 

در جنـگ ویتنـام    أله ممانعت از بیشترین جریان اولین بـار مس
براي تخریب خطوط ارتباطی دشمن مورد استفاده قرار گرفـت. در  

اي همه جانبه را ترتیب دهد.  تا حمله این مسأله، دشمن قصد دارد
خواهد تا همه نیروهایش را در شـبکه منتقـل    بدین منظور وي می

کنـد تـا از انتقـال     کننـده تـلاش مـی    کند. در طرف مقابل ممانعت
 با استفاده از منابع قابل دسـترس تـا حـد ممکـن    نیروهاي دشمن 

توانند شـامل تسـلیحات جنگـی ماننـد      ممانعت کند. این منابع می
هاي کروز، بمباران هوایی و ... باشند. در کاربردي دیگر، این  موشک

مســأله بــراي ممانعــت از قاچــاق مــواد مخــدر در آمریکــا توســط  
ت و او با استفاده مورد استفاده قرار گرف 1991 در سال 1استینروف

ریزي ریاضی این مسأله را حـل کـرد. همچنـین     هاي برنامه از روش
سپتامبر نیز مورد توجـه و   11این مسأله بعد از حملات تروریستی 

 . ]3[ ه استاستفاده قرار گرفت

شبکه هـدف حفـظ کـارایی شـبکه      مسائلاي دیگر از  در گونه
باشـد، بـه عنـوان مثـال نیرویـی قصـد        تحت عملیات تخریبی مـی 

تخریب شبکه را دارد و ممانعت کننده قصد دفاع از شبکه و ارسال 
بیشترین جریان یا حرکت بر روي کوتاهترین مسیر ممکن را دارد. 
در این مقاله به بررسـی مسـأله حفاظـت خطـوط ارتبـاطی تحـت       

خـواهیم بـا امکانـات و     اي که می گونه پردازیم به می حملات دشمن
داریم تا حد ممکن مسیرهاي ارتبـاطی  در دست نظامی که   توانایی

بــین دو نقطــه مشــخص در منطقــه را حفــظ کنــیم. ایــن کــار را  
تـوانیم بـا قـرار دادن تجهیـزات پدافنـدي دفـاعی یـا افـزایش          می

بسته بـه زمـان در   استحکامات مسیرها انجام دهیم. این مسأله را وا
گیریم. به این صـورت کـه تخریـب یـا بمبـاران یـک خـط         نظر می

 توانیم با مشاهده بر خواهد بود و ما می ارتباطی توسط دشمن زمان
حرکات دشمن در تخریب خطوط شبکه تصمیم بگیریم که امنیت 
یا ظرفیت کدام خط را افزایش دهیم تا بتوانیم ارتباط خود را بـین  

 حفظ کنیم.بیشترین سطح ممکن در آن دو نقطه 

در ادامــه مقالــه بــه بیــان مبــانی نظــري و پیشــینه پــژوهش  
دوســطحی  مســألهپــردازیم. ســپس مســأله را در قالــب یــک  مــی

کنـیم. در   مـی  را حل آنبندي کرده و به کمک تجزیه بندرز  فرمول
 م.کنی ارزیابی میمثال واقعی  ارائه یکرا با  مسألهنهایت کارایی 
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 مبانی نظري   -2

𝐺  یک شبکه = (𝑉,𝐴)   ساختاري متشکل از دو مجموعـهV ≠ ∅ 
 𝐴گوییم. مجموعه  رئوس شبکه می V عناصر مجموعه به. است  Aو 

,i) هـاي  شـامل برخـی زوج مرتــب   j) ∈ V × V  هــا را  بــوده کـه آن
ها تداعی کننـده   نامیم. از نظر ساختاري، کمان هاي شبکه می کمان

در این مقالـه   هستند.ئوس شبکه خطوط ارتباطی یک طرفه بین ر
کنیم. این فرض از کلیـت   دار می هاي جهت خود را محدود به شبکه

باشـد،   یـال کند زیـرا در صـورتی کـه شـبکه داراي      مسأله کم نمی
در توان آن را با دو کمان  بـا نقـاط ابتـدا و انتهـایی یکسـان و       می

پارامترهـایی از قبیـل    .]4[ جـایگزین کـرد   خلاف جهـت یکـدیگر  
هـاي   و کمـان  عرضه، تقاضا، ظرفیت، طول و هزینـه بـراي رئـوس   

مفهـوم شـبکه در بسـیاري از مسـائل     شبکه قابل تعریف هسـتند.  
بـه عنـوان مثـال،     گیـرد.  مـی  زندگی روزمره مـورد اسـتفاده قـرار   

ــرق  شــبکه رســانی  رســانی و آب هــاي حمــل و نقــل، مخــابراتی، ب
 پیرامون ما هستند. هاي  هایی از شبکه نمونه

 يها رأسز ا اي دنباله 𝑣𝑗 رأسبه  𝑣𝑖از رأس  دار جهت مسیر یک
𝑣𝑖متمایز شبکه به صـورت  , 𝑣𝑖+1, . . . , 𝑣𝑘 ,𝑣𝑘+1 , . . . , 𝑣𝑗     اسـت، بـه

در ایـن دنبالـه    𝑣𝑘+1و  𝑣𝑘متـوالی  رأس دو هـر   بـین  طوري که
 وجـود داشـته  در ایـن شـبکه    𝑣𝑘+1  به رأس 𝑣𝑘رأس  از  کمانی

ایسـتا و پویـا    بـه دو دسـته    هـا  دادهبر اساس نوع شبکه ها  .باشد 
 .اسـت شبکه ایستا  مربوط بهشوند که تعریف بیان شده،  تقسیم می

(ماننـد ظرفیـت کمـان، هزینـه     شبکه   هاي دادههاي پویا  در شبکه
عـلاوه بـر ایـن    کننـد.   نسبت بـه زمـان تغییـر مـی    )  . . .جریان و 

ها یا رئوس(بسته به کاربرد) بـه عنـوان    پارامتري جدید روي کمان
 مشـخص  س أدر شبکه دو ر شود. تعریف می زمان پیمایش یا توقف

𝑠  و𝑠′  که راس𝑠 مبدا و راس 𝑠′  گیـریم  را درنظر می استمقصد .
کنیم شبکه حداقل شامل یک مسـیر جهـت    علاوه بر این فرض می

 راسارتباط بین این دو هدف ما این است که  .باشد ′𝑠 به 𝑠 دار از
 را در شبکه حفظ کنیم.

 𝑉𝑠به دو زیر مجموعـه   𝑉افرازي از مجموعه رئوس 𝐶یک برش 
∋ 𝑠است به طوري که  ′𝑉𝑠و  𝑉𝑠  و𝑠′ ∈ 𝑉𝑠′   نمـاد . این بـرش را بـا 

[𝑉𝑠 ,𝑉𝑠′] دهـیم. یـک     نیز نمایش می𝑠 − 𝑠′  اي از مجموعـه  بـرش 
و سـر دیگرشـان    𝑉𝑠ها در  کند که یک سر آن ها را تعریف می کمان

,𝑖) است. کمان ′𝑉𝑠در  𝑗)      یک کمان پیشـرو از ایـن بـرش نامیـده
∋ 𝑖 شود هرگاه می 𝑉𝑠 و 𝑗 ∈ 𝑉𝑠′  شـود   کمان پسـرو نامیـده مـی    و

∋ j هرگاه Vs و i ∈ Vs′ .(𝑉𝑠 ,𝑉𝑠′) و �𝑉𝑠′,𝑉𝑠� ترتیب مجموعـه   را به
Cهاي پیشرو و پسـرو بـرش    کمان = [Vs, Vs′]   نـامیم. توجـه    مـی

,Vs)هاي پیشرو کنید که حذف کمان Vs′)   از گراف𝐺   باعث قطـع
شوند. پس راهبرد دشمن بـراي   می ′sبه  sهمه خطوط ارتباطی از 

هـا را   بـرش قطع خطوط ارتباطی این است که یکـی از ایـن گونـه    

انتخاب و خطوط ارتباطی پیشروي آن را تخریـب کنـد. بـراي هـر     
 توان یک هزینه تخریب تعریف کرد. هزینه تخریـب بـرش   برش می
[𝑉𝑠 ,𝑉𝑠′] با را 𝑐[𝑉𝑠 ,𝑉𝑠′] دهیم که برابر با مجمـوع هزینـه   نشان می  

 هاي پیشرو آن است. به عبارت دیگر حذف کمان

)1( 𝑐[𝑉𝑠,𝑉𝑠′] = � cij
(𝑖,𝑗)∈(Vs,Vs′)

.             

پس چنانچـه دشـمن قصـد تخریـب خطـوط ارتبـاطی بـرش        
[Vs, Vs′]   ــه ــه پرداخــت هزین ــاگزیر ب ــر  را داشــته باشــد، ن اي براب

c[Vs, Vs′] است. اگر c[Vs, Vs′] هـا   هزینه را بین تمام برش کمترین
,Vs]داشته باشد در ایـن صـورت    Vs′]      یـک بـرش کمینـه نامیـده

 شود.  می

s دست آوردن هزیر را براي ب روابطتوان  می − s′   برش کمینه
 ارائه داد.

 

 

)2( 

min    � 𝑐𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝜃𝑖𝑗 

𝑠. 𝑡.  𝜋𝑖 − 𝜋𝑗 + 𝜃𝑖𝑗 ≥ 0    ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, 
         𝜋𝑠′ − 𝜋𝑠 ≥ 1, 
         𝜃𝑖𝑗 ≥ 0      ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. 

توان ثابت کرد که در جواب بهینه همه متغیرها مقـادیر صـفر و    می
θکنند. اگر مقدار  یک اختیار می =ii 1i  کمان به معناي حضور آن

پیشروي برش بهینه بوده و مقدار صفر به معناي عدم  هاي کماندر 
 رش اسـت. همچنـین  ـپیشروي آن ب هاي کمانبر  کمانحضور آن 
π =i i اگر 1 ∈ Vs′ صورت برابر صفر است. در غیر این و 

هـاي گونـاگونی    براي یافتن برش کمینه در یک شـبکه روش  
ارتباط بین این مسـأله   ها بر پایه وجود دارد. مشهورترین این روش

و یک مسأله بهینه سازي شبکه بـه نـام مسـأله بیشـترین جریـان      
شود که این دو مسأله دوگان یکدیگرند. پس  میاست. ثابت استوار 

 .]5[ توان با حل هر یک از آنها جواب بهینه دیگري را یافت می

 شبکهممانعت  مسائل -3

سازي شبکه، کاربر بـه دنبـال بهتـرین اسـتفاده از      بهینه مسائلدر 
خواهـد   گیرنده دیگر می اکنون فرض کنید یک تصمیم شبکه است.

تواند این کار را با تغییر  کاربر به هدفش شود. او می مانع از رسیدن
ی از ایـن نـوع،   مسـائل آن انجام دهـد.    هاي دادهساختار شبکه و یا 

سازي شبکه (یا به طـور خلاصـه ممانعـت     ممانعت از بهینه مسائل
سازي شبکه نیـز   بهینه مسائلاغلب شوند و براي  می  شبکه) نامیده

سـازي شـبکه داراي    بهینه مسائلکه ند. علی رغم این  ا قابل تعریف

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AF%D9%86%D8%A8%D8%A7%D9%84%D9%87
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D8%A3%D8%B3_(%D9%86%D8%B8%D8%B1%DB%8C%D9%87_%DA%AF%D8%B1%D8%A7%D9%81)
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شـامل دو   ممانعـت  مسـائل باشـند،   نده واحـد مـی  گیر یک تصمیم
کـاربر.  ایـن دو    کننده و یـک  ممانعت یک تصمیم گیرنده هستند،

گیرنده در حال رقابت با یکدیگرند. هدف کاربر این است که  تصمیم
کننـده   از شبکه به طور بهینه استفاده کند. در حـالی کـه ممانعـت   

قصد دارد  با صرف منابعی محدود کارایی کاربر را در شبکه کاهش 
 مسـائل دهد و بیشترین خسارت را به عملکـرد وي وارد نمایـد. در   

ها، علاوه بـر   اي سر و کار داریم که در آن به کمان با شبکهممانعت 
هزینـه  ه اصلی، پارامترهاي دیگري ماننـد  پارامترهاي معمول مسأل

شـود کـه     تخصـیص داده مـی   یا همان هزینـه تخریـب)   ممانعت (
 هزینه لازم براي حذف یا تغییر در پارامترهاي آن کمان است.

ــک مســأله  مســائل ــب ی ــبکه در قال ــت ش دو ســطحی  ممانع
 مسـائل اي از  دو سـطحی بـه دسـته    مسـائل شوند.  می بندي فرمول
هـاي مسـأله    لاي محـدودیت  شوند که در لابـه  ریزي گفته می برنامه

ســازي دیگــر گنجانــده شــده اســت. در واقــع  یــک مســأله بهینــه
هـاي سـاختاري و    سازي تابع هـدف تحـت تـأثیر محـدودیت     بهینه

بـه   مسـائل سـت. در ایـن   سازي دیگـر ا  همچنین یک مسأله بهینه
گیرنده سـطح اول و دوم بـه ترتیـب پیشـرو و پیـرو گفتـه        تصمیم

شود. ابتدا پیشرو راهبرد بهینه خـود را اختیـار کـرده و سـپس      می
هـر کـدام   نمایـد و   گیري مـی  پیرو با مشاهده عملکرد رهبر تصمیم

ریـزي دو   کننـد. برنامـه   تنها تعـدادي از متغیرهـا را مشـخص مـی    
 مقالـه در یـک   1973 در سال1وسط برکن و مکجیلسطحی ابتدا ت

همچنـین تولیـد و بازاریـابی     که کاربردهـایی در زمینـه نظـامی و   
هـاي   برنامـه "را  مسـائل در آن زمـان ایـن    .]6[ ، مطرح شدداشت

نامیدنـد. اصـطلاح     "هـا  سازي در محدودیت ریاضی با مسائل بهینه
در 2نورتـون توسـط کنـدلر و    ریزي دوسطحی و چند سطحی برنامه
در سـطحی   ریـزي دو  . توانـایی برنامـه  ]7[ شدمعرفی  1977سال 

گیري سلسله مراتبی آن اسـت. بـدین معنـا کـه ایـن       نحوه تصمیم
گیرندگان به  شود که در آن تصمیم ی اختیار میمسائلرویکرد براي 

گیرندگان سطح  دو سطح مختلف تقسیم شوند. تا زمانی که تصمیم
ــه آن ــا را  اول (ک ــروه ــی پیش ــمیم  م ــامیم) تص ــد،   ن ــري نکنن گی

نـامیم)، قـادر بـه     می پیروها را  گیرندگان سطح دوم (که آن تصمیم
 ،بردارهـاي تصـمیم   در حالت کلی برايگیري نخواهند بود.  تصمیم

 𝑥 ∈ 𝑋 ⊆ ℝ𝑛 ،𝑦 ∈ 𝑌 ⊆ ℝ𝑚  ــدف ــع ه 𝐹:𝑋 و تواب × 𝑌 → ℝ  و
𝑓:𝑋 × 𝑌 → ℝ باشد. می 

بنـدي   فرمول زیر صورت به خطی دوسطحی ریزي مسأله برنامه
 )3(معادله  ]8[ شود می

 
1 Bracken and Mcgill 
2 Candler and Norton 

)3( 

min
x∈X

𝐹(𝑥,𝑦) = 𝑐1𝑥 + 𝑑1𝑦 
 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 ≤ 𝑏1 
 min
𝑦∈𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐2𝑥 + 𝑑2𝑦 
 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 ≤ 𝑏2 

,𝑐1که در آن  𝑐2 ∈ ℝ𝑛 ،𝑑1, 𝑑2 ∈ ℝ𝑚 ،𝑏1 ∈ ℝ𝑝 ،𝑏2 ∈ ℝ𝑞 ،
𝐴1,𝐴2 ∈ ℝ𝑝×𝑛 و𝐵1,𝐵2 ∈ ℝ𝑞×𝑚 .است 

و انتخـاب  تسـلط دارد   در این مسأله سطح اول بر سـطح دوم 
 𝑥دارد. بـا انتخـاب    پیـرو پیشرو تأثیر بسزایی در انتخـاب راهبـرد   

کند. در  یک مسأله پارامتري معمولی را حل می پیروتوسط پیشرو، 
 گیرنـده سـطح اول تصـمیم    ، تصـمیم مسائلحقیقت در این نوع از 

و واکـنش  ســطح دوم را   کنــد خـود را بـر ســطح دوم اعمـال مـی    
کـردن تـابع هـدف خـود اسـت.       بـه دنبـال بهینـه    مشاهده کرده و

گیرنده سطح دوم نیز، تصمیمات سطح بالا را مشاهده کرده  تصمیم
 گیرد. می خویشکردن تابع هدف  و یک تصمیم منطقی براي بهینه

 پژوهش   پیشینه -4

هـاي ممانعـت شـبکه در حـوزه تحقیـق در       بررسی بر روي نمونـه 
بـا موضـوع    1964در سـال   3عملیات براي اولین بار توسـط ولمـر  

. او ایـن مسـأله را بـر    ]9[ شروع شد"ها از یک شبکه حذف کمان"
 ممانعت هاي هزینه جهت بافرض نبودمسطح بدون روي یک گراف 

با اضافه کردن قید محدودیت  4. مک مسترز و ماستینبررسی کرد
ریاضـی بـراي    الگـوي بودجه به مسأله، براي نخستین بـار از یـک   

جریـان در شـبکه بـه منظـور جلـوگیري از انتقـال       مسأله ممانعت 
 . ]10[ مهمات توسط دشمن استفاده کردند

 بیشـینه نشـان داد کـه مسـأله ممانعـت      5، وود1993در سال 
ریـزي   برنامـه  مسـأله هم چنین یک  .]11[ کامل است -𝑁𝑃جریان 

هـاي   مسأله ارائه کرد. در طی سالاین خطی صفر و یک براي حل 
اخیر، محققان زیادي مسأله ممانعت بیشترین جریـان را تجزیـه و   

ارائه شده  مسألهاند. اما در بیشتر کارهاي تحقیقاتی، از  تحلیل کرده
توسط وود براي بررسی این مسأله استفاده شـده اسـت.  در سـال    

و  6، مسأله ممانعت ماکزیمم جریـان شـبکه توسـط کنـدي    2011
به نحو دیگري بیان شـد کـه در آن هـدف حـذف زیـر      همکارانش 

   .]12[ بودها)  کمان جاي هب(اي از رئوس شبکه  مجموعه

صـورت یـک بـازي     مسأله ممانعت پویـا را بـه   7لاندلی و شرلی
که راهبردهاي ممانعت به  کردند   بندي فرمولاي  دونفره دو مرحله
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اسـاس حرکـت مهـاجم    صورت پویا در هر بازه زمانی گسسـته بـر   
زاده نیز مسأله ممانعـت پویـا    راد و تقی . افشاري]13[ کند تغییر می

ریزي  برنامه مسألهها یک  آن .]14[ بیشترین جریان رابررسی کردند
صحیح آمیخته ارائه نمودند. سـپس بـراي حـل مسـأله از دو روش     
  استفاده کردند که اولی بر مبناي تجزیه بندرز و روش دوم بر پایـه 

و همکـارانش بـراي یـافتن    1هاي ارائه شده توسط راتلیـف  الگوریتم
. علاوه بر این مسأله ممانعـت شـبکه   ]15[ ها بود ترین کمان حیاتی

 زنجیـره براي  پویاي چند کالایی در حالت چند مبدأ و چند مقصد
مسأله ممانعت  2لیم و اسمیت. ]16[ شده است بندي فرمولتأمین 

کامـل کمـان یـا کـاهش قسـمتی از       شبکه را در دو حالت، حـذف 
جـواد  ابومسـلم محمـدي و   اخیرا  .]17[ ظرفیت آن بررسی کردند

ــت را       ــترین ظرفی ــا بیش ــیري ب ــت از مس ــأله ممانع ــی مس  طیب
. علاوه بـر ایـن ممانعـت شـبکه در     ]18[ و حل کردند بندي فرمول
چنـدکالایی نیـز    و ]20و  19[ هـاي دو هدفـه و سـه هدفـه     حالت

 مسائلاسمیت و سونگ خلاصه جامعی از . ]21[ بررسی شده است
در  .]22[ نـد ا هآوري کـرد  جمع را آن هاي ممانعت شبکه و الگوریتم

  مقـالات  بـه  تـوان  مـی  بـازي  نظریـه  شـده  سایر رویکردهاي مطرح
 اشاره کرد. ]24 و 23[

 بیان  مسأله -5

خواهد در یک شبکه همه مسـیرها بـین دو    دشمن می فرض کنید
را قطع کنـد و نیروهـاي خـودي بـا بودجـه       ′𝑠و  𝑠رأس مشخص 

خواهنـد جلـوي    محدودي که در اختیار دارند تـا حـد ممکـن مـی    
توانـد   مـی رسیدن دشمن بـه هـدفش را بگیرنـد. توانـایی دشـمن      

هاي موشکی و بمباران  ها، سیستم  ، استفاده از توپخانهمواردي مانند
توانـد   مـی در حالی که توانایی نیروهاي خودي باشد  میهوایی و ... 

ایجاد سیستم پدافندي و مستقر کردن نیرو جهت بالا بردن  شامل 
 .باشد. و ... امنیت خطوط ارتباطی

خواهد همه مسیرها از مبدأ به مقصد را  در حقیقت دشمن می
,𝑖) قطع کند. فرض کنید هرکمان 𝑗) هزینه تخریب 𝑐𝑖𝑗  را دارد که

وجه به اطلاعـات  با تکسب این اطلاعات . دشمن از آن مطلع است
دنبـال   . در این صورت دشمن بـه اي تا حدودي میسر است ماهواره

ترین روش براي قطع کردن مسیرهاي (خطوط ارتباطی)  کم هزینه
منظور صرفه جـویی در هزینـه،    به بین مبدأ و مقصد است. بنابراین

کنـد. در اینجـا هزینـه     اقدام به تخریب برشی با کمترین هزینه می
ــب کمــان ب ــه امنیــت کمــان،  تخری ــب و  ســازوکارســتگی ب تخری
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طور بیان کـرد کـه دشـمن بـا       توان این می هاي دیگر دارد. پارامتر
دهـد بـه صـفر     نه تخریب یک کمان را کاهش میحملات خود هزی

بـه بیـان    اسـت.  انکمرسیدن هزینه تخریب به معنی حذف کامل 
آن، دیگر با صرف مقداري هزینه بر یک کمان و تخریب قسمتی از 

کند. از طرفی نیروهاي خـودي   مقدار هزینه اولیه تخریب را کم می
با ترمیم استحکامات و پوشش پدافنـدي هزینـه تخریـب کمـان را     

  دهند. براي دشمن افزایش می

ــاربردي،  مســائلدر  ــر ک ــان متغی ــذیر از  جــزءزم جــدایی ناپ
مسأله است. لذا براي نزدیک شـدن بـه واقعیـت، ایـن      بندي فرمول

بر است و ممکـن   گیریم که تخریب کمان زمان در نظر می مطلب را
است مدتی طول بکشد تا دشمن بتواند همه مسـیرها از مبـدأ بـه    
مقصد را قطع کند. نیروهاي خودي اقدام به افزایش امنیت و ترمیم 

هاي واقع بر برش کمینه در جهت افزایش هزینه  استحکامات کمان
کنند تـا بـه    رش کمینه میهاي واقع بر ب دشمن براي تخریب کمان

این روش از رسیدن دشمن به هدفش جلـوگیري کننـد. در حـین    
به تصمیمات نیروهـاي خـودي و   این عملیات ممکن است با توجه 

هاي واقع بر برش کمینه تغییر کنند. این کار از طریق  کماندشمن 
شـود و   می ها کمان ریبخعملیات دشمن که سبب کاهش هزینه ت

هـارا   کمـان  خودي که بالا بـردن هزینـه تخریـب   عملیات نیروهاي 
 شوند، رخ خواهد داد. سبب می

در شرایط جنگی ممکن است با گذر زمان راهبردهاي مهـاجم  
و نیروهاي خودي تغییر کنند. به عنوان مثال، دشمن بـا اطـلاع از   

کمـانی کـه در    توانـد  راهبرد اخذ شده توسط نیروهاي خودي مـی 
بـه همـین شـکل نیروهـاي      دهـد.  حال تخریب آن است را تغییـر 

خودي با مشاهده عملکرد دشمن، ممکن است کمانی که در حـال  
افزایش هزینه تخریب آن هستند را عوض کرده و به سـراغ کمـان   
دیگري بروند. لذا مسأله ما تبدیل به مسأله ممانعت از برش کمینه 

 شود. می پویا (وابسته به زمان)

در عین حـال   دهند. رخ میهمه این مراحل در یک افق زمانی 
از مـدتی بـا توجـه بـه      پس دشمن یا ممکن است نیروهاي خودي

عملیات طرف مقابل از رسیدن بـه هـدف خـویش ناامیـد شـده و      
سـپس بـه ادامـه عملیـات      تقاضاي نیرو و تجهیزات بیشتر کنند و

توان افق زمانی مورد نظر را به چند بازه  در این صورت می بپردازند.
بندي کرد و با وارد کـردن تغییـرات جدیـد،     ترتقسیم زمانی کوچک

مسأله را در یک بازه زمانی دیگر حل نمود. براي نیروهـاي خـودي   
توان از این شرط استفاده کرد که اگـر هزینـه بـرش کمینـه از      می

اسـت و   مقدار مشخصی کمتر شود این بازه زمانی به پایان رسـیده 
دشـمن و اضـافه کـردن    بایستی با برآورد مجدد رفتـار و امکانـات   

تجهیزات و نیروهاي جدید مسأله را دریک بازه زمـانی دیگـر حـل    
 نمود.
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 بندي مسأله فرمول -6

𝐺فرض کنید ، 4مشابه با بخش  = (𝑉,𝐴)  دار بـا   جهـت شبکه یک
باشـد. همـانطور کـه     𝐴 هـاي  و مجموعـه کمـان   𝑉مجموعه رئوس 

اي بـراي   اولیـه گفتیم  هر کمان با توجه به میزان امنیـت، هزینـه   
,𝑖) تخریب دارد که آن را براي هر کمان 𝑗)  با𝑐ij  دهـیم.   نشان مـی

کننـد ایـن هزینـه را     نیروهاي خودي و دشمن به ترتیب تلاش می
افزایش یا کاهش دهند. بـا توجـه بـه توانـایی نیروهـاي خـودي و       

هزینـه افـزایش امنیـت کمـان و تخریـب آن       دشمن و نوع کمـان، 
را به عنـوان توانـایی نیروهـاي     𝑚ijاشد. بنابراین تواند متفاوت ب می

گیریم؛ یعنی اگر  در واحد زمان در نظر می 𝑐ijخودي  براي افزایش 
,𝑖) نیروهاي خودي بخواهند هزینه کمان 𝑗)    را افزایش دهنـد پـس

کنند. بـه   اضافه می 𝑐ijواحد به  𝑚ij از گذشت هر واحد زمان مقدار
𝑚ij طور مشابه،

در یک  𝑐ijرا به عنوان توانایی دشمن براي کاهش  ′
تواند از صفر (کران پـایین) تـا    می 𝑐ijکنیم.  واحد زمانی تعریف می

𝑐iju (کران بالا) تغییر کند. مقدار 𝑐iju     بستگی بـه نظـر فرمانـدهان و
دارد و به صفر رسـیدن هزینـه تخریـب توسـط      کارشناسان نظامی

کنـیم   ن کمـان اسـت. فـرض مـی    دشمن به معناي نابودي کامل آ
بـراي نیروهـاي    𝑟ij هزینـه  ،در واحد زمان 𝑐ij واحد به mijافزایش 

کنیم مقدار بودجـه   همچنین فرض می خودي در بر خواهد داشت.
به  است. 𝑅 کل نیروهاي خودي براي ممانعت از تخریب شبکه برابر

 ،زماندر واحد  𝑐ij از واحد m′ij کنیم کاهش طور مشابه، فرض می
در بـر خواهـد داشـت. مقـدار      را براي نیروهاي دشـمن  ′𝑟𝑖𝑗هزینه 

 ′𝑅هاي شبکه برابـر   بودجه کل نیروهاي دشمن براي تخریب کمان
 . شود فرض می

افق زمانی باشدکه تصمیمات اخذ شـده توسـط    𝑇 فرض کنید
نیروهاي خودي تا آن زمان معتبر است. با نگـاهی بدبینانـه فـرض    

را در افـق   ′𝑠بـه   𝑠دشمن قصد دارد همه مسـیرها از  کنیم که  می
تخریب کند. نیروهاي خودي از توانمندي و بودجه دشمن  𝑇زمانی

براي تخریب شبکه اطلاع داشته و قصد دارند با تحلیـل حمـلات و   
هاي محدود خود به بهترین وجـه   رفتار دشمن و استفاده از توانایی

 جلوگیري کنند. و تا حد ممکن از رسیدن دشمن به هدفش

در تعریف مسأله براي هر کمان هزینه تخریـب ثـابتی در نظـر    
گرفتیم که بستگی به شرایط آن کمان و مکانیزم لازم براي تخریب 
آن دارد. اکنون فرض کنید نیروهـاي خـودي تصـمیم بـه افـزایش      

,𝑖) هزینه تخریب کمان 𝑗) این افزایش با توجه به تعریف  .اند  گرفته
بـر  پس از پایان کـار   و است 𝑚𝑖𝑗ابع خطی و با شیب یک ت مسأله،

,𝑖)روي کمان  𝑗)  بر روي این کمان، ثابت خواهد ماند هزینهمقدار 
هزینه یک تابع قطعه قطعه خطـی اسـت    . لذا تابع تغییر)1(شکل 

′𝑥ijکه با تعریف دو متغیر صفر و یـک   (t)  و𝑥ij′′(t)  تـوان آن را   مـی
𝑡0. با فرض اینکـه   نوشت

𝑖𝑗    توسـط   سـازي  اسـتحکام لحظـه شـروع

𝑡𝑛 نیروهاي خودي و
𝑖𝑗  کمـان  بـر سازي  استحکاملحظه پایان (𝑖, 𝑗) 

بندي  توان به شکل زیر فرمول می باشد، این تابع را براي  این کمان
 کرد.

 

)4( βij(𝑡) = 𝑚𝑖𝑗 �� 𝑥𝑖𝑗′ (𝑡′) − � 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡′)
𝑡

𝑡′=0

𝑡

𝑡′=0

� 

 
 .تابع افزایش هزینه تخریب .1شکل 

xij′ (t) اي است که براي مقادیر  یک تابع پله(−∞, t0
ij)   صـفر و

t0]براي 
ij, نیزیـک تـابع    xij′′(t)یک خواهد بود. به طور مشابه  (∞+

,∞−) اي است که براي مقادیر پله tn
ij)  صفر و براي[tn

ij, یـک   (∞+
را  𝑐ij گیرند نیروهاي خودي تصمیم می اي که خواهد بود. در لحظه

′xij افــزایش دهنــد (t) شــود و هنگــام پایــان کــار برابــر یــک مــی 
𝑥ij′′(t) = ′𝑥ijخواهد شد. تا زمانی که  1 (t)  ،برابر صفر استxij′′(t) 
. هنگامی که ماندنیز صفر خواهد  βij(𝑡)و در نتیجه بوده برابر صفر 

𝑥ij′ (t)   برابر یک شـود و𝑥ij′′(t) = 0 ،βij(𝑡)      بـه صـورت خطـی بـا
′𝑥𝑖𝑗 یابـد و هنگـامی کـه    افزایش می 𝑚ijشیب  (𝑡) = 𝑥ij′′(t) = 1 ،
βij(𝑡) ماند. ثابت باقی می  

اکنون فرض کنید نیروهاي دشمن تصمیم بـه کـاهش هزینـه    
,𝑖)تخریب کمان   𝑗)   ،بگیرند. این کاهش با توجه به تعریف مسـأله

است. پس مشـابه حالـت قبـل، بـا      𝑚′𝑖𝑗یک تابع خطی و با شیب 
′yijیر صفر و یک معرفی دو متغ (𝑡)  وyij′′(𝑡)   که زمان آغاز و پایان

,𝑖)تخریب بر کمان  𝑗)  تـوان تـابع میـزان     مـی  دهنـد،  نشان مـی را
صـورت زیـر    به βij(𝑡) با را مشابه αij(𝑡) تخریب قطعه قطعه خطی

 ساخت.
 

)5( αij(𝑡) = m𝑖𝑗
′ �� 𝑦𝑖𝑗′ (𝑡′) − � 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡′)

𝑡

𝑡′=0

𝑡

𝑡′=0

� 

 براي دشمن متغیرهـاي صـفر و یـک   علاوه بر متغیرهاي فوق، 
𝜃ij(𝑡) ،πi(𝑡) این متغیرها مشخص کننده برشـی   .نیز وجود دارند

هـاي آن   هستند که دشمن در هر لحظه اقـدام بـه تخریـب کمـان    
اگـر   شـوند.  کند و در مسأله پیدا کردن برش کمینه ظـاهر مـی   می

,𝑖)یک شود به معناي حضور  بربرا 𝜃ij(𝑡) مقدار 𝑗)  انکم ـبه عنوان  
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و مقدار صفر به معناي عدم حضور  بوده 𝑡 لحظه درپیشروي برش 
πi(𝑡)است. همچنـین   رشـب این آن کمان بر  =  اسـت هرگـاه   1

𝑖 ∈ 𝑉𝑠′  در لحظهt صورت برابر صفر است. پس  باشد و در غیر این
اي از بـرش باشـد کـه راس     که متعلق به مولفـه  𝑖به ازاي هر راس 

برابر یک و به ازاي رئوسی که متعلق  πi(𝑡)مقصد در آن قرار دارد، 
 برابر صفر است. πi(𝑡)به مولفه دیگر حاصل از برش هستند، 

 شود. می بندي فرمولبا این توضیحات، این مسأله به شکل زیر 
,1}  بندي مجموعه ، در فرمولبراي سادگی  … ,𝑇}     را بـا نمـادΨ 

 دهیم. نمایش می

)6( 
𝑚𝑎𝑥 𝑧 
𝑠. 𝑡. 
𝑥𝑖𝑗′ (𝑡 − 1) ≤ 𝑥𝑖𝑗′ (𝑡) ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ 𝛹𝛹   

)7( 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡 − 1) ≤ 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡)  ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,         ∀𝑡 ∈ 𝛹𝛹  
)8( 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡) ≤ 𝑥𝑖𝑗′ (𝑡)         ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,          ∀𝑡 ∈ 𝛹𝛹  

)9( 𝛽𝑖𝑗(𝑡) = 𝑚𝑖𝑗 �� 𝑥𝑖𝑗′ (𝑡′) − � 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡′)
𝑡

𝑡′=0

𝑡

𝑡′=0

� 

 
)10( � � 𝑟𝑖𝑗𝛽𝑖𝑗(𝑡)

 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

≤ 𝑅  
𝑇

𝑡=0

 

 
)11( 𝑧 = min� � 𝜃𝑖𝑗(𝑡) �𝑐𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗(𝑡) + 𝛽𝑖𝑗(𝑡)�

 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑇

𝑡=0

 

)12( πi(𝑡) − 𝜋𝑗(𝑡) + 𝜃𝑖𝑗(𝑡) ≥ 0∀𝑡 ∈ 𝑇,∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴  

)13( 𝜋𝑠′(𝑡) − 𝜋𝑠(𝑡) ≥ 1                      ∀𝑡 ∈ Ψ 

)14( 𝑦𝑖𝑗′ (𝑡 − 1) ≤ 𝑦𝑖𝑗′ (𝑡)  ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ Ψ 

)15( 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡 − 1) ≤ 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡)        ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,∀𝑡 ∈ Ψ  

)16( 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡) ≤ 𝑦𝑖𝑗′ (𝑡)       ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ Ψ  

)17( αij(𝑡) = 𝑚𝑖𝑗
′ �� 𝑦𝑖𝑗′ (𝑡′) − � 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡′)

𝑡

𝑡′=0

𝑡

𝑡′=0

� 

)18( � � 𝑟𝑖𝑗′ 𝛼𝑖𝑗

 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

≤ 𝑅′
𝑇

𝑡=0

 

)19( 0 ≤ 𝑐𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗(𝑡) + 𝛽𝑖𝑗(𝑡) ≤ 𝑐𝑖𝑗  
𝑢 ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 ∀𝑡 ∈ Ψ 

)20( 𝜃𝑖𝑗(𝑡),𝑦𝑖𝑗′ (𝑡),𝑥𝑖𝑗′ (𝑡) ∈ {0,1} ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,∀𝑡 ∈ Ψ 

)21( 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡), 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡) ∈ {0,1}          ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,∀𝑡 ∈ Ψ 

کننـد کـه    تضمین می )7( و) 6( هاي محدودیت مسألهدر این 
′𝑥𝑖𝑗توابع  (𝑡),𝑥ij′′(t) اي هستند یعنی تا یک لحظه  پله𝑡  مقدار ثابت

طـور مشـابه    صفر داشته و از آنجا به بعد مقدار ثابت یک دارند. بـه 
′𝑦𝑖𝑗توابـع   بـودن  اي پلـه ) 15( و) 14( هاي محدودیت (𝑡),𝑦ij′′(t)  را

شـود کـه زمـان پایـان      باعث مـی ) 8( کنند. محدودیت تضمین می
بر یک کمان قبل از زمان آغاز آن نباشـد. بـه بیـان     سازي استحکام

′𝑥𝑖𝑗تر تا زمانی که  دقیق (𝑡)      ،برابـر یـک نشـده اسـت𝑥𝑖𝑗′′(𝑡)   صـفر
′𝑥𝑖𝑗 ماند. فاصله زمانی که می (𝑡)  برابر یک و𝑥𝑖𝑗′′(𝑡)  ،برابر صفر است

خـود را بـر    سـازي  استحکامهمان زمانی است که نیروهاي خودي 
,𝑖)کمان  𝑗) عملکرد مشابهی براي  )16(دهند. محدودیت  انجام می

) 17( و) 9( هـاي  محـدودیت  .دهد نشان میزمان تخریب دشمن را 

,𝑖)و تخریب کمان  تعریف توابع ممانعتترتیب  به 𝑗)   را در لحظـه𝑡 
ترتیب قیـد بودجـه    به) 18( و) 10( هاي دهند. محدودیت نشان می

تابع هدف سطح دوم ) 11( رابطه .هستندنیروهاي خودي و دشمن 
هاي کمینـه پویـا بـر حسـب      مسأله است که مجموع ظرفیت برش

تضمین ) 13( و) 12( هاي اي است. محدودیت لحظه هزینه تخریب
دشـمن   هاي در حال تخریب در هر لحظه توسط که کمان کنند می

 . دهند تشکیل یک برش از شبکه را 

  غیر مسألهخاطر تابع هدف سطح دوم یک  ارائه شده به مسأله
و  𝛼𝑖𝑗(𝑡)در متغیرهـاي   𝜃𝑖𝑗(𝑡)خطی است زیرا متغیر صفر و یـک  

𝛽𝑖𝑗(𝑡)    مسـائل هـاي حـل    ضرب شده است. با توجـه بـه دشـواري 
متغیـر مسـأله را بـه یـک      تغییـر  یک کمک با غیرخطی، ریزي برنامه
𝑐𝑖𝑗(𝑡) کنید کنیم. فرض می خطی تبدیل مسأله = 𝑐𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗(𝑡) +

𝛽𝑖𝑗(𝑡)  و𝑧𝑖𝑗(𝑡) = 𝜃𝑖𝑗(𝑡)𝑐𝑖𝑗(𝑡).  را  مسـأله  تـوان  میبا این تعاریف
ریـزي خطـی    به شکل زیر بازنویسی کـرد کـه یـک مسـأله برنامـه     

 است. دوسطحی آمیخته

)22( 

max 𝑧 
𝑠. 𝑡. 

� � 𝑟𝑖𝑗𝛽𝑖𝑗

 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

≤ 𝑅
𝑇

𝑡=0

  

)23( 𝑥𝑖𝑗′ (𝑡 − 1) ≤ 𝑥𝑖𝑗′ (𝑡)  ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ Ψ 

)24( 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡 − 1) ≤ 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡)  ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ Ψ  

)25( 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡) ≤ 𝑥𝑖𝑗′ (𝑡)   ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,                ∀𝑡 ∈ Ψ  

)26( βij(𝑡) = 𝑚𝑖𝑗 �� 𝑥𝑖𝑗′ (𝑡′) − � 𝑥𝑖𝑗′′(𝑡′)
𝑡

𝑡′=0

𝑡

𝑡′=0

� 

)27( 𝑧 = 𝑚𝑖𝑛� � 𝑧𝑖𝑗(𝑡)
 

(𝑖,𝑗)∈𝐴

𝑇

𝑡=0

 

)28( 𝜋𝑖(𝑡) − 𝜋𝑗(𝑡) + 𝜃𝑖𝑗(𝑡) ≥ 0 ∀𝑡 ∈ Ψ,∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 

)29( 𝜋𝑠′(𝑡) − 𝜋𝑠(𝑡) ≥ 1                ∀𝑡 ∈ Ψ  

)30( 𝑐𝑖𝑗(𝑡) = 𝑐𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗(𝑡) + 𝛽𝑖𝑗(𝑡) ∀𝑡 ∈ Ψ,∀(𝑖, 𝑗)
∈ 𝐴 

)31( 𝑦𝑖𝑗′ (𝑡 − 1) ≤ 𝑦𝑖𝑗′ (𝑡) ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ Ψ  

)32( 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡 − 1) ≤ 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡) ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ Ψ  

)33( 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡) ≤ 𝑦𝑖𝑗′ (𝑡) ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,                 ∀𝑡 ∈ Ψ 

)34( αij(𝑡) = 𝑚𝑖𝑗
′ �� 𝑦𝑖𝑗′ (𝑡′) − � 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡′)

𝑡

𝑡′=0

𝑡

𝑡′=0

� 

)35( 
𝑐𝑖𝑗(𝑡)− �1− 𝜃𝑖𝑗(𝑡)�𝑀(𝑡) ≤ 𝑧𝑖𝑗(𝑡)

≤ 𝑐𝑖𝑗(𝑡) + 
�1− 𝜃𝑖𝑗(𝑡)�𝑀,   ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,∀𝑡 ∈ Ψ  

)36( 𝑧𝑖𝑗(𝑡) ≤ 𝑀𝜃𝑖𝑗(𝑡)      ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ Ψ 

)37( 0 ≤ 𝑐𝑖𝑗(𝑡) ≤ 𝑐𝑖𝑗  
𝑢        ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ Ψ 

)38( 𝜃𝑖𝑗(𝑡),𝑦𝑖𝑗′ (𝑡),𝑥𝑖𝑗′ (𝑡) ∈ {0,1}   ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ Ψ 

)39( 𝑦𝑖𝑗′′(𝑡),𝑥𝑖𝑗′′(𝑡) ∈ {0,1}       ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴,      ∀𝑡 ∈ Ψ  
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 اگـر  اسـت  𝑐𝑖𝑗(𝑡) برابـر  𝑧𝑖𝑗(𝑡)دانـیم   مـی با توجه به تعریـف،  
𝜃𝑖𝑗(𝑡)  صـورت صـفر خواهـد بـود.      در غیـر ایـن   و برابر یک باشـد

  د.نـــکن مـــی فـــراهمایـــن شـــرایط را  )36( و) 35( محـــدودیت
𝑀 ها یک عدد ثابت بسیار بزرگ است. ظاهر شده در این محدویت 

 الگوریتم حل -7

ارایه شده در بخش قبل داراي دو ویژگی است که حل آن را  مسأله
سـازي دو سـطحی    کند. اول این که با یک مسأله بهینـه  سخت می

متغیرهـاي   جـز  بـه  مسـأله  روبه رو هستیم و دوم این کـه در ایـن  
صفر و یک نیز حضور دارند. ثابت شده است که  متغیرهاي پیوسته،
سازي دوسطحی در حالت خطی و حتی با متغیرهـاي   بهینه مسائل

ــته ــتند -NP پیوسـ ــاس ]25[ ســـخت هسـ ــر اسـ ــی بـ  . از طرفـ
ــی ــی دوم نم ــی   ویژگ ــرایط بهینگ ــد ش ــایی مانن ــوان از رویکرده  ت

تاکر استفاده کرده و مسأله را تبدیل به یک مسـأله   -کان -کاروش
و   مسـأله تک سطحی کرد. پس ناگزیر به حفظ دو سطحی بـودن  

رویکردي مبتنی بر آن هستیم. از این رو از روش تجزیه بندرز براي 
 کنیم. حل این مسأله استفاده می

در این روش مسـأله سـطح اول را بـه عنـوان مسـأله اصـلی و       
گیـریم. ابتـدا    مسأله سطح دوم را به عنوان زیر مسأله در نظـر مـی  

ایـن   گیـریم.  براي مسأله سطح اول یک جواب اولیه را در نظر مـی 
تواند از خبرگان و فرماندهان جنگی اخذ شـود. کیفیـت    جواب می

گردد که روش سریعتر به جواب بهینه همگرا  جواب اولیه باعث می
تـوان از   هر حال اگر این گونه جواب در دسترس نبود، مـی  شود. به

یعنـی   عنوان مثال جواب صـفر) اسـتفاده کـرد.    هر جواب اولیه (به
صـفرند.   غیرهاي تصمیم سطح اول برابـر کنیم که همه مت فرض می

توسط نیروهـاي خـودي انجـام     سازي  به بیان دیگر هیچ استحکام
در ∞+نشده است. مقدار تابع هدف سطح اول را براي این جـواب  

گیریم زیرا هـیچ محـدودیتی در مسـأله سـطح اول وجـود       نظر می
ندارد که موجب محدود شدن مقدار تابع هدف گردد. فرض کنیـد  

,∗′𝑥)اولیه مسأله اصلی برابر جواب  𝑥′′∗, 𝑧𝑈)     باشـد. مسـأله سـطح
در سـطح   یعنی. کنیم می دوم را بر اساس این جواب تعریف و حل 

کنـیم.   ر مذکور  جـایگزین مـی  دیارا با مق ′′𝑥و   ′𝑥دوم متغیرهاي 
 صـورت  فرض کنید جواب بهینه حاصل از حل مسأله سطح دوم بـه 

(𝑦′∗,𝑦′′∗,𝜃∗,𝜋∗, 𝑧𝐿)    باشد.  مقـادیر بهینـه𝜃∗(𝑡)  و𝜋∗(𝑡)   یـک
دهند.  بر حسب ایـن   نتیجه می 𝑡را در هر لحظه  𝐶(𝑡) برش مانند

 افزاییم. را به سطح اول می محدودیت برشی ها، برش

)40( � � 𝑐𝑖𝑗 + 𝛽𝑖𝑗 (𝑡)− 𝛼𝑖𝑗∗ (𝑡) ≥ 𝑧    
(𝑖,𝑗)∈𝐶(𝑡)

𝑇

𝑡=1

 

رغم پاسخ بهینـه   کند که علی این محدودیت برشی تضمین می
اي اخـذ شـود کـه مقـدار      مهاجم، راهبرد نیروهاي خودي به گونـه 

پـس از اضـافه    ها کمتـر نگـردد.   بهینه از مجموع ظرفیت این برش
کردن محدودیت برشی به سطح اول، مسأله سـطح اول را مجـددا   

گردد. سپس یـک   حل کرده و جواب بهینه به سطح دوم ارسال می
گـردد. قابـل    أله سطح اول اضافه میمحدودیت برشی جدید به مس

ذکر است کـه بـا ادامـه ایـن فرآینـد مقـادیر بهینـه دو سـطح در         
 کنند: نامساوي زیر صدق می

)41( 𝑧1𝐿 ≤ ⋯ ≤ 𝑧𝑘𝐿 ≤ 𝑧∗ ≤ 𝑧𝑘𝑈 ≤ ⋯ ≤ 𝑧1𝑈 = +∞  

سـطح اول و   مسـائل ترتیب مقادیر بهینـه   به 𝑧𝑖𝐿 و 𝑧𝑖𝑈 که منظور از
مقـدار بهینـه مسـأله اسـت.      ∗𝑧ام بوده و منظور از  𝑖دوم در تکرار 

𝑧𝑖𝑈 دلیل برقراري نامساوي ≤ 𝑧𝑖−1𝑈  این است که در هر تکرار یـک ،
محدودیت به مسأله سطح اول اضافه شده و در نتیجه مقدار بهینـه  

𝑧𝑖𝐿 برقراري نامسـاوي  گردد. دلیل بدتر می ≥ 𝑧𝑖−1𝐿     ایـن اسـت کـه
مطلوبیـت  جواب بهینه اخذ شده در هـر مرحلـه از سـطح اول بـه     

ري ت ـ دشمن عملکـرد آزادانـه   در نتیجه و جواب بهینه قبلی نیست
بـه   𝑧𝑖𝐿و 𝑧𝑖𝑈 نســبت به مراحل قبلی دارد. توجه کنید که مقــادیر 

آیند.  ترتیب کران بالا و پایینی براي تابع هدف مسأله به حساب می
ها براي تعیین شرط توقف مسأله استفاده کـرد.   توان از آن پس می

توقف الگوریتم مورد نظر بدین شرح است کـه بـه ازاي یـک     شرط
𝜖عــدد  > داده شــده مراحــل را تــا زمــانی کــه نامســاوي       0

𝑧𝑖𝑈 − 𝑧𝑖𝐿 < 𝜖 اکنون اجـازه دهیـد بـه     دهیم. برقرار شود، ادامه می
 هاي الگوریتم بپردازیم. طور دقیق به شرح گام

 .جهت حل مسأله برش کمینه پویا .1 الگوریتم

: یک نمونه از مسأله ممانعت از برش کمینه پویا به همراه عدد کوچک ورودي
 .𝜖و مثبت 

 : یک جواب بهینه از مسألهخروجی

,∗′′𝑥′∗,𝑥)مثلا جواب (گام اولیه: یک جواب اولیه  𝑧𝑈) = (0,0, را در  )(∞+
 نظر بگیرد.  

زیــر را تــا زمــانی ادامــه دهیــد کــه نامســاوي  3تــا  1گــام تکــراري: مراحــل 
𝑧𝑈 − 𝑧𝐿 ≤ 𝜖  .برقرار شود 

کننــده، زیــر مســأله را بــه ازاي جــواب  بــا اســتفاده از یــک حــل .1
(𝑥′∗,𝑥′′∗, 𝑧𝑈)     ــه آن ــواب بهین ــد ج ــرض کنی ــد. ف ــل کنی ح

(𝑦′∗,𝑦′′∗,𝜃∗,𝜋∗, 𝑧𝐿) .است 

(حاصل از گام قبـل)، محـدودیت    با کمک جواب بهینه زیر مسأله .2
 برشی

 ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗 + 𝛽𝑖𝑗 (𝑡)− 𝛼𝑖𝑗∗ (𝑡) ≥ 𝑧(𝑖,𝑗)∈𝐶(𝑡)
𝑇
𝑡=1  

 را به مسأله بیافزایید. 

,∗′′𝑥′∗,𝑥)جواب بهینه  .3 𝑧𝑈) .از مسأله اصلی را به دست آورید 
 

 مثال کاربردي -8

تـرین نیروهـاي گـارد ریاسـت      عراق به کمک زبـده  1990 در سال
جمهوري خود شامل لشکرهاي پیاده، مکانیزه و موتوریزه به همراه 
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پادشاهی کویـت را آغـاز   نیروهاي ویژه ارتش هجوم به خاك کشور 
روز طول کشید و عـراق پایتخـت و کـل     این جنگ فقط چند کرد.

کشور کویت را به اشغال خود درآورد. نیروهاي عراقی براي ورود به 
ها و دوپایگاه هـوایی کویـت از    فرودگاه این کشور، تصرف پایتخت،

استفاده کردند. اکنـون پرسـش اینجاسـت بـا     ) 2( مسیرهاي شکل
بـراي   جـایی نیروهـا  شخص بودن تقریبی مسـیرهاي جاب توجه به م

کویت براي قطع ایـن   راهبردکویت و زمان محدود بهترین  به ورود
مسیرها یا به حداقل رسـاندن جابجـایی نیروهـا چـه بـوده اسـت؟        

توانستند بعضی مسیرها را بـا حمـلات هـوایی،     نیروهاي کویتی می
ین ببرنـد و بعضـی   ها از ب موشکی یا توپخانه و همچنین تخریب پل

مسیرهاي دیگر را با  استقرار نیرو و پدافند بـراي دشـمن نـا امـن     
ممکن مـانع از رسـیدن نیروهـاي عراقـی بـه نقـاط        حدکنند و تا 

ل از شروع از طرفی نیروهاي عراقی نیز قب د.حساس کشورشان شون
د را  با اتخاذ تـدابیر  مسیرهاي نیروهاي خو امنیت بایست حمله می

دو نیروي متخاصم در اینجا  اي و هوایی بالا ببرند. خانهو پوشش توپ
دوهدف کـاملا متضـاد دارنـد نیروهـاي عراقـی افـزایش امنیـت و        
استحکامات مسیرهاي حمله و نیروهاي کویتی ناامن کردن مسیر و 

دیده له از دید نیروهاي عراقی مسأ ،در این مثال .ها از بین بردن آن
تـر   رساندن هرچـه بیشـتر و امـن    عراق براي راهبردو بهترین  شده

ناامن کـردن مسـیرها    براي ها نیروهایش با توجه به عملیات کویتی
 . شود بیان می

صورت یک شـبکه نمـایش     مسیرهاي حمله را به) 3( در شکل
هاي تصـادفی بـراي    علت نبود اطلاعات دقیق از داده ایم، اما به داده
ــاي داده ــرده  ه ــتفاده ک ــیرها  اس ــن   مس ــه ای ــم. هم ــا  دادهای  در ه

ــدول  ــه     )1(ج ــادیر بودج ــأله مق ــین در مس ــت. همچن ــده اس  آم
𝑅ترتیــب برابــر  بــراي نیروهــاي خــودي و دشــمن بــه =  و 3500

𝑅′ = دلیـل ایـن کـه بودجـه     در نظر گرفته شـده اسـت.    10000
ایم، این است که در شـرایط واقعـی    دشمن را بیشتر در نظر گرفته

تـوان یـک    دار بودجه دقیق دشمن در دست نیست و فقـط مـی  مق
برآورد و تخمین از آن را ارایه کرد. پس با اختیار یک مقدار بـزرگ  

 تر عمل کرد.  توان محتاطانه براي آن می

 
  ].26[ نقشه مسیرهاي زمینی بین دو کشور عراق و کویت .2شکل 

 2,7,15نسـخه   ۱نویسی پـایتون  براي حل مسأله از زبان برنامه
نویسـی دو   خصـوص در ایـن زبـان برنامـه     بـه  شـده اسـت.  استفاده 

. اولـین کتابخانـه   انـد  رفتهکار  به ۳و گروبی ۲کتابخانه نتورك ایکس
سازي نقشه بر گراف و تعریـف مسـأله بـر گـراف مـورد       براي پیاده

کننـده بسـیار    استفاده قرار گرفته است و دومین کتابخانه یک حل
اصـلی و  مسـائل  سازي است که براي حـل   بهینه لئقوي براي مسا

گرفتـه اسـت.    مورد استفاده قرار )1(حاصل از الگوریتم  مسائلزیر 
سازي عـدد صـحیح آمیختـه     بهینهمسائل کننده براي حل  این حل

 کند. معمولا از روش صفحه و برش استفاده می

 
 .شبکه حاصل از مسیرهاي زمینی بین عراق و کویت .3شکل 

محدودیت  872 متغیر و 697 مثال مسأله اصلی شاملدر این 
گـردد. از   محدودیت بـه مسـأله اضـافه مـی     بوده و در هر تکرار یک

محـدودیت   2039متغیـر و   1496طرف دیگر، زیـر مسـأله شـامل    
شده در زبان پایتون را بر یـک لـپ    سازي پیاده )1(الگوریتم  است. 

 حافظـه تصـادفی   ،MB 8 با مقدار کش اي هسته 7تاپ با پردازنده 
GB 8 اجرا کردیم و روند حل الگوریتم  10سیستم عامل ویندوز  و

طول انجامید. الگوریتم پـس از سـه تکـرار بـه      به s 75/0 در حدود
ــادیر    ــه مق ــید ک ــان رس 𝑧𝐿 پای , 𝑧𝑈     ــرح ــه ش ــا ب ــن تکراره  در ای

 است. ) 1( جدول
𝑧𝑈تکرار اول:  • = +∞, 𝑧𝐿 = −∞ 

𝑧𝑈تکرار دوم:  • = 706, 𝑧𝐿 = 634 

𝑧𝑈تکرار سوم:  • = 670, 𝑧𝐿 = 670 

 
1 Python 
2 Networkx 
3 Gurobi 
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 کنیـد در تکـرار سـوم مقـدار تـابع       طور که ملاحظه مـی  همین
تـوان   اند. پس می هدف مسأله اصلی و زیر مسأله کاملا یکسان شده

 بــراي اجــراي الگــوریتم بــراي ایــن مســأله از هــر مقــدار کوچــک 
𝜖  .استفاده کرد 

 .مسأله هاي داده .1 جدول
𝐦′𝐢𝐣 𝐦𝐢𝐣 𝒓𝒊𝒋′  𝒓𝐢𝐣 𝒄𝐢𝐣𝐮 𝒄𝐢𝐣 (𝒊, 𝒋) 

9 1 12 11 118 108 )1،0( 

9 1 11 13 54 41 )2،0( 

6 11 7 12 29 19 )2،1( 

12 6 10 12 171 166 )3،1( 

2 7 9 8 117 111 )1،2( 

11 2 13 4 136 126 )4،2( 

8 10 2 12 106 93 )5،2( 

4 2 4 11 59 51 )4،3( 

10 4 4 1 113 110 )6،3( 

11 2 13 4 132 129 )2،4( 

12 5 8 11 139 138 )3،4( 

11 7 8 10 143 133 )5،4( 

3 1 3 12 147 139 )6،4( 

10 3 10 6 28 16 )4،5( 

6 4 4 10 141 134 )6،5( 

5 6 3 9 171 158 )7،5( 

3 9 2 3 71 59 )9،6( 

9 1 1 4 52 40 )4،6( 

10 10 3 2 40 28 )5،6( 

13 2 10 1 82 71 )7،6( 

2 3 4 8 143 132 )8،7( 

13 13 4 12 69 68 )6،7( 

12 11 8 13 97 88 )9،8( 

5 4 9 12 141 131 )10،8( 

8 6 13 10 174 165 )8،9( 

8 12 10 2 34 24 )10،9( 

3 6 6 12 83 80 )11،10( 

2 11 11 7 115 111 )10،12( 

8 2 8 12 63 57 )12،11( 

 جواب بهینـه حاصـل از حـل مسـأله را بـا جزییـات کامـل در        
جدول تغییرات هزینه هـر یـال را    این ایم. ) گزارش کرده2جدول (

) بـا  2/0عنـوان مثـال یـال (    دهد. به در هر لحظه از زمان نشان می
روبه رو شده اسـت و پـس از    5تغییر هزینه نزولی از لحظه صفر تا 

اند. این بدان معناست که در ابتدا تا زمان  آن تغییرات صعودي شده
𝑡 = و در  مسـیر زده  فقط نیروهاي دشمن دست به تخریب این 6

𝑡سـپس از لحظـه    انـد.  نتیجه هزینه تخریـب را کـاهش داده   = 6 
نیروهاي مدافع در پشتیبانی بر این مسیر، هزینه تخریب را افزایش 

انـد.   ها بدون تغییر باقی مانـده  اند. توجه کنید که برخی از یال داده
اي واقع نشـده   ها بر هیچ برش کمینه این بدان معناست که آن یال

 ورد توجــــه نیروهــــاي مــــدافع و مهــــاجمو در نتیجــــه مــــ
 اند.  قرار نگرفته 

 .)1،0( جواب بهینه .2 جدول

 
0 1 2 3 4 5 6 7 

)1،0( 100 92 84 76 68 60 52 44 
)2،0( 33 25 17 9 1 0 3 4 
)2،1( 19 19 19 19 19 19 13 18 

)3،1( 166 154 142 130 130 130 130 136 

)1،2( 111 111 111 111 111 111 111 116 

)4،2( 126 126 126 126 126 126 126 128 

)5،2( 93 93 93 93 93 93 93 103 

)4،3( 51 51 51 51 51 51 51 53 

)6،3( 110 110 110 110 110 110 110 104 

)2،4( 129 129 129 129 129 129 129 131 

)3،4( 138 138 138 138 138 138 138 131 

)5،4( 133 133 133 133 133 133 133 140 

)6،4( 139 139 139 139 139 139 139 140 

)4،5( 16 16 16 16 16 16 16 19 

)6،5( 134 134 134 134 134 134 134 138 

)7،5( 158 158 158 158 158 158 158 164 

)9،6( 59 59 59 59 59 59 59 68 

)4،6( 40 40 40 40 40 40 40 41 

)5،6( 28 28 28 28 28 28 28 38 

)7،6( 71 71 71 71 71 71 71 73 

)8،7( 132 132 132 132 132 132 132 135 

)6،7( 68 68 68 68 68 68 68 68 

)9،8( 88 88 88 88 88 88 88 87 

)10،8( 131 131 131 131 131 131 131 135 

)8،9( 165 165 165 165 165 165 165 171 

)10،9( 24 24 24 24 24 24 24 28 

)11،10( 80 80 80 80 80 80 80 83 

)10،12( 111 111 111 111 109 107 105 114 

)12،11( 57 57 57 57 57 57 57 59 

 گیري نتیجه -9

 شـوند کـه بـا    مـی ها معمولا با حملات موشکی و هوایی آغاز  جنگ
 هدف نابودسازي مراکز حساس نظامی یا اقتصادي و قطع خطـوط 

 معمـولا لشـکرهاي  ارتباطی و تدارکاتی است. پس از ایـن مرحلـه   
 کنند. پیاده و زرهی وارد میدان جنگ شده و شروع به پیشروي می

 حفاظت از خطوط ارتباطی و تامین امنیت ایـن مسـیرها در برابـر   
 حملات دشمن تأثیر مهمی در نتایج نهایی جنـگ خواهـد داشـت.    

 هـا بـه   در این مقاله  مسأله حفظ خطوط ارتبـاطی و بازسـازي آن  
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شـده   بنـدي  فرمـول طحی وابسته به زمـان  صورت یک مسأله دوس
اي بـراي تخریـب    آن نیروهاي دشمن امکانات و بودجه است که در

همچنین نیروهـاي خـودي امکانـاتی بـراي بازسـازي و       مسیرها و
بهتـرین   یـافتن  مسـأله مسیرها دارند. هدف از ایـن   افزایش امنیت

طـوري   خودي با توجه به حملات دشمن است به عملکرد نیروهاي
ــا حــد ممکــن کــه ــراي حــل   ت  خطــوط ارتبــاطی حفــظ شــود. ب
اسـتفاده شـده اسـت و یـک      بنـدرز  از رویکـرد تجزیـه   مسألهاین 

اسـت. در نهایـت بـراي ارزیـابی      الگوریتم در این راستا ارایه شـده 
ــال   ــک مث ــل ی ــارایی روش ح ــه    ک ــت ک ــده اس ــه ش ــی ارای  واقع

 ـ  البته به علت نبود اطلاعـات دقیـق    صـورت تصـادفی   هپارامترهـا ب
اند. به عنوان تحقیقات آتـی در ایـن زمینـه پیشـنهاد      انتخاب شده

شود که این مسأله براي محافظت از مراکـز حسـاس گسـترش     می
 مسـائل دیگـر موجـود در حـل     هـاي  یابد. همچنـین کـارایی روش  

این مسأله  نیز بررسی شود. مسألهریزي دو سطحی براي این  برنامه
و منجـر بـه ارایـه     ودش ـ ديبن ـ فرمـول توانـد   از دید مهاجم نیز می

توان از این رویکـرد   علاوه بر این می بهترین راهبرد تهاجمی گردد.
هاي پدافندي در جهت حفاظـت از مسـیرهاي    براي طراحی سامانه
 حیاتی استفاده کرد. 
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