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  چکیده
صورت  هب قدرت امواجحسب متغیرهاي بقایی، بردارهاي ویژه، مقادیر ویژه و شرطی بر به ماتریس ژاکوبین پیشابتدا با توجه  در این پژوهش

مبنا  در یک الگوریتم چگالی شرطی ي پیشها  این روش منظور بدین. گردد میاستخراج ریکسون مرکل و ا-ترکل، چويیکپارچه براي سه روش 
هاي  این روش نرخ همگراییدقت و  .شود داده میتوسعه  لریبراي معادلات او سازمان و یک شبکه بی "رو"دستی بالا با روشدو بعدي 

در شرایط  برآمدگیبا  و جریان داخل کانال 30P-30Nفویل سه المانه ایر ، NACA0012ی حول ایرفویل هاي خارج براي جریانشرطی  پیش
براي جریان را نرخ همگرایی  تنها نه شرطی هاي پیش دهد که استفاده از روش گیرد. این پژوهش نشان می بررسی قرار میمورد مختلف جریان 

دهد.  می بهبودطور چشمگیر  نسبت به روش کلاسیک بهرا نیز ذیر ناپ براي جریان تراکم دقت حل بلکه ;دهند افزایش می قابل و غیر قابل تراکم
دهند. اما از نظر نرخ  هاي تقریبا یکسانی را ارائه می دهد که هر سه روش از نظر دقت، جواب شرطی نشان می هاي پیش همچنین مقایسه روش

 .دهد شرطی ترکل نرخ همگرایی بهتري را ارایه می ، روش پیشهمگرایی

 "رو"ناپذیر، روش بالادستی  شرطی، متغیرهاي بقایی، تراکم پیش دي:هاي کلیواژه
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ABSTRACT  
In this study, by considering jacobian matrix based on conservative variables, eigenvalues, eigenvectors, and wave 
strength for three types of preconditioners which are introduced by Turkel, Choi&Merkel and Eriksson are drawn in 
a unified mathematical manner. For this aim, these preconditioning methods are implemented in two-dimensional 
density-base “Roe” upwind scheme on unstructured meshes for Euler equations. Accuracy and rate of convergence 
are examined by external computing flow over NACA0012 airfoil, three-element 30P-30N airfoil, and internal flow 
over a bump for different flow conditions. This study shows that the application of preconditioning schemes not 
only increases the rate of convergence for compressible and incompressible flows dramatically; but also improves 
accuracy for incompressible flow in comparison with the classical method. This study also indicates that all 
preconditioning schemes provide approximately the same accuracy, but in terms of convergence rate, the Turkel 
preconditioning scheme provides a better rate of convergence among all the aforementioned preconditioned 
matrixes. 
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 فهرست علائم و اختصارات

A  ماتریس ژاکوبین 
AOA   degزاویه حمله، 

C سرعت صوت،  m
s  

PC گرماي ویژه در فشار ثابت،  J
kg.K  

CFL کورانتعدد    
E انرژي کل،   J  

0H آنتالپی کل،   J
kg  

M ماتریس بردارهاي ویژه 
1R+

 موج مشخصه خروجی 
1R−

 موج مشخصه ورودي 
T  ،دماK 

u ستايمولفه سرعت در را x  ، m
s

 

v مولفه سرعت در راستايy  ، m
s

 

 علائم یونانی
α شرطی ترکل پارامتر آزاد ماتریس پیش   
β شرطی پارامتر پیش   
Γ  

شرطی ماتریس پیش  
γ  نسبت ظرفیت گرمایی ویژه 
λ  

 مقادیر ویژه
ρ  kg/m3 چگالی، 

Δt  sگام زمانی،  

 زیرنویس
C  بقاییمتغیرهاي  

CM مرکل-چوي  
p  اولیهمتغیرهاي  
T  ترکل 
E  

 اریکسون
 الانویسب

  میانگین رو 

 مقدمه -1

طـور گسـترده در صـنعت،     هتی ب ـدینامیک سیالات محاسـبا 
پروسـه  طراحـی و    مراکز تحقیقـاتی و دانشـگاهی در زمینـه   

هـاي محاسـباتی بـا توجـه بـه       رود. روش کـار مـی   هتحلیل ب ـ
دهی در دامنه وسیع از شرایط جریان، شـامل   ضرورت جواب

پـذیر بـا سـرعت     هاي تـراکم  ناپذیر و جریان اي تراکمه جریان
هــاي  د. جریــاننشــو بــالا، همــواره بــه چــالش کشــیده مــی

مـورد   1مبنـا   هاي فشـار  بار توسط الگوریتم ناپذیر اولین تراکم
در  2هـاي چگـالی مبنـا    همزمان الگـوریتم  گرفت.  توجه قرار

هاي آیرودینامیکی گذرصوتی و مـافوق صـوت،    زمینه جریان
هایی با عدد مـاخ   طور کلی براي جریان بهعه داده شدند. توس

، علـت تغییـرات محلـی خیلـی کـم چگـالی       بـه  3/0کمتر از 
هـاي   شود. یکی از روش ناپذیر در نظر گرفته می جریان تراکم

پـذیر، اسـتفاده    هاي تراکم راي حل مسائل با جریانمحبوب ب
ایـن   از دلایل محبوبیـت  باشد. می  3مارچینگاز پروسه تایم 

هـاي گـذر    روش، پایداري و نرخ همگرایی مناسب در جریان
ایـن روش   همچنـین  اسـت.  ذکر شـده  صوت  صوتی و مافوق

زیکی زمـان  از مشتق فیبراي حل سیستم معادلات هذلولوي 
ناپـذیر، اخـتلاف    هـاي تـراکم   اما در جریـان  کند. استفاده می

با کاهش  4جایی و سرعت امواج اکوستیک سرعت امواج جابه
سیستم معـادلات  یابد که در این حالت  عدد ماخ، افزایش می

میشـود و سـرعت نـرخ همگرایـی      5به اصطلاح دچار سختی
ناپـذیر،   هـاي تـراکم   نظر ریاضیات، در جریاناز  آید. پایین می

باشـد،   سیستم معادلات هذلولوي نمـی ماهیت که  علت این به
مناسب نیست. از طرفـی ممکـن اسـت     روش تایم مارچینگ

در پـذیر باشـد   نا جریـان تـراکم   ن،زمان قسـمتی از جریـا   هم
پـذیر و حتـی    شدت تـراکم  قسمتی دیگر از جریان به حالیکه

تـوان بـه    به طور مثال می تشکیل شده باشد. 6اي ج ضربهاموا
جریان خـارجی آیرودینـامیکی بـا زاویـه حملـه زیـاد حـول        

توربین و پمپ کـه داراي نـواحی    7تکه، کسکید ایرفویل چند
هـاي    ون زیادي هستند اشاره کرد. همچنـین در جریـان  سک

هایی با میزان همگرایـی زیـاد اشـاره     توان به نازل داخلی می
ها در قسمت ورودي ناحیه مادون صوت و  نمود. در این نازل

با عدد ماخ خیلی کمی وجود دارد، در حالی که ممکن است 
اقی در مسائل احتر در خروجی نازل جریان تراکم پذیر باشد.

با سرعت پایین نیز به علت انتقال حرارت سطحی و حجمـی  
پـذیر باشـد. در نهایـت     ممکن اسـت ماهیـت جریـان تـراکم    

ــی  ــرجیح م ــان ت ــک  مهندس ــد از ی ــه و دهن ــر یکپارچ  حلگ

 
1  Pressure-base 
2  Density-base 
3 Time marching 
4   Acoustic  
5   Stiffness 
6 Shock waves 
7 Cascade 
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کـه در طیـف وسـیع از شـرایط جریـان کـار        1سـرعت   تمام
مذکور بـراي   مواردبراي رفع  اده کنند. بنابراینکند استف می

معرفـی   3شـرطی  هـاي پـیش   تراکم پـذیر، روش  2هاي اسکیم
شرطی با تغییر مقادیر ویژه سیستم  هاي پیش روش شوند. می

آکوستیک و سرعت سیال هاي  ترممعادلات، اختلاف سرعت 
ترین مقدار ویـژه بـه    (نسبت بزرگ را کم کرده و عدد شرطی

کنـد. ایـن    مقدار ویژه) را به عدد یـک نزدیـک مـی    نتری کم
ه کمـک ضـرب یـک مـاتریس در جمـلات      کاهش اختلاف ب

بـدین ترتیـب نـرخ     شـود.  زمانی سیستم معادلات انجام مـی 
 شود. همگرایی مستقل از عدد ماخ می

 پیشینه پژوهش -1-1

بـه   1967از نخستین محققانی بود که در سـال   ]1[ن کوری
هاي  بررسی سختی معادلات حاکم و نرخ همگرایی در جریان

ــوم     ــتفاده از مفه ــا اس ــت. او ب ــایین پرداخ ــاخ پ ــدد م ــا ع ب
ــراکم ــنو  ت ــذیري مص ــردن آن  یعپ ــافه ک ــه   و اض ــه معادل ب

سیسـتم  نی فشار بـود،  ، که شامل جمله مشتق زماپیوستگی
ــرخ  معــادلات متقــارن و هــذلول ــداري عــددي و ن ــا پای وي ب

 دسـت  بهرا اي از اعداد ماخ  همگرایی بالا براي طیف گسترده
پـذیري کـورین را بـه     مفهوم تراکم ]2[ آورد. در ادامه ترکل

شـرطی خـود را    و مـاتریس پـیش  توسعه  4معادلات مومنتوم
ارائه داد. سیستم معادلات ماهیت هذلولوي پیدا کرد و دقت 

 1993در سـال   ]3[ي حفظ گردید. چوي و مرکل دحل عد
 با فرض معادله حالت اضافی بـراي جریـان لـزج و اریکسـون    

که نرخ تغییرات فشار با یـک   با فرض این 1996در سال  ]4[
هـاي خـود را معرفـی     پارامتر کاهنده کاهش یابـد، مـاتریس  

شـرطی خـود را    مـاتریس پـیش    ]5[ کردند. ویس و اسمیت
براي جریان لزج با چگالی با چگـالی ثابـت و متغیـر معرفـی     

شرطی بهینه بـراي   روش پیش ]6[لیر و همکاران  کردند. ون
دامنه وسیع از اعداد مـاخ معرفـی کردنـد. آنهـا از سـه نـوع       

هاي زمانی مختلـف، شـامل گـام زمـانی      برحسب گام اسکیم
براي بررسی اثر آنها بر نـرخ    7اي و مشخصه  6، کلی  5محلی

 
1 All-Speed 
2 Schemes 
3 Preconditioning 
4 Momentum 
5 Local 
6 Global 

گیـري   با بهره ]7[ هجرانفر و پارسههمگرایی استفاده کردند. 
عملکـرد  ررسـی  کورین، به بی عپذیري مصنو از مفهوم تراکم
هـاي   تـراکم برحسـب متغیـر    شرطی غیر قابـل  معادلات پیش

در  اولیه ناویر اسـتوکس در طیـف وسـیع از اعـداد رینولـدز     
شـرطی   هـاي پـیش   روشالخط پرداختنـد.   مختصات منحنی

 چه برحسب مقادیر موضعی سیال در هر نقطه طراحی چنان
چـه مـاتریس    شرطی موضعی  و چنان آن روش پیش  شود به

آزاد طراحی شود، به آن   شرطی بر مبناي مقادیر جریان پیش
شـرطی   هـا پـیش   شـرطی کلـی گوینـد. مـاتریس     روش پیش

شـرطی موضـعی    هـاي پـیش   معرفی شده تـاکنون، مـاتریس  
تـوان بـه تحقیقـات     هـاي کلـی مـی    بودند. در زمینه ماتریس

از  ترتیـب  بهاشاره کرد. آنها  ]11 ،10[با نرو او ]9 ،8[ یلدریم
آزاد و ماخ جریان آزاد براي طراحی مـاتریس    آنتالپی جریان

رغـم پایـداري و نـرخ     شرطی خود استفاده کردند. علـی  پیش
ــاتریس   ــایین، م ــاخ پ ــداد م ــب در اع ــی مناس ــاي  همگرای ه

ا کاهش دقت در ایـن اعـداد مـاخ مواجـه     شرطی کلی ب پیش
شرطی موضعی در اعداد مـاخ   هاي پیش شوند. اما ماتریس می

ویـژه در   بـه  و افزایش اغتشاشـات  پایین با مشکلات پایداري
مطالعـاتی نیـز در   کنون تـا  شـوند.  نواحی سکون مواجـه مـی  

زمینه رشد اغتششات در نزدیکی نقاط سـکون انجـام شـده    
ــت  ــا  ]12[اس ــل و واتس ــه در    ]13[. ترک ــد ک ــان دادن نش
ویـژه در نزدیکـی نقـاط     مـاخ پـایین، بـه    هاي با اعداد جریان
اغتشاشـات   ،اي ویـژه هعلت غیر متعامد شدن بردار به سکون

در  شـود.  افزایش یافته و نرخ همگرایی با سختی مواجـه مـی  
بـه توسـعه    ]18-14[مکـاران  اي دیگر سانگ لی و ه مطالعه

یابی  سرعت پرداختند. آنها با اعمال روش میان الگوریتم تمام
ــوم ــداري روش]19[ 8مومنت ــیش  ، مشــکلات پای شــرطی  پ

ــد و در   موضــعی و محــدودیت گــام زمــانی را برطــرف کردن
 هاي غیر لزج و آشفته ارزیابی کردنـد.  شرایط مختلف جریان

در زمینه افزایش نرخ همگرایی نیز پژوهش هایی انجام شده 
 2020در سـال   ]22-20[مایا و همکاران  طور مثال است. به

کننده معرفی شـده توسـط دارموفـال     گیري از محدود با بهره
شرطی ترکل برحسـب متغیرهـاي    براي ماتریس پیش ]23[

(غیر بقائی) به بررسی عملکرد این ماتریس در جریـان   اولیه

                                                                         
7 Characteristic 
8 MIM 
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ه با اسـتفاده  پایاي لزج و آشفته پرداختند. آنها نشان دادند ک
کننده، پایداري و نرخ همگرایـی حـل افـزایش     از این محدود

بـا   ]24[اي دیگر اکبـرزاده و همکـاران    طالعهیا در م یابد. می
  بـا روش  همـراه سازي باقیمانده جدید ارایه یک روش هموار

هاي پایـا و   شرطی، توانستند نرخ همگرایی را در جریان پیش
برخـی از محققـین    طـور چشـمگیر افـزایش دهنـد.     ناپایا به

تـري مـورد    شـرطی را در محـدوده گسـترده    هاي پیش روش
بـه   ]25[ش طور مثـال باهـات و مـاه    اند. به بررسی قرار داده

شـرطی بـر سـختی معـادلات، نـرخ       بررسی اثـر روش پـیش  
همگرایی و دقت حل در یـک جریـان دوفـازي کاویتاسـیون     

ــد.   ــیلندر پرداختن ــول س ــر در  ح ــات پیشــین،  اکث مطالع
هاي اولیه مورد بررسی  شرطی طبق متغیر  هاي پیش ماتریس

قرار گرفتند و مطالعات کمتري از سوي محقیقین در زمینـه  
شرطی برحسب متغیرهـاي   هاي پیش ماتریسسازي  یکپارچه

بـه بررسـی رفتـار     ]26[ گـیلارد  اولیه انجـام گرفتـه اسـت.   
هاي بالادستی در اعداد ماخ پایین پرداخـت. او نشـان    اسکیم

پذیر، به علت  هاي عددي تراکم هاي پایین، اسکیم داد در ماخ
مقیاس نادرست فشار از مرتبه اول عدد ماخ دچار حـل غیـر   

شوند. بـراي حـل ایـن مشـکل او بـا اسـتفاده از        فیزیکی می
ی بر حسـب  عتلاف مصنوشرطی و اصلاح ترم ا ماتریس پیش

هاي بقایی توانست مشکل را برطـرف کنـد. همچنـین    تغیرم
ــایی   ]27[ جوارشــکیان ــرم بق ــه اســتفاده از ف نشــان داد ک

ایی همچـون  ه هایی که شامل ناپیوستگی معادلات، در جریان
هـاي   تغییرات متغیـر  که علت این وجود دارد، به اي ضربه موج

اي صفر و یا بسیار کوچک  ضربه جریان در محل تشکیل موج
 یابد.   اي افزایش می است، کیفیت تسخیر موج ضربه

کـه در   نکات نـوآوري  ترین مهمبنابراین در این پژوهش 
به آن پرداخته نشده یا کمتر مـورد توجـه    ینتحقیقات پیش

 ود :صورت ذیل عنوان نمهرا می توان ب بوده است

يِ بیـان معـادلات سـه مـاتریس      سازيِ نحـوه   یکپارچه  )الف
برحسـب  اریکسـون)   مرکـل، -چـوي  پـیش شـرطیِ (ترکـل،   

در سیستم معادلات  افزار متلب به کمک نرم بقاییمتغیرهاي 
آمده براي  دست بهدوبعديِ غیرلزج و حفظ این فرمت بقایی 

هاي  جریان ب)  بهبود عملکرد حلگر رو در تراکم پذیر جریان
هـاي   با سرعت بسیار پـایین بـه کمـک مـاتریس     ناپذیر تراکم

ش شـرطیِ  پـی بررسی دقیق سـه مـاتریس   )  ج شرطی پیش
هـاي متنـوعِ    اریکسـون) در آزمـایش   مرکـل، -چـوي  رکل،(ت

ي هاي داخلی و خارجی. در این واکـاو  تدوین شده در جریان
مذکور به لحاظ میزان بهبود در دقـت  عملکرد ماتریس هاي 

ی  در قیاس با روش کلاسـیک (روش  و سرعت همگراینتایج 
معرفـی   ) د مورد توجه قرار گرفته است. شرطی) بدون پیش

تـرین عملکـرد بـا     هینـه با بهتـرین و ب  یماتریسِ پیش شرط
توجه به قسمت قبل نیز از عمده نکات کمتر دیـده شـده در   

یج پژوهش هاي پیشین است که این امر با واکاوي دقیق نتـا 
لازم بـه ذکـر    .هاي انجام شده حاصل شده اسـت  در آزمایش

قسمت مکانی معادلات طبـق روش   است که در این پژوهش
و قسـمت زمـانی معـادلات     " 1رو"حجم محدود بالادسـتی  

 شود. گسسته سازي می  2طبق روش رانگ کوتا

 معادلات -2

کـه  دو بعـدي  بقایی معادلات حاکم بر جریان غیرلـزج   شکل
 شود. زیر نوشته می صورت بهد معادلات اویلر نام دار

CQکه در آن


Eبردار حل بقایی، 


Fو 


بردارهاي شار غیرلزج  
 .شوند صورت زیر تعریف میاست که به

 
)2(  

( ) ( )

2

C 2

ρu ρvρ
ρuvρu ρu P

Q ,    E= ,     F=
ρv ρuv ρv P
E ρE P u ρE P v

    
     +    =      +
    

+ +        

  

  

ــه ( ــالی، ρ)2در رابطـ ــتاتیک،  Pچگـ ــار اسـ )فشـ )u, v 
 انرژي کل است. Eهاي کارتزین و سرعت

 شرطی هاي پیش معرفی ماتریس -2-1

در حل پایاي معادلات اویلر به روش تایم مارچینگ، عبارات 
زمانی در نهایت به سمت صفر میل کـرده و بنـابراین تغییـر    

هـاي زمـانی هـیچ تغییـر در نتـایج حـل پایـا ایجـاد          عبارت
 

1 Roe 
2 Runge-Kutta 

)1( CQ E F 0
t x y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂


 
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 دسـت  بهشرطی طبق رابطه زیر  کند. معادلات اویلر پیش نمی
 :آید می

)3( 
 

1 CQ E FΓ 0
t x y

− ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂


 

  

)4( C C C

C C

Q Q QE FΓ Γ 0
t x xQ Q

∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂∂ ∂

  
 

    

)5( C C C
Γ Γ

Q Q Q
A A 0

t x x
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

  

 

و  شـرطی   مـاتریس پـیش   ترتیب به ΓAو Γمعادلات بالا در
 است. شرطی ین پیشماتریس ژاکوب

 شرطی ترکل ماتریس پیش -2-1-1

تبدیل فرم بقایی معادلات اویلر به فـرم غیـر    براي ]2[ترکل 
بقایی با اسـتفاده از مـاتریس انتقـال بـر مبنـاي متغیرهـاي       

ــه ]اولیـ ]TpQ ρ,u, v,S=


ــوم     ــرد. او از مفهـ ــتفاده کـ اسـ
ی استفاده کرده بود و ایـن تـرم مشـتق    عپذیري مصنو تراکم

داده زمانی فشار را به معادلات پیوستگی و مومنتوم توسـعه  
هاي اولیه بـه   شرطی ترکل برحسب متغیر بود. ماتریس پیش

 فرم زیر است.

 

 

)6(  

 

( )

2

2

2
T p

2

C 0 0 δ
β
αu 1 0 0

Γ Q ρβ
αv 0 1 0
ρβ

0 0 0 1

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 



  

دو  δوαی،عپذیري مصنو پارامتر تراکم βدر ماتریس ترکل،
به علت اینکه در بردار ویـژه و   δپارامتر آزاد هستند. پارامتر

مقادیر ویژه حضور ندارد و همچنین اثري بر نـرخ همگرایـی   
شـود. پـارامتر    ندارد، براي سادگی صفر در نظـر گرفتـه مـی   

0که دامنه تغییرات آن αآزاد α 1≤ باشـد. در طـول    مـی  ≥
αازاي کنـد و بـه   محاسبات مقدار ثابتی را دریافـت مـی   1= 

 دسـت  بـه گردد. حال براي  ترین عدد شرطی حاصل می بهینه
شرطی ترکل برحسب متغیرهاي بقـایی   وردن ماتریس پیشآ

 .شود ) استفاده می7اي رابطه ( از مشتق زنجیره

)7( ( ) ( ) pc
T c T p

p c

QQ
Γ Q Γ Q

Q Q
∂∂

=
∂ ∂

 

 

بقایی و مشتقات زنجیره اي مرتبط بـا آن    مقادیر مشتق
ترکــل شــرطی  آورده شــده اســت. مــاتریس پــیش ]28[در 

 شود. زیر تعریف می صورت بهي بقاي ابرحسب متغیره

 )8(  

T

1 ΨV 2uΨ 2vΨ 2Ψt
2uξV 1 2ξu 2ξuv 2uξtΓ

2vξV 2ξuv 1 2ξv 2vξt
ωV 2uω 2vω 1 2ωt

− − 
 
 − + −
 =
 − + − 
 − −  

 

( )( )

( )( )( )

( )( )( )

2

2 2
t

2

t 0
2

1 β γ 1
Ψ

2C
V u v

α 1 β γ 1
ξ

2C
αV 1 β H γ 1

ω
2C

− −
=

= +

+ − −
=

+ − −
=

  

 مرکل-شرطی چوي ماتریس پیش -2-1-2

شـرطی خـود را برحسـب     ماتریس پـیش  ]3[چوي و مرکل 
]اولیهمتغیرهاي  ]TpQ p,u, v,T=



زیـر تعریـف    صـورت  بـه  
 .کردند

 
 
 
 
)9( ( )

2

2

CM p

2

0
p2

1 0 0 0
βC

u ρ 0 0
βC

Γ Q
v 0 ρ 0

βC
H

1 ρu ρv ρC
βC

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 −
  



  

کل، سرعت صـوت   آنتالپی  ترتیب به pCو H0،Cکه در آن
 شرطی نیز پارامتر پیش βویژه در فشار ثابت است. يو گرما

پذیري مصنوعی است. بـراي محاسـبه    همان پارامتر تراکم یا
مرکـل برحسـب متغیرهـاي     -ماتریس پیش شـرطی چـوي  

 داریم:) 10بقایی، با توجه به رابطه (

)10( ( ) ( ) p1 1
CM c CM p

c

Q
Γ Q Γ Q

Q
− − ∂

=
∂

 

 

  شـرطی چـوي و مرکـل بـر حسـب       بنابراین مـاتریس پـیش  
 آید. می  دست به )11رابطه ( صورت بهمتغیرهاي بقایی 
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)11( 

2

CM 2

0 0 0 0

2

0

1 μ Φu Φv Φ

uμ 1 Φu Φuv Φu
Γ

vμ Φuv 1 Φv Φv
H μ uΦH vΦH ΦH 1

1 γΦ
C

μ 1 β ΦH

+ − − 
 

− − =  − − 
 − − + 
−

=

= + +

 

 شرطی اریکسون ماتریس پیش -2-1-3

شـرطی خـود ابتـدا     پـیش  اریکسون براي طراحـی مـاتریس  
ــاي     ــرم متغیرهـــ ــه فـــ ــادلات را بـــ ــتم معـــ سیســـ

]اولیه ]TpQ p,u, v,p=


او نشان داد علت اصلی  .تبدیل کرد 
هـاي پـایین نـرخ     سختی سیستم معادلات اویلـر در سـرعت  

بالاي تغییرات فشار است. او نرخ تغییرات فشار را با پـارامتر  
این اصـل کـه در هـر     شرطی کاهش داد و با استفاده از پیش

بایسـت ارضـا    سیستم معادلات جریان، شـرط آنتروپـی مـی   
دسـت آورد. در نهایـت    گردد نرخ تغییرات چگالی را نیـز بـه  

شـرطی خـود را بـر حسـب متغیرهـاي اولیـه        ماتریس پیش
 :زیر ارایه داد صورت به

 
 
 
 
)12( 

( )
2

E p

β 11 0 0
C

0 1 0 0Γ Q
0 0 1 0
0 0 0 β

− 
 
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=  
 
 
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

  

بـا   مطابق با روند ذکر شده در دو ماتریس پیشین، ایتدر نه
شرطی  اي، فرم بقایی ماتریس پیش استفاده از مشتق زنجیره

  ید.آمی دست به )13رابطه (صورت  اریکسون به

 

)13(  

E

1 ΨV 2uΨ 2vΨ 2Ψt
2uΨV 1 2Ψu 2Ψuv 2uΨtΓ

2vΨV 2Ψuv 1 2Ψv 2vΨt
ωV 2uω 2vω 1 2ωt
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 
 − + −
 =
 − + − 
 − −  

 

( )( )

( )( )( )
2

0
2

1 β γ 1
Ψ

2C
1 β H γ 1

ω
2C

− −
=

− −
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αاگر دقت شـود بـه ازاي   )، مـاتریس  8( در رابطـه  =0
 شود. )، حاصل می13کسون در رابطه (شرطی اری پیش

 شرطی معرفی پارامتر پیش -2-1-4

روش  سـه بـراي هـر    ،βشـرطی  براي محاسبه پارامتر پیش
معمولا از یـک رابطـه قطـع بـراي نـواحی کـه        شرطی، پیش

اخ به سـمت صـفر میـل کنـد، همچـون      ممکن است عدد م
ع مشکل براي رف ]29[ترکل  شود. ناحیه سکون، استفاده می

 .ه زیر را ارائه داددر نقاط سکون، رابط  1تکینگی

مقــدار قطــع  عنــوان بــهعــدد مــاخ مرجــع و  0Mکــه در آن
ــه ــی بـ ــمار مـ ــارامتر  رود و  شـ ــه پـ ــداري کـ ــداکثر مقـ حـ

β ار کنــد،شــرطی میتوانــد اختیــ پــیش بــوده و در ایــن  =1
شـــرطی بـــه روش کلاســـیک  مقـــدار عمـــلا روش پـــیش

دو پــارامتر ثابــت هســتند کــه  2Kو 1K .شــود تبــدیل مــی
ــی  ــین م ــاربر تعی ــط ک ــان   توس ــددي نش ــه ع ــد. تجرب گردن

بـه ابعـاد شـبکه در نزدیکـی نقـاط       2K دهد که مقـدار  می
ــتگی دارد  ــکون بس ــل . ]29[ س ــه   ]29[ترک ــان داد ک نش

و  4/0بــین  2Kو مقــدار 1/1و 1توانــد بــین مــی K1مقــدار
انتخاب شود. ایـن پارامترهـا وابسـته بـه شـرایط مسـئله،        1

ــق     ــن تحقی ــت. در ای ــل اس ــورد تحلی ــبکه م ــه و ش هندس
1K 2Kو =1.05 0Mو =0.7  شود. انتخاب می =0.1

 سازي معادلات گسسته -2-2

سازي معادلات اویلر دو بعـدي، از یـک شـبکه     براي گسسته
سازمان و روش حجم محـدود بـا الگـوریتم بالادسـتی رو      بی

شود. قسـمت زمـانی معـادلات نیـز طبـق روش       استفاده می
 شود. میگسسته صورت صریح هب 4رانگ کوتا مرتبه 

 سازي مکانی معادلات گسسته -2-2-1

شــرطی روي ســطح  شــکل انتگرالــی معــادلات اویلــر پــیش
 باشد. صورت رابطه زیر می به ∂Ωبا مرز Ωمعیار

)15(  ( )c c
Ω Ω

ˆQ dA Γ H Q nds 0
t

∂

∂
+ ⋅ =

∂ ∫∫ ∫∫
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Hکه در رابطه بالا


بـوري از سـطوح مـرزي اسـت و     شـار ع  
)صورت به ) ( ) ( )c c cH Q E Q i F Q j= +

  

   باشد. می 

 
1 Singularity 

)14(  2
2 2 20

2 1 4
0

1 M
β min 1,max K M ,K 1 M M

M∞

   −  = +       
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سازي قسمت مکانی معادلات، از یک شبکه  براي گسسته
 .است  هاي مثلثی استفاده شده با سلول سازمان بی

)16(  ( ) ( ) ( )( )
Nedge

i i
c j c xj j c yj

j 1

H Q E Q N E Q N
=

= +∑
  

 

معرف اضـلاع   j هاي شبکه و معرف سلولi ،)16(ر رابطه د
طبـق روش حجـم    قسـمت مکـانی رابطـه    .هر سـلول اسـت  

 گردد. ) معین می17ن رابطه (صورت بهمحدود 

)17(  ( )
3

c k k
k 1Ω

ˆΓ H Q nds Γ H d
=∂

⋅ = ⋅∑∫
 

 

kHطول هر وجه سلول و که


است  kشار عبوري از وجه 
 شود. محاسبه می )16(که طبق رابطه 

)18(  ( ) ( ) 1
k L R Γ

K
H 0.5 H Q H Q Γ A ΔQ− = + − 

   



  

LQدر رابطه بالا جملات 


RQو 


بـردار متغیرهـاي    ترتیب به 
نیـز مـاتریس    k،ΓAبقایی در سـمت چـپ و راسـت وجـه    

گـر مقـادیر    بیـان  ~ شرطی و علامت پیش ژاکوبین معادلات
جزئیـات مربـوط بـه روش کلاسـیک رو و      میانگین رو است.

ــانگین ــري ر می ــعگی ــت. ]26[ و در مرج ــده اس ــه آم  جمل
1

ΓΓ A ΔQ−
 ی روش رو است کـه  عهمان ترم اتلاف مصنو

 شود. شرطی جداگانه حساب می براي هر ماتریس پیش

 شرطی هاي پیش جمله میرایی روش -2-2-1-1

 ]26[شـرطی مطـابق مرجـع     براي محاسبه ترم اتلاف پـیش 
بـا قطـري سـازي مـاتریس ژاکـوبین       ابتـدا . شـود  عمل مـی 

شرطی پیشهاي  روش
ZΓ ZA Γ A=  و بردارهاي ، مقادیر ویژه

 آید. می دست به )19رابطه ( صورت بهاین ماتریس ویژه 

)19(  Z

1
Γ Z Z ZA M Λ M−=    

یـا  شـرطی ترکـل، اریکسـون و     پیش  گر ماتریس بیان Z  که
1و ZMمرکل،-چوي

ZM−
 بردار ویژه سمت چـپ و   ترتیب به
ماتریس قطري مقـادیر ویـژه    ZΛبردار ویژه سمت راست و

شـرطی مطـابق    ترم اتلافـی پـیش  در گام بعد باشد. حال  می
 باشد. رابطه زیر قابل محاسبه می

)20(  ( ) ( )Z

1 1 1
Z Γ Z Z Z ZΓ A ΔQ Γ M Λ M ΔQ− − −=    

زیر تعریف  صورت بهکه  ،ZΛ قطري مقادیر ویژه ماتریس
 شود. می

)21(  ( )1 4Λ diag λ , , λ=  

 
 

)22(  
 
 

( )

( )

1

2

3

4

λ U

λ U

λ 0.5 1 β α U X

λ 0.5 1 β α U X    

=

=

 = + − + 
 = + − − 









  

) )22( در رابطـــــــه ) ( )2 2 2X 1 α β U 4β C U = − + + − 
  

U = unx+vny  و

  ــی ) 22اگـــر در رابطـــه (  باشـــد. مـ
ــارامتر ــود،     بر αپ ــه ش ــر گرفت ــفر در نظ ــدار ص ــا مق ــر ب اب

اریکسـون و  شـرطی   پـیش  سیسـتم معـادلات  مقـادیر ویـژه   
ــوي ــه -چ ــل ب ــی  مرک ــت م ــد. دس ــال  آی ــرب  ح ــل ض حاص

بـردار  در  شـرطی  پـیش  هـاي  مـاتریس  هـر یـک از   معکـوس 
ــیش   ــوبین پ ــاتریس ژاک ــژه م ــرطی را  وی ــهش ــب ب در  ترتی

 :کنیم زیر تعریف می صورت به) 25) و (24(روابط 

)23(  1
z z zR Γ M−=  

  

 صورت به) 23مرکل حاصل معادله ( -که براي روش چوي
 باشد. ) می24روابط (

)24(  ( )
( )

( )
( )

( )

( )

CM CM

CM CM

1 2
2 2

0

CM CM
3 4

CM CM

CM 0 CM 0

CM α 0

CM α 0

0
0

u
ny

R ,   R  v
nx

u v VH
2

1 1
u r nx u s nx

 R ,   R  
v r ny v s ny
r U H s U H

r 0.5 1 β U X

s 0.5 1 β U X

=

=

 
  −   
  = =−  − 
 +  −− −    

   
   + +   = =
   + +
   

+ +   

 = − + 
= − −





 



 

 

   





V= vnx -uny 



   





 

 

) 23معادلـه (  حاصـل  ترکـل  شـرطی  و براي مـاتریس پـیش  
 شود. ی) تعریف م25رابطه ( صورت به
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)25(  
 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

T T

T T

T
T

1 3
T2 2

T
2

0 T
T

T
T

2 4
T

T

0

1

UVα ny1 u r nx
r Xu

R ,R   v UVα nx
v r ny

r Xu v
2 UV αH r U

r X

1

UVα ny
u s nx0

s X
ny

R ,      R UVα nxnx v s ny
s XV

H s

 
 

   + −   −   
   = =

+ +   
−+   

      + +
 − 

+ − 
+ − = =

  + +
  +
 

+

 





 





 

 

 

 



 







( )

( )

2

T T

T

T

UV αU s
s X

r 0.5 1 β α U X 2U

 s 0.5 1 β α U X 2U  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 +
 + 

  = + − + +  


 = + − − +  

 



 

 

 

ا همان یو حاصل ضرب بردار ویژه سمت راست در بردار بقا 
 ترتیب بههاي چوي مرکل و ترکل،  براي ماتریس قدرت امواج

 شوند. ) تعریف می28) و (27روابط ( صورت به

)26(  1
z zσ M ΔQ−=   

 
 

 
)27(  
 ( )

( )
( )

( )

2

2

CM CM

α 0 CM CM α 0 α 0

CM

α 0CM CM α 0 α 0

ΔPΔρ
C

ΔPΔρ V-ρΔV
C

σ ΔP r UUΔρ ρΔU
X r r X X

ΔP s U UΔρ ρΔU
Xs s X X

= = =

== =

 
 −
 
   − +     

=  −+ −
 −
 
 − + −
 + 









 

 



 

 

 

 

 

 

  
 
 
 
 
 

)28(  
 

( )( )

( )
( )

( )
( )

2

2

2 2

T T

2 2
T T

T

2 2
T T

ΔPΔρ
C

α VΔP Uρ uΔv vΔu C βρΔV

βC αU
σ ΔP X r αUρΔU

X X r Xr αU

ΔP X s αUρΔU
X X s Xs αU

 
 −
 
 − − + 
 − 
 = − + + − + + 
 

+ − 
− − 

+ −  







   

   

 

 





 





  

 

α) مقدار پارامتر28) و (25اگر در روابط ( باشد،  =0
شرطی اریکسون حاصل  براي روش پیش Eσو ERترتیب به

 گردد.می
صورت زیر  رو به شرطی هاي پیش در نهایت ترم میرایی روش

 گردد. محاسبه می

)29(   
Z Z Z Z

4
1

Z Γ K k K
k 1

Γ A ΔQ σ λ R−

=

=∑   

یژه و مقادیر هاي بردار و شایان ذکر است که تمامی ماتریس
لیک شرطی  با استفاده از ابزار سیمبو پیش هاي روشویژه 

 متلب استخراج گردید.

 گسسته سازي زمانی -2-2-2

شرطی و کلاسیک  شکل نیمه گسسته معادلات غیرپیش
 :باشد صورت زیر می اویلر به

)30(  ( )j j
j

Ω Q
R ,       j 1, 2,3,

Δt
= = 

 

شرطی به فرم زیر اصلاح  صورت پیش ا بهه و مقدار مانده
 گردد. می

)31(  
( )

3

j i j,n j,n
n k j

R Γ H Δ
=

= ⋅∑


   

دهنده شماره سلول  نشانj ، زیرنویس)31) و (30(در روابط 
)مورد محاسبه و ) n=k j معناي سلول شمارهبه n  در

معرف اندازه  ترتیب به Ωو dهاي باشد. علامت می kوجه
 Hها،  دهنده بردار مانده نشانRوجه و مساحت سلول و
براي  باشد. هاي بقایی می متغیر Qبردار شار عمود بر وجه و 

، احتیاج به ΔQمحاسبه تغییرات بردار متغیرهاي بقایی
باشد. مقدار گام زمانی براي  ، میΔtداشتن مقدار گام زمانی

 :شود ر سلول از رابطه زیر محاسبه میه

 
)32(    

( )( )
j

j 3

max kk
k 1

CFL Ω
Δt

λ d
=

×
≤

∑ 

  

شرطی  براي معادلات پیش maxλترین مقدار ویژه  بزرگ
 )22( در رابطه 3λبرابر با و اریکسون مرکل-ترکل و چوي

-گیري زمانی رابطه از روش رانگ راي انتگرالب شود. می
ه چهار استفاده اي با دقت زمانی مرتب کوتاي چهار مرحله

 .]30[شده است 
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)33(  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 n
j j

l 0 1
j j j

j

n 1 m
j j

Q Q

ΔtQ Q τ R ,       1, , 4
Α

Q Q

1τ ,         1, , 4
5

−

+

=

= − =

=

= =
−







 

 



  

 نتالپیمیرا کننده آ -2-3

پی بر اساس تحقیقات ترکل استخراج معادلات میرایی آنتال 
معادلات ناپایاي  است که آنها شکل گرفته ]30[و جیمسون 

دادند. نتایج معادلات ناپایاي پتانسیل کاهش فرم به  را اویلر
اد استفاده از میرایی آنتالپی منجر به قین نشان داین محق

افزایش عدد کورانت مجاز، پایداري حل و در نتیجه افزایش 
شود. بنابراین،  هاي مادون صوت می نرخ همگرایی در جریان
cQ بردار متغیر هاي بقایی



زیر  صورت بهدر هر گام زمانی  
هاي ازاد و  پارامتر κو  η) 36در رابطه ( گردد. اصلاح می

 در نظر گرفته شدند. 0و  15/0برابر با  ترتیب به
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 شرایط مرزي -2-4

بعدي براي سطح  سازي میدان جریان غیرلزج دو جهت شبیه
 شود.  تعریفور دوست دو نوع شرایط مرزي دجسم و 

 شرط مرزي سطح جسم -2-4-1

در جریان غیرلزج شرایط مرزي روي سطح جسم باید 
اي اعمال شود که مولفه سرعت عمود بر سطح صفر  گونه به

شود. این شرط سبب ساده شدن بردار شار در مرزهاي دیوار 
به طوري که براي تعیین شار مرزي فقط نیاز  شود به می

که  محاسبه مقدار فشار روي این اضلاع است. با فرض این

فاصله مرکز نخستین سلول تا سطح دیوار به اندازه کافی 
توان برابر فشار  کوچک است مقدار فشار روي دیوار را می

 روي سلول مجاور آن گرفت

 شرط مرزي دور دست -2-4-2

 غیرمتغیرهايها بر مبناي  اعمال شرایط مرزي مشخصه
که شرایط مرزي غیر انعکاسی هستند به عنوان  ریمان

سبب  هاي خارجی براي جریان شرایط مرزي دوردست
در این  گردد. افزایش دقت نتایج و افزایش نرخ همگرایی می

بودن  −Rو یا ورودي +Rشرط مرزي براساس خروجی
کند.  در مرزها را مشخص می امواج مشخصه، مقادیر جریان

اي ه این شرطی مرزي قابلیت اعمال در ورودي و خروجی
مافوق صوت و مادون صوت را دارد. جزئیات معرفی امواج 
  مشخصه و نحوه تعریف مقادیر فشار،چگالی و آنتروپی در

  آمده است. ]31[

 و بحث نتایج -3

کلاسـیک  کرد سیستم معادلات بررسی عملدر این بخش به 
هاي پیش شـرطی بـراي    با استفاده از ماتریسشرطی  و پیش

ایرفویـل    پـذیر حـول    دو بعدي تـراکم خارجی تحلیل جریان 
NACA0012،   30ایرفویل سه تکـهP-30N    و جریـان داخـل
در شرایط مختلف مورد بررسی و  ٪10 برآمدگییک کانال با 

 "رو"گیرنـد. الگـوریتم مـورد اسـتفاده روش      ارزیابی قرار می
سازمان بوده و جهت افزایش پایـداري   بالادستی در شبکه بی

 آنتـالپی میرایـی  از روش  و عدد کورانـت مجـاز،   حل عددي
 استفاده شده است.

 NACA0012ایرفویل  -3-1

هـاي   اولین هندسـه مـورد بررسـی بـراي مقایسـه مـاتریس      
در ابتـدا جهـت    باشـد.  مـی  0012ناکـا ایرفویـل  شرطی  پیش

در ازاي افـزایش   1بررسی استقلال از شبکه مطـابق جـدول   
ــه ش 3-هــاي شــبکه محاســباتی از ش ســلول ــاوت  4-ب تف

ایـن  شـود. در نتیجـه در    نمـی چشمگیري در نتایج حاصـل  
گـره مطـابق    5386و  المان 10242با تعداد  3-ش پژوهش
یل جریـان  براي تحل معیارمحاسباتی شبکه عنوان  به  1شکل 

توزیـع  مقایسه  .شده است انتخابغیرلزج حول این ایرفویل 
در  3و  2ترتیـب در شـکل    فشار به خطوط همضریب فشار و

در ایـن  اند.  رجه آورده شدهد 1و زوایه حمله  85/0عدد ماخ 
تحقیق هـدف اصـلی مقایسـه نتـایج از لحـاظ دقـت و نـرخ        
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بررسـی نتـایج نشـان    . باشـد  همگرایی در شرایط مختلف می
  شـرطی و روش  ماتریس پـیش  سهدهد که استفاده از هر  می

کلاسیک از نظر دقت یکسان بوده و توزیع ضریب فشار آنهـا  
تطـابق خـوبی     ]32[ هاي تجربی روي سطح ایرفویل با داده

 دارند.

ایرفویل   حولهاي مختلف  شبکهنتایج بررسی ): 1( جدول
NACA0012 درM /∞ =0 AOAو 25 °= 7  

 ضریب پسا ضریب برآ د سلولتعدا اسم شبکه
 04995/0 7229/0 3218 1-ش
 0353/0 745/0 7345 2-ش
 0329/0 773/0 10242 3-ش
 0327/0 7762/0 14970 4-ش
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 NACA0012: شبکه محاسباتی حول ایرفویل )1(شکل 
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طح ایرفویل مقایسه توزیع ضریب فشار روي س: )2(شکل 

NACA0012 در M /∞ =0 85 AOAو  °=1 

عملکرد ماتریس  4از نظر همگرایی با توجه به شکل 
بر  )EΓ( و اریکسون )CMΓ( مرکل-شرطی چوي پیش

شرطی است  پیش همچون روش غیر تغیرهاي بقاییمبناي م
) عملکرد بهتري از خود TΓشرطی ترکل ( پیش اما ماتریس

 ومرکل -چوي  ماتریس لازم به ذکر است کهدهد.  نشان می
بوده و با  βشرطی تنها وابسته به پارامتر پیشاریکسون 

کند،  می افزایش عدد ماخ این مقدار به سمت عدد واحد میل
طی به سیستم معادلات شر سیستم معادلات پیش

شرطی  و بنابراین روش پیش شود یمشرطی تبدیل  پیشغیر
رود نتایج  بنابراین انتظار می دهد. اثر خود را از دست می

شرطی مطابق با روش کلاسیک شود (شکل  پیش هاي روش
شرطی ترکل علاوه بر پارامتر  اما ماتریس پیش). 3و  2

نیز وابسه است که با افزایش  αرامتربه پا βشرطی پیش
رود و  سرعت جریان اثر آن در سیستم معادلات از بین نمی

هاي مادون صوت  باعث افزایش نرخ همگرایی حل در سرعت
در این بررسی میزان نرخ  .گردد بالا و گذرصوتی می

نسبت   ٪38 شرطی ترکل کمک ماتریس پیش همگرایی به
شرطی اریسکون و  هاي پیش کلاسیک و ماتریسبه روش 

مقدار عدد کورانت براي تمامی مرکل بهبود پیدا کرد. -چوي
 در نظر گرفته شد. 5/1گذرصوتی برابر با  ها در جریان وشر

ناپذیري، جریان  در ادامه براي بررسی بیشتر اثر تراکم
 ,05/0 ,15/0تر  در اعداد ماخ پایین 0012حول ایرفویل ناکا

گیرد.  مورد بررسی قرار می 7°و زاویه حمله 001/0
ترکل  شرطی طور که بیان شد کارایی ماتریس پیش همان

)TΓ وابسته به پارامتر (α  بوده و انتخاب مقدار بهینه این
فویل پارامتر نیاز به تجربه عددي دارد. بنابراین براي ایر

ترین نرخ  مقدار بهینه این پارامتر که با بیش 0012ناکا
ها تغییر حاصل  همگرایی همراه است و در دقت جواب

شود. دقت شود که هزینه  در نظر گرفته می 6/0گردد،  نمی
دلیل محاسبات  شرطی در هر تکرار به محاسباتی روش پیش

بیشتر کمی بالاتر از روش کلاسیک است اما در مجموع 
پیش شرطی نسبت به روش بدون پیش شرط سرعت  روش

مشخصات سیستم  2). در جدول 5بالاتري دارد (شکل 
مورد استفاده و مدت زمان پردازش لازم براي همگرایی 

شرطی در مقایسه با روش کلاسیک، براي  هاي پیش روش
مورد  15/0در عدد ماخ   NACA0012جریان حول ایرفویل 
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  دهد روش ج نشان میبررسی قرار گرفته است، نتای
شرطی نسبت به روش کلاسیک داراي سرعت  پیش

تر از روش کلاسیک)  برابر سریع 17/1همگرایی بالاتري (
زمان  شرطی ترکل کمترین است. بعلاوه اینکه روش پیش

تر از روش کلاسیک) را براي همگرایی  برابر سریع 43/1(
 .ها براي مساله مورد بررسی نیاز دارد بین تمامی روش

شرطی در اعداد  پیش  بررسی اثرات روشبراي در ادامه 
در عدد ماخ  0012ناکاماخ پایین تر، جریان حول ایرفویل 

فشار و توزیع ضریب  بررسی شده است. خطوط هم 05/0
شرطی و  هاي پیش فشار روي سطح ایرفویل براي روش

 آمده است. 7 و 6 هاي ترتیب در شکل کلاسیک به
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فشار حول ایرفویل  : مقایسه خطوط هم)3(شکل 

NACA0012 درM /∞ =0 AOAو 85 °=1 
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مقایسه نرخ همگرایی حل براي ایرفویل  : )4(شکل 

NACA0012 درM /∞ =0 AOAو 85 °=1 

دازش سیستم براي همگرایی مدت زمان پر): 2( جدول
و  15/0در عدد ماخ  NACA0012جریان حول ایرفویل 

 7زاویه حمله 

 روش حل CPU_Time(s) مشخصات سیستم

Asus laptop with 
Core™ Intel® 

i7-4720HQ 
CPU @ 2.60 GHz 

& 8 GB RAM 

55 TΓ 

80 EΓ 

75 CMΓ 

 کلاسیک 94

 

CPU_Time(Sec)

Lo
g(

R
es

_M
as

s)

20 40 60 80

-10

-5

Classic Roe
ΓCH
ΓT (α=0.6)
ΓE

 
براي  : مقایسه نرخ همگرایی برحسب زمان حل)5(شکل 

Mدر NACA0012ایرفویل  /∞ =0 AOAو 15 °= 7 
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فشار حول ایرفویل  : مقایسه خطوط هم)6(شکل 

NACA0012 درM /∞ =0 AOAو 05 °= 7 
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مقایسه توزیع ضریب فشار روي سطح ایرفویل : )7(شکل 

NACA0012 درM /∞ =0 AOAو 05 °= 7 

دهنده تفاوت  نشان توزیع ضریب فشار روي ایرفویل نتایج
شرطی و روش  پیشهاي  ناچیز بین نتایج حاصل از روش

مقایسه نرخ همگرایی اما در می باشد.  با روش پانلکلاسیک 
مرکل و -چوي شرطی هاي پیش ) عملکرد روش8 (شکل

نرخ همگرایی  ٪39با افزایش  به طور محسوسی اریکسون
. همچین روش همراه است نسبت به روش کلاسیک

شرطی ترکل عملکرد بهتري را به واسطه پارامتر آزاد  پیش
α و اریکسون مرکل -شرطی چوي نسبت به روش پیش 

نسبت به روش کلاسیک بهبود  ٪55و نرخ همگرایی را  دارد
هاي  . مقدار عدد کورانت جهت مقایسه روشبخشد می

 . در نظر گرفته شد 9/0شرطی و کلاسیک برابر با  پیش
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ی حل براي ایرفویل  : مقایسه نرخ همگرای)8(شکل 

NACA0012 درM /∞ =0 AOAو 05 °= 7 

شرطی در اعداد ماخ  هاي پیش ترِ ماتریس جهت بررسی دقیق
در عدد ماخ  0012بسیار پایین، جریان حول ایرفویل ناکا

مورد بررسی قرار گرفته است. مقایسه توزیع ضریب  001/0
نشان می دهد که  9شکل فشار روش سطح ایرفویل در 

علت عدم برخورداري از میزان اتلاف  روش کلاسیک، به
ناپذیر؛ در ترم فشار  کاملا تراکم  متناسب با فیزیک میدانِ

هاي  دهد. اما روش هاي مناسبی را ارائه نمی پاسخ
شرطی با برطرف کردن مشکل از طریق اصلاح ترم  پیش

ن در اعداد اتلاف مصنوعی روش کلاسیک قابلیت حل جریا
دهند.  ماخ بسیار پایین را دارند و جواب یکسانی را ارائه می

توان دریافت که روش کلاسیک به  می 10با توجه به شکل 
هاي آکوستیک و سرعت  علت اختلاف شدید مقادیر ترم

هاي  سیال، قادر به همگرایی کامل نیست ولی روش
کنند. عملکرد  شرطی این مشکل را برطرف می پیش
شرطی مذکور از نظر نرخ همگرایی در اعداد  اي پیشه روش

در  αشود و پارامتر دیگر می ماخ بسیار پایین مشابه یک
اعداد ماخ بسیار پایین تاثیري بر افزایش و یا کاهش نرخ 

طور کلی هر  شرطی ترکل ندارد. به همگرایی ماتریس پیش
نسبت به  ٪62ا شرطی میزان نرخ همگرایی ر سه روش پیش

دهند. مقدار عدد کورانت جهت  روش کلاسیک افزایش می
شرطی و روش کلاسیک در  هاي پیش مقایسه عملکرد روش

 در نظر گرفته شد. 01/0برابر با  001/0عدد ماخ 
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: مقایسه توزیع ضریب فشار روي سطح ایرفویل )9(شکل 

NACA0012 درM /∞ =0 AOAو 001 °= 7 
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: مقایسه نرخ همگرایی حل براي ایرفویل  )10(شکل 

NACA0012 درM /∞ =0 AOAو 001 °= 7 

 30P-30Nسه تکه ایرفویل  -3-2

یـک نمونـه    30P-30Nلـد داگـلاس   اایرفویل سه تکه مکدون
 ارتبـاط بـا  در  هـاي عـددي   مـایش هندسه متـداول بـراي آز  

توسـط   1993باشد که در سـال   زیاد می ءبراهایی با  ایرفویل
ــه   ــد. ب ــی گردی ــا معرف ــی ناس ــاتی لانگل ــز تحقیق ــت  مرک عل

ایـن   هاي شدید فشار و انرژي جنبشی حول هندسه گرادیان
هاي عددي همواره یک  ، دقت محاسبات براي اسکیمایرفویل

شرطی در  هاي پیش ماتریسجهت ارزیابی چالش بوده است. 
تر، جریان دو بعدي حـول ایرفویـل سـه     هاي پیچیده هندسه

بـا   0,003و  03/0، 17/0 در اعـداد مختلـف   30P-30Nتکه 
تـایج تجربـی   نحمله مورد بررسی قرار گرفته و بـا   5/5 زاویه

همانند قبل براي بررسی اسـتقلال از    اند. مقایسه شده ]33[
هـاي   یشاي که از آزمـا  شبکه بهینه شده و دامنه حل، شبکه

 شـبکه این  11 شکلآمده است مطابق   دست بهمتعدد عددي 
   .شود انتخاب میگره  10159المان و  19372 با

شرطی  پیش  طور که قبلا گفته شد کارایی ماتریس همان
است. مقـدار بهینـه ایـن پـارامتر،      αترکل وابسته به پارامتر

ینه این پارامتر براي این نیازمند تجربه عددي است. مقدار به
ــق    ــداري، و طب ــظ پای ــت و حف ــر دق ــدون تغیی ــایش، ب آزم

انتخـاب  2/0هاي متعدد صورت گرفته شده، مقـدار   آزمایش

ترتیب به مقایسه خطـوط   به 13و  12هاي  گردد. در شکل می
فشار روي سطح ایروفویل سه المانه   فشار و توزیع ضریب هم

وش کلاسیک با نتـایج  شرطی و ر حاصل از سه ماتریس پیش
درجـه آورده   5/5و زاویه حمله  17/0عددي، براي عدد ماخ 

دهد که روش کلاسـیک در عـدد    نتایج نشان می شده است.
دهد.  مشکلی نداشته و پاسخ فیزیکی درستی را می17/0ماخ 

شـرطی نیـز از لحـاظ دقـت، مشـابه       هـاي پـیش   نتایج روش
ایرفویـل بـا   دیگر بوده و توزیع ضریب فشـار روي سـطح    یک

 نتایج تجربی مطابقت خوبی دارد.

X

Y

-15 -10 -5 0 5 10 15

-10

-5

0

5

10

 
 30P-30N: شبکه محاسباتی حول ایرفویل )11(شکل 
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       فشار حول ایرفویل : مقایسه خطوط هم)12(شکل 
30P-30N  درM /∞ =0 AOAو 17 / °= 5 5 
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    مقایسه توزیع ضریب فشار حول ایرفویل  :)13(شکل 

30p-30N  درM /∞ =0 AOAو 17 / °= 5 5 

شرطی و روش  هاي پیش مقایسه نرخ همگرایی ماتریس
هاي  کارایی ماتریس دهد که نشان می 14کلاسیک در شکل 

لاسیک با شرطی در اعداد ماخ پایین نسبت به روش ک پیش
هاي  و ماتریس پیچیده شدن هندسه بیشتر شده

شرطی چوي مرکل و اریکسون میزان نرخ همگرایی را    پیش

خاطر عدد  و ماتریس ترکل نیز همچون مسئله قبلی به ٪73
 ٪80تر به واحد میزان نرخ همگرایی را  شرطی نزدیک

ها  دهند. در این تحلیل نسبت به روش کلاسیک افزایش می
در نظر  5/0ها برابر  دد کورانت براي تمامی روشمقدار ع

 گرفته شد.

ــیش   ــرات پ ــی اث ــت بررس ــاخ    جه ــداد م ــرطی در اع ش
در عــدد مــاخ  30P-30Nتــر جریــان حــول ایرفویــل  پــایین

ــم   03/0 ــه خطــوط ه ــده اســت. مقایس ــار و  بررســی ش فش
ــریب ــع ض ــه   توزی ــل ب ــطح ایرفوی ــار روي س ــب در  فش ترتی

ــکل  ــی  16و  15ش ــان م  ــ نش ــه نت ــد ک ــه روش دهن ایج س
شرطی از انطبـاق خـوبی بـا نتـایج تجربـی  برخـوردار        پیش

هستند. با پیچیـده شـدن هندسـه مـورد تحلیـل، سیسـتم       
معــادلات کلاســیک در ایــن مــاخ بــا کــاهش دقــت همــراه  

شـرطی مرتفـع    هـاي پـیش   کـه ایـن مشـکل بـا روش     .است
ــین دو مــاتریس   ــرخ همگرایــی ب گردیــده اســت. مقایســه ن

اریکســون و روش کلاســیک  مرکــل و-شــرطی چــوي پــیش
ــکل  ــی   17(ش ــرخ همگرای ــمگیر ن ــود چش ــاکی از بهب ) ح

ــیش  روش ــاي پ ــادلات     ه ــتم مع ــه سیس ــبت ب ــرطی نس ش
ــزان  ــه می ــیک ب ــی ٪82کلاس ــاتریس   م ــی م ــد. از طرف باش

ــیش ــیش   پ ــاتریس پ ــه م ــبت ب ــل نس ــرطی ترک ــرطی  ش ش
مرکــل و اریکســون عمکــرد بهتــري از خــود نشــان  -چــوي

ــی ــی را نســبت   م ــرخ همگرای ــه روش کلاســیک دهــد و ن ب
ــی  87٪ ــود م ــارایی     بهب ــحت و ک ــه ص ــت مقایس ــد. جه ه

شــرطی بــراي تحلیــل جریــان حــول ایــن  هــاي پــیش روش
ــاخ   ــدد م ــل در ع ــت   03/0ایرفوی ــدد کوران ــدار ع  2/0، مق

 در نظر گرفته شد.
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     : مقایسه نرخ همگرایی حل براي ایرفویل)17(شکل 

30p-30N  درM /∞ =0 AOAو 03 / °= 5 5 

خیلـی   در اعداد ماخ شرطی پیش هاي اتریسجهت بررسی م
 مـاخ خیلـی پـایین    جریـان حـول ایرفویـل در عـدد     ، پـایین 

M /∞ =0 ــرا  003  ر گرفتــه اســت. ازنیــز مــورد بررســی ق
ــل  18مقایســه ضــریب فشــار در شــکل   روي ســطح ایرفوی

ور شرطی مـذک  هاي پیش که تمامی ماتریستوان دریافت  می
ماخ بسیار پایین را دارا هسـتند.   دقابلیت حل جریان در اعدا

علـت   ه شـد بـه  اما روش کلاسـیک همـانطور کـه قـبلا گفت ـ    
يِ غیر درست میدان فشار جهت توزیع مناسب تـرم   محاسبه

را ارائـه   مناسـبی ، جواب فیزیکـی  اییندر اعداد ماخ پ اتلافی
و  شـرطی بـا رفـع ایـن مشـکل      هاي پیش . اما روشدهد نمی

معرفی یک مقیاس دقیق براي توزیع مولفه هـاي اتلافـی در   
 دهند. یئه مجواب فیزیکی درستی را ارا، ترم فشاري
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    مقایسه نرخ همگرایی حل براي ایرفویل  :)19(شکل 

30p-30N  درM /∞ =0 AOAو 003 / °= 5 5 

شـرطی و روش   هاي پـیش  نرخ همگرایی روش 19در شکل  
هـر چقـدر    پر واضح اسـت کـه  کلاسیک مقایسه شده است. 

شـود،   تر می پیچیده فیزیک حاکمرود و  تر می ایینعدد ماخ پ
شرطی بیشـتر مـورد توجـه قـرار       هاي پیش عملکرد ماتریس

کـل بـه   طی ترشـر  پـیش  کارایی ماتریس  گیرد. همچنین می
و  شود تر می زدیکمرکل ن-رطی چويش سمت ماتریس پیش

شـود و هـر    بی تاثیر می α عملا در اعداد ماخ پایین، پارامتر
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نـرخ   ٪89 شرطی نرخ همگرایی را به میـزان  سه روش پیش
دهند. جهـت   همگرایی را نسبت به روش کلاسیک بهبود می

در نظـر   03/0لیـل  یـن تح ها عدد کورانت در ا یسه روشمقا
 گرفته شد.

 ٪10ي ا دایره برآمدگیجریان درون کانال با  -3-3

شـرطی و روش کلاسـیک در    هاي پـیش  جهت ارزیابی روش
در  ٪10 برآمـدگی جریان داخلی، جریان درون یک کانال با 

 اسـت.  مورد بررسی قرار گرفته 001/0و  1/0، 5/0اعداد ماخ 
صـوت، فشـار    رودي مـادون براي این آزمایش، براي جریان و

ــاي ســکون مشــخص   و 0Pســکون  ــی 0Tدم ــردد. در  م گ
خروجی، فشار اسـتاتیک خروجـی معـین گردیـده و مـابقی      

شبکه محاسـباتی   گردد. متغیرها از داخل میدان مشخص می
بـا   تـراکم بیشـتري دارد   برآمدگیبهینه شده که در نزدیکی 

  آورده شده است. 20در شکل  گره 3082سلول و  5913

Given PSGiven P0,T0

U

Slip wall

Slip wall

 
 برآمدگیکانال با شبکه محاسباتی براي :  )20(شکل 

 ٪10اي دایره
شـرطی و روش   هـاي پـیش   سـنجی نتـایج روش  جهت اعتبار

، توزیـع عـدد مـاخ بــر روي    5/0کلاسـیک بـراي عـدد مـاخ     
آمـده از   دست بها نتایج عددي هاي بالا و پایین کانال ب دیواره

مقایسه گردیده اسـت. نتـایج    21در شکل  ]34[ جوارشکیان
براي  برآمدگیدهند که توزیع عدد ماخ روي سطح  نشان می

اختلافـی نداشـته و بـا نتـایج جوارشـکیان      هـا،   تمامی روش
 1/0با کاهش عدد ماخ جریان بـه مقـدار    تطابق خوبی دارد.

دهـد.   شرطی کارایی خود را بیشتر نشان مـی  هاي پیش روش
آمده از نرم افـزار   دست بهنتایج مقایسه توزیع ضریب فشار با 

، حاکی از  23و  22هاي  فشار در شکل فلوینت و خطوط هم
آمده از  دست بهشرطی با نتیجه  هاي پیش تفاوت ناچیز روش

باشد. اما در مقایسه بـا روش کلاسـیک    نرم افزار فلوینت می
کانال، جاییکه ناحیـه پرفشـار محسـوب     برآمدگیدر قسمت 

علـت مقیـاس نادرسـت     بـه  سـیک شـود، دقـت روش کلا   می

هـاي   با کاهش دقت همراه است. روش ]26[ نوسانات فشاري
، جـواب  و تـرم میرایـی   شرطی با اصـلاح میـدان فشـار    پیش
 دهند.     یتري را ارائه م دقیق

 
 برآمدگی : مقایسه توزیع عدد ماخ بر روي سطح )21(شکل 

Mدر  ٪10اي دایره /∞ =0 5 
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 مقایسه توزیع ضریب فشار بر روي سطح) : 22(شکل 

Mدر ٪ 10اي  دایره برآمدگی /∞ =0 1 

دهنده بهبـود نـرخ    نشان 24مقایسه نرخ همگرایی در شکل 
بـه  مرکل و اریکسون -شرطی چوي هاي پیش همگرایی روش

ــزان  ــی   ٪77می ــیک م ــه روش کلاس ــب ب ــد. روش  نس باش
ــیش ــارامتر آزاد    پ ــه پ ــا انتخــاب بهین ــز ب شــرطی ترکــل نی

)α /=0 سیک ) میزان نرخ همگرایی را نسبت به روش کلا4
عدد کورانت در ایـن محاسـبات بـراي     دهد. افزایش می 81٪

 در نظر گرفته شد. 5/1ها  تمامی روش
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فشار در کانال با  : مقایسه کانتور خطوط هم )23(شکل 

Mدر  ٪10اي برآمدگی دایره /∞ =0 1 
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برآمدگی مگرایی در کانال با مقایسه نرخ ه) : 24(شکل 

Mدر  ٪10اي دایره /∞ =0 1 

شرطی در  هاي پیش در ادامه جهت بررسی عملکرد روش
عدد ماخ خیلی پایین، جریان داخل کانال در عدد ماخ  

گیرد. مقایسه توزیع ضریب  مورد آزمایش قرار می 001/0
انال براي هاي بالا و پایین ک ) بر روي دیواره25(شکل  فشار
با خروجی نرم افزار   شرطی و مقایسه هاي پیش روش

فلوینت، نشان از استقلال توزیع فشار در برابر تغییرات عدد 
ناپذیر است. اما روش کلاسیک با  ماخ در جریان تراکم

علت سختی  ها به کاهش بیشتر عدد ماخ دقت جواب
معادلات، کاهش نرخ همگرایی و مقیاس نادرست فشار با 

بررسی نرخ همگرایی در جریان داخل  ش همراه است.کاه

هاي  گر آن است که روش بیان 26کانال در شکل 
هاي بسیار پایین همانند جریان خارجی  شرطی در ماخ پیش

علاوه بر بهبود چشمگیر دقت و همگرایی و برطرف کردن 
اي از نظر نرخ  مشکلات روش کلاسیک، تقریبا عملکرد مشابه

نسبت  ٪98گر دارند و مقدار همگرایی را دی همگرایی با یک
 دهند. به روش کلاسیک بهبود می
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 : مقایسه توزیع ضریب فشار بر روي سطح )25(شکل 

Mدر  ٪10اي دایره برآمدگی /∞ =0 001 

Iteration

Lo
g(

R
es

_M
as

s)

100000 200000 300000

-12

-10

-8

-6

-4

-2

Classic Roe
ΓCH

ΓT (α=0.4)
ΓE

 
 یبرآمدگمقایسه نرخ همگرایی در کانال با ) : 26(شکل 

Mدر  ٪10اي دایره /∞ =0 001 

 گیري  نتیجه -4

مرکـل  -شرطی ترکل، چوي در تحقیق حاضر، سه روش پیش
هاي با ماخ پایین در حلگر بالادستی  و اریکسون براي جریان
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گرفته شد. ریاضیات مربـوط  کار  سازمان به در شبکه بی "رو"
هـاي    شبردارهـاي ویـژه و مقـادیر ویـژه رو    میرایـی،  به ترم 

پارچـه   صورت یک شرطی بر حسب متغیرهاي بقایی  به پیش
از نظـر   یشـرط  هاي پـیش  عملکرد این ماتریسارایه گردید. 

پـذیر و تـراکم    هـاي تـراکم   دقت و نرخ همگرایـی در جریـان  
ناپذیر داخلی و خارجی مورد بررسی قرار گرفت و نتایج زیـر  

 .شدحاصل 

روش  شرطی با اصلاح ترم میرایـی  هاي پیش روش •
ــاهش اخــتلاف ســرعت   ــین ک کلاســیک و همچن

توانستند عملکرد قابـل   آکوستیک و سرعت سیال،
در اعداد مـاخ پـایین و بسـیار    دقت  نظر توجهی از

 .سیک ارایه بدهندنسبت به روش کلا پایین

مرکـل و اریکسـون   -شرطی چوي دو ماتریس پیش •
اي ارایـه دادنـد.    ها رفتار مشـابه  در تمامی آزمایش

شـرطی از نظـر نـرخ     ن دو ماتریس پیشعملکرد ای
هاي تراکم پـذیر و گذرصـوتی    همگرایی در جریان

شرطی به مقـدار   علت نزدیک شدن پارامتر پیش به
واحد تفاوت ناچیزي با روش کلاسیک ارایه دادند. 

هـاي تـراکم    اما عملکرد این دو ماتریس در جریان
طوریکـه نـرخ    ناپذیر بیشـتر قابـل توجـه بـود. بـه     

ناپذیر و اعداد  را در محدوده جریان تراکمهمگرایی 
) 01/0تـر از   ماخ نسبتا پایین (اعـداد مـاخ بـزرگ   

، ایرفویـل سـه المانـه و    0012بـراي ایرفویـل ناکـا   
نسـبت بـه روش    ٪82تا  ٪39جریان داخلی بین 

 کلاسیک بهبود دادند.

شـرطی ترکـل،    دهد ماتریس پـیش  نتایج نشان می •
جریان خارجی و  اي از اعداد ماخ در طیف گسترده

داخلی، قابلیت افزایش نرخ همگرایی را داراسـت و  
است.  αاین افزایش نرخ همگرایی تابع پارامتر آزاد 

سـت.  که مقدار بهینه آن نیازمند تجربـه عـددي ا  
استفاده از این پارامتر آزاد، مقدار عـدد شـرطی را   
در طیف وسیعی از اعـداد مـاخ، بـه مقـدار واحـد      

همین دلیل عملکرد بهتري از کند و به  نزدیک می
شـرطی   نظر نرخ همگرایی نسبت به دو روش پیش

ــی  ــه م ــر ارائ ــتفاده از  دیگ ــا اس ــد. ب ــاتریس  ده م
، نـرخ همگرایـی بـراي جریـان     ترکـل  شرطی پیش
 ٪38به میزان  0012پذیر حول ایرفویل ناکا تراکم

ناپـذیر و اعـداد مـاخ نسـبتا      و براي جریـان تـراکم  
تـا   ٪55ش مربوطه بـین  پایین، براي هر سه آزمای

نرخ همگرایی را نسـبت بـه روش کلاسـیک     87٪
 بهبود داد.

در محدوده  اعداد ماخ بسیار پایین (ماخ کمتـر از   •
دیگر  شرطی به یک هاي پیش ) عملکرد روش01/0

شود. براي جریان خارجی حول ایرفویل نزدیک می
و  ٪38 ترتیـب  بـه و ایرفویل سه المانـه   0012ناکا
همگرایی و بـراي جریـان داخلـی     بهبود نرخ 89٪
بهبود نرخ همگرایی در انجام محاسبات قابل  98٪
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