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  چكیده
  باشد. می خودروها سیستم ناوبریهای  مولفهترین از مهم یکی ترازی( )هم مرجع سیستم جهات اساس بر اینرسی ناوبری بردارهای سیستمجهات تعیین 

دلیهل   بهه ترازی در حرکت،  در فرآیند هم. گیرد مورد توجه قرار می حرکت در یتراز هم ،سریع العملکسع و بالا دقت  بهنیاز  دلیل به ها در این سیستم
 ای اینرسیحسگرهبرای ترکیب خروجی  مناسب لفیقالگوریتم ت، استفاده از اینرسی یریگ اندازه واحد حسگرهای هایدادهدر  تصادفیخطاهای  وجود
در حها  حرکهت سیسهتم     یتهراز  همارائه یک الگوریتم تلفیق مناسب برای به در این مقاله  دلیلهمین  بهضروری است. یاب جهانی سامانه موقعیتو 

جههت   در آن ، کهه خواهد شد رائها فازیبا افق  بین پیشزن  تخمینیک  در رویکردی جدید . برای این منظورشود پرداخته می اینرسی ترکیبی ناوبری
 ارائهه الگوریتم گذاری بر  . برای صحهکند غییر میتصورت فازی  و بهتخمین متناسب با مانور خودرو  افزایش دقت و همچنین کاهش بار محاسباتی، افق

دقهت تخمهین    ،ادیدههد کهه بها اسهتفاده از فیلتهر پیشهنه       نشان می آزمایششده است. نتایج حاصل از  استفادهخودرو  از آزمایش در این مقاله شده 
همچنین الگوریتم  .همچون فیلتر کالمن به میزان قابل توجهی افزایش خواهد یافت ،متداو  های اینرسی نسبت به سایر روش متغیرهای حالت ناوبری

 .و اغتشاشات خواهد داشت سازی مد تری را نسبت به فیلتر کالمن در مقابل عدم قطعیت  در این مقاله قوام بیش ارائه شده
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ABSTRACT  

The process of computing the true values of the direction cosine matrix (DCM) is one of the important parameters for 
exact navigation of vehicles. In other words, determination of the directions of the INS vectors in terms of the directions 
of the reference system (alignment) is one of the important parameters of a navigation system. In order to improve the 
performance of such systems, this procedure is done according to the inertial measurement unit (IMU) and global 
positioning system (GPS) data, when the vehicle is in motion. Duo to the stochastic noise and uncertainties in inertial 
measurement sensors, a data fusion algorithm is used to integrate the outputs of the IMU and GPS sensors. In this paper a 
novel variant horizon predictive model estimation algorithm is proposed to construct an integrated INS/GPS inertial 
navigation system. The horizon of the proposed algorithm is calculated based on the vehicle maneuvers. Several vehicular 
tests have been carried out to assess the long-term performance and accuracy of the proposed navigation algorithm. The 
results indicate that the proposed algorithm significantly enhances the overall navigation accuracy of low-cost integrated 
INS/GPS inertial navigation system, in comparison to the conventional Kalman filter algorithm. 

Keywords: Inertial Navigation System (INS), Global Positioning System (GPS), In-Motion Alignment, 
Predictive Estimation, Fuzzy Approach. 
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 مقدمه -1

ت بردارهای سیستم اجهدر آن فرآیندی است که  1یتراز هم
تعیهین  ناوبری اینرسهی بهر اسهاس جههات سیسهتم مرجهع       

و  هها  روسهکوپ یژدر سیسهتم اینرسهی تهراز شهده     . گردد می
محورههای   تها  شهوند  ای قهرار داده مهی   به گونه ها سنجشتاب

در دهند.  نشان سرعت دورانی و نیروی ویژه را در سه جهت
تهر از وضهعیت،   تخمینی دقیق ارائه ، امکانیتراز همحقیقت 

را سرعت و موقعیت یهک وسهیله نسهبت بهه جههات مرجهع       
به دو گروه  2سیستم ناوبری اینرسی یتراز هم .کندفراهم می

شهود.   در حرکهت تقسهیم مهی    یتهراز  ههم اولیهه و   یتراز هم
 رعت، تههرازی اولیههه شههامل تعیههین اولیههه موقعیههت، سهه  هههم
 .بایاس سیستم ناوبری اینرسی است های مولفهتراز و  -سمت

برای انجام این فرآیند، بایستی سیستم در یهک بهازه زمهانی    
مشخص به شکل ایستا باقی بمانهد. در ایهن حالهت از بهردار     

 4و پهیچ  3ها تراز اولیه شامل زوایهای رو   سنج خروجی شتاب
وجههی همچنههین بهها اسههتفاده از خر  ،قابههل محاسههبه اسههت 

ها و از روش تطابق برداری سمت از شما  اولیهه   ژیروسکوپ
ها کهه زمهان کهافی     [. در این نوع سیستم1] گردد تعیین می

 
1 Alignment 
2 Inertial Navigation System (INS) 
3 Roll 
4 Pitch 

توان قبهل از حرکهت    را می فرآیندبرای تراز وجود دارد، این 
داده و سیستم ناوبری اینرسی را نسبت بهه محورههای    انجام
 تعیههین  کههالیبره کههرد. امهها در برخههی مواقههع سیسههتم سههازه
تراز، موقعیت و سرعت اولیه در حین حرکت ضروری  -سمت

محورسازی دقیق  ی پروازی که نیاز به همها ستمیساست. در 
هایی که در آنها تأخیر در زمان  العمل سریع )سیستم و عکس

ترازی باید در هم فرآیند( دارند، باشد ینمقبل از پرتاب مجاز 
رکهت بها اسهتفاده از    ترازی در ح حین حرکت انجام شود. هم

گیهری   ی واحد انهدازه ها روسکوپیژها و  سنج های شتاب داده
حسهگرهای   معایهب دلیهل   بهه اما [. 2شود ] اینرسی انجام می

سنج و دریفت ژیروسکوپ و  شتاب مانند نویز، بایاس اینرسی
 خطاهای محاسهباتی، خطها در اطاعهات متغیرههای حالهت     

. همچنین محیطی ابدی افزایش میبا گذر زمان  ایجاد شده و
حا  حرکهت اسهت، بهر روی نهر       که وسیله نقلیه در آن در
است. بنابراین این حسگرها  یرگذارافزایش خطای ناوبری تأث

بهه   زیاد و خطای کوتاه مدت کمی دارنهد.  خطای بلند مدت
دیگری که اطاعات  های سامانهها با همین دلیل این سیستم

یکی از این شوند. رکیب میدهد ترا ارائه می ناوبری مستقلی

 1در جهدو   باشد. می 5یاب جهانیها، سامانه موقعیتسامانه
براساس این جدو  هر کهدام   اند.این دو سامانه مقایسه شده

یهاب اینرسهی و جههانی دارای مزایها و     های موقعیهت از روش
 باشند.معایبی هستند که در تکامل با یکدیگر می

 نرسی و مقایسه سامانه ای :(1) جدول

 [2] یاب جهانیموقعیت
 INS GPS خصوصیات

 هرتز( 21کم ) تا  هرتز( 1111بالا )تا  دهیفرکانس داده

 دقت بلند مدت دقت کوتاه مدت دقت سامانه

 وابسته مستقل وابستگی به محیط

 ارائهه الگهوریتم   چه در بالا به آن اشاره شهد، براساس آن
دقهت   ویهت اطمینهان   قابلمناسب که توانایی افزایش  لفیقت

در  باشهد. داشته باشهد، بسهیار مههم مهی    ناوبری را  های داده
ترازی در حرکت سیستم ناوبری اینرسی تحقیقات  زمینه هم

ها عمدتا بر اسهتفاده   متعددی صورت گرفته است. که در آن
بهه   [3] از فیلتر کالمن تمرکز شده اسهت. پیهرر و همکهاران   

و فیلتر کالمن توسهعه   6بو مقایسه نتایج بین فیلتر کالمن بی
برای تخمین موقعیت پرداختند، نتهایج ارائهه شهده از     7یافته

 
5 Global Positioning System (GPS) 
6 Unscented Kalman Filter (UKF) 
7 Extended Kalman Filter (EKF) 
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بو نسهبت   کاهش خطای تخمین در الگوریتم فیلتر کالمن بی
دههد. شهین و ناصهر     یافته نشهان مهی   به فیلتر کالمن توسعه

گیهری   ترازی در حرکت واحهدهای انهدازه   به هم [4]الشیمی 
بو پرداختنهد،   تم فیلتر کالمن بیارزان قیمت به کمک الگوری

متغیرهای حالت در این سیسهتم شهامل موقعیهت، سهرعت،     
از باشهد، اطاعهات موقعیهت     مهی  حسهگرها وضعیت و بایاس 
هههای مرجههع  عنههوان داده بههه یههاب جهههانیسههامانه موقعیههت

کهاهش خطها    دهنهده  ها نشان شوند، نتایج آن گیری می اندازه
جمشهاید و محمهد آشهاق    باشد. علی  میایای سمت و تراز زو
تهرازی سیسهتم    به ارائه یک فیلتر کالمن مقاوم برای هم [5]

ها با بهره بردن  آن ناوبری اینرسی پرداختند، مد  دینامیکی
گیهری   اندازه ادیرمق و از مد  خطای سیستم ناوبری اینرسی

یهاب جههانی بهه     شده سرعت و موقعیت از سهامانه موقعیهت  
پرداخهت.   حالهت سیسهتم مهی   و متغیرهای  ها مولفهتخمین 

ترازی در حرکت سیسهتم   [ به هم6نورمحمدی و کیقبادی ]
براسههاس الگههوریتم تخمههین متمرکههز و    نههاوبری اینرسههی 

بها جهدا کهردن    در کاری دیگر  غیرمتمرکز کالمن پرداختند.
زن کهالمن   متغیرهای حالت وضعیت خودرو، از یک تخمهین 

سهتم  مکعبی غیرمتمرکهز در تخمهین متغیرههای حالهت سی    
در کاری دیگر همچنین [. 7ناوبری ترکیبی استفاده کردند ]

[ با استفاده از معادلات کانها  عمهودی سیسهتم نهاوبری     2]
تهرازی در حرکهت   اینرسی به افزایش پایداری الگهوریتم ههم  

[ بهه ارائهه فیلتهر کهالمن     8هانگ و همکهاران ]  .پرداخته شد
ترکیب ترازی در حرکت سیستم ناوبری اینرسی در  برای هم

[ از یهک  9سهان و همکهاران ]  سنج پرداختنهد.   با یک فاصله
تهرازی در حرکهت    کهالمن بهرای ههم    -فیلتر ترکیبی پسگام

حسگرهای اینرسی استفاده نمودند، در این کار نیهز از یهک   
سنج در ترکیب با سامانه ناوبری ترکیبی استفاده شهد.   فاصله

رادار از ری گیه  های انهدازه  برپایه داده [11ژانگ و همکاران ]
و به کمک یک فیلتر مکعبی بهه همتهرازی در حرکهت     داپلر

لیههو  حسههگرهای اینرسههی در یههک زیردریههایی پرداختنههد.  
شهبه   [ با تعریف شبه جهت شهمالی در یهک  11وهمکاران ]

سیستم ناوبری اینرسی و  سازی مد مختصات جغرافیایی به 
خطای آن پرداختند، سهسس از سهاختار فیلتهر کهالمن      مد 
ترازی  جهانی و هم –ترکیب سامانه موقعیت یاب نسبی برای

ز دیهههدگاه ا در حرکهههت ایهههن سهههامانه اسهههتفاده نمودنهههد.
بهه ارائهه    [1] نیها و همکهاران   های هوشمند، رفعهت  الگوریتم

سیستم ترازی در حرکت  فیلتر شبکه عصبی موجک برای هم
نتایج کار حهاکی از دقهت بهالای      .پرداختندناوبری اینرسی 

ههای معمهو  ماننهد     پیشنهادی نسهبت بهه روش   زن تخمین
در کاری دیگر با اسهتفاده   باشد. یافته می فیلتر کالمن توسعه

از یک فیلتر کالمن تطبیقی مقید بهه همتهرازی در حرکهت    
حسینی و صیفی . [12] شدسیستم ناوبری اینرسی پرداخته 

گهر خطهای    [ از یک شهبکه عصهبی بهه عنهوان تخمهین     13]
کاهش نر  رشد ند. نتایج کار حاکی از تخمین استفاده نمود

  خطا در سامانه ترکیبی بود.

ترازی در حها  حرکهت سیسهتم    هم هدف ،در این مقاله

یهاب جههانی    ناوبری اینرسی با استفاده از سیسهتم موقعیهت  

زن  تخمهین غیرمتمرکهز    از الگهوریتم  است. برای این منظهور 

وش بهه  استفاده خواهد شهد. در ایهن ر   با افق فازی بین پیش

ای  ای از اطاعات پیشین که به شکل پنجهره  کمک مجموعه

کنهد، بهه تخمهین     گیری شده حرکت مهی  های اندازه در داده

سیسههتم نههاوبری اینرسههی  هههای مولفهههمتغیرهههای حالههت و 

متناسب بها مهانور   تخمین زن افق تخمین در این پردازد.  می

م خودرو تغییر کرده که این امر موجب افزایش دقت الگوریت

از شهود.  تخمین و همچنین کاهش حجم محاسبات آن مهی 

که این الگوریتم برخاف فیلتر کالمن، دلیل آن به سوی دیگر

ههای   وابسته به نویزههای گوسهی نبهوده و همچنهین از داده    

از ، نمایهد  اسهتفاده مهی   تری برای تخمین در هر لحظهه  بیش

ههای رایجهی همچهون    روشتری نسبت به  قوام و دقت بیش

و اغتشاشهات   سازی مد ر کالمن در مقابل عدم قطعیت فیلت

صهورت خاصهه، اههداف و     بهه  انرژی محدود خواهد داشهت. 

 باشند: صورت زیر می بههای این مقاله  نوآوری

   اسههتفاده از منطههق فههازی و تنظههیم تطبیقههی افههق

 تخمین متناسب با مانور خودرو.

  بهین بهرای    متمرکز مد  پیشارائه الگوریتم تخمین

 .INS/GPSسامانه ارزان قیمت ازی در حرکت تر هم

   ارزیابی عملی الگوریتم ارائه شده در سیستم واقعهی

 خودرو با مانورهای مختلف.  های آزمایشو انجام 

 سامانه ناوبری اینرسی -2

 معادلات سامانه ناوبری اینرسی -2-1

سههامانه نههاوبری اینرسههی شههامل روابههط  1شههکل  بههر اسههاس

رههای حالهت سهامانه اسهت کهه در      دینامیکی تغییرات متغی

ها از خروجهی حسهگرهای اینرسهی ریهز الکترومکهانیکی       آن
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ههای حالهت اسهتفاده     رسانی متغیرعنوان ورودی برای بروز به

های مختصهات اسهتفاده    براساس این شکل دستگاه شود. می

( دسهتگاه  1شده در سیستم ناوبری متشکل از چهار دستگاه 

( دسهتگاه  3ات اینرسهی  ( دستگاه مختص2مختصات زمینی، 

( دسهتگاه مختصهات متصهل بهه بدنهه      3مختصات محلهی و  

 باشد.  می

 
 شماتیک سیستم ناوبری اینرسی (:1شكل )

رابطهه  صهورت   بهه  سامانه ناوبری اینرسی موقعیتروابط 

  [:1] شود پیوسته بیان می -در فضای حالت زمان( 1)
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ترتیهب عهرض جغرافیهایی، طهو       بهه  h و L ،lکه در آن 
 ER و NRند. همچنههین سههباش جغرافیههایی و ارتفههاع مههی 

النههار و شهعاع عرضهی زمهین      ترتیهب شهعاع خهط نصهف     به
نمهایش   Dvو  Nv ،Evباشند. بردارهای سهرعت کهه بها     می

 [:1شوند ] شکل زیر تعریف می شوند، به داده می
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شهتاب گهرانش    gسرعت دورانی زمهین و   eکه در آن 

وها در دستگاه مختصات محلی بهه شهکل   باشد. بردار نیر می

 
Tn

N E Df f f f    بههوده و بههه شههکل زیههر محاسههبه

 [:1شود ] می

(5)    
Tn n b

N E D bf f f f C f 
 

های سه محوره  سنج های شتاب بردار داده bfکه در آن 

nباشد. همچنین  در مختصات متصل به بدنه می

bC  ماتریس
دوران انتقا  از مختصات بدنه به مختصات محلی بوده و بهه  

 [:1شود ] شکل زیر تعریف می
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بهه ترتیهب زوایهای رو ، پهیچ و یهاو       و   ،که در آن 
ختصات متصهل بهه بدنهه بهوده و براسهاس معهادلات       حو  م

 [:13]شوند  زوایای اویلر به شکل زیر محاسبه می

(7) 

( sin cos ) tan

cos sin
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ورودی ژیروسههههههکوپ سههههههه   بههههههردارکههههههه در آن 

محوره، 
T

b

x y z    رابطهه  صهورت   توان به می، را

 :نوشت زیر

(8)    
T

b b b n n

x y z n ie enC            
هههای سههه محههوره  هههای ژیرسههکوپ داده bکههه در آن 

nباشهد. همچنهین    متصل به بدنه مهی 

ie  وn

en    بهه ترتیهب
تصویر سهرعت دورانهی زمهین بهر روی مختصهات محلهی و       
سرعت دورانی مختصات محلی نسبت به دستگاه مختصهات  

 باشد. زمینی می

 سامانه ناوبری اینرسیخطای معادلات  -2-2

معادلات خطا در سیستم ناوبری سه  در این بخش به توسعه
تهرازی سیسهتم نهاوبری     شود. کهه در ههم   جهته پرداخته می
شود. در دینامیک خطای سیستم ناوبری  اینرسی استفاده می

اینرسی پهانزده متغیهر حالهت سیسهتم شهامل سهه خطهای        
سه خطای موقعیت، سه بایهاس   ،وضعیت، سه خطای سرعت

و در نهایهت سهه    سنج در راسهتای محورههای نهاوبری    شتاب
، معهادلات خطهای   با این فرضیاتدریفت ژیرسکوپ هستند. 

 [:1باشد ] سیستم ناوبری اینرسی به شکل زیر قابل ارائه می

(9) ( ) ( )x F x x M x u    

 ماتریسهی براسهاس متغیرههای حالهت      Mو  Fکه در آن 

 xهمچنین . شوند ارائه می 1 و در پیوست هستند (1 -4)

که بردار حالت متشکل از متغیرهای خطای سیستم نهاوبری  
 .شود تعریف می( 11صورت رابطه ) باشد بهاینرسی می
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(11)  
T

x V P B D    

 شوند: متغیرهای حالت به شکل زیر تعریف میکه در آن 

      

 
 N E DV v v v   

 P L l h   
 

  
T

N E DB B B B 
  

T

N E DD D D D 

تهرازی در   خطاهای وضعیت برای ماتریس ههم  که در آن

 (،9در معادله )باشند. همچنین  می  و ، حرکت 

u   دریفههت  و ههها سههنج بایههاس شههتاب بههرداری شههامل

بایهاس   سازی مد برای است.  ها در مختصات بدنه ژیرسکوپ

ههها ) سههنج شههتاب
iB ههها ) ( و دریفههت ژیرسههکوپ

iDدر ) 

مهارکوف مرتبهه او  بهه     -مختصات بدنه از یک مد  گهوس 

 :[12]شود  شکل زیر استفاده می
(11) 2 ( ) , ,i iB B w t i N E D      
(12) 2 ( ) , ,i iD D w t i N E D      

و معکوس  1به ترتیب انحراف از معیار و که در آن 

)تند. همچنین هس 2زمان همبستگی )w t  نویز سفید گوسی

 باشد. )نویز سفید با تابع چگالی احتما  گوسی( می

زده شهده   بر همین اسهاس، موقعیهت و سهرعت تخمهین    

  و (1 -4) سیسههتم نههاوبری اینرسههی براسههاس معههادلات    

 کنند: تصحیح پیدا می زیر شکل به (9) معادله
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زده  ( بهه معنهای مقهادیر تخمهین    ̂.ها عامت ) که در آن

 شده و مقادیر بدون عامت به معنای مقادیر دقیق هستند.

( در حرکت به شهکل  6بر همین اساس ماتریس انتقا  )

 :[1] شود تراز می زیر هم

(15)  ˆ n n

b bC I C  
 

1 Standard deviation 
2 Correlation time 

مههاتریس از خطاهههای  مههاتریس همههانی و  Iکههه در آن 

 :[1] شود وضعیت بوده و به شکل زیر تعریف می

(16) 
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( و 15با تخمین خطاهای وضعیت و ترکیهب معهادلات )  

( ماتریس انتقها  مختصهات بدنهه بهه نهاوبری در حهین       14)

 شود. میتراز  حرکت سیستم هم

 الگوریتم تخمین -3

حرکهت سیسهتم    در ترازی هم متمرکز ساختار کلی الگوریتم

الگهوریتم  ارائهه شهده اسهت. در     2 ناوبری اینرسی در شهکل 

سیستم نهاوبری اینرسهی،    حین حرکتترازی در  متمرکز هم

( و 1 -4معههادلات ) مقههادیر موقعیههت و سههرعت براسههاس  

شهده، و   بهاینرسهی محاسه   حسهگرهای های  براساس ورودی

اینرسهی   مقادیر متغیرهای حالهت خطهای سیسهتم نهاوبری    

( و اسهتفاده از یهک الگهوریتم تخمهین     9براساس معادلات )

ههای   همچنین براساس ورودیشود.  مناسب تخمین زده می

باشهند،   دهنده مانور خودرو مهی  اینرسی که نشان حسگرهای

شهود.   صهورت فهازی پرداختهه مهی     به تعیین افق تخمین بهه 

مقادیر تخمینی برای محاسبه مقادیر دقیق موقعیت و  سسس

شهود. در   اسهتفاده مهی   (14و  13)سرعت براساس معادلات 

در حرکهت توسهط    تهرازی  نهایت ماتریس انتقها  بهرای ههم   

 شود. تراز می هم( 15)معادله 

 

 الگوریتم تخمین برای ترکیب متمرکز (:2) شكل

رائهه شهده   در ادامه به بررسی الگوریتم تخمین مناسب ا

 شود. در مقاله پرداخته می
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 تلفیق الگوریتم  -4

الگوریتم تلفیق ارائهه شهده در ایهن مقالهه برپایهه الگهوریتم       

 بهین  مهد  پهیش  زن  تخمینباشد.  بین می تخمین مد  پیش

تخمهین پهس از ارائهه کنتهر  مهد        -برپایه دوگان کنتهر  

بین کاسیک گسسهته معرفهی شهد. در کنتهر  مهد        پیش

سسته، یک مسئله کنتر  بهینه مقید در یک افق بین گ پیش

شود. نقطهه   محدود برای دینامیک سیستم در نظر گرفته می

پایه  شروع متغیرهای حالت در زمان کنونی بوده و مسئله بر

بینی شده سیسهتم دینهامیکی در آینهده تعریهف      رفتار پیش

سهازی عهددی در    شود. در نهایهت مسهئله برپایهه بهینهه     می

ههای   صورت تحلیلی برای سیستم یرخطی و بههای غ سیستم

 کنهد  خطی حل شده و افق یک گام بهه جلهو پیشهروی مهی    

سهازی بهرای سیسهتم     اگرچه پاسخ مسئله بهینهه . [16-14]

باشد، اما یکهی از مشهکات ایهن     صورت تحلیلی می خطی به

الگوریتم نیاز به حجم محاسبات بالا متناسب با افق تخمهین  

ن در این مقاله در رویکردی جدیهد بهه   بنابرای. [16]باشد  می

 شود. تعیین افق تخمین متناسب با مانور خودرو پرداخته می

 بین تخمین مدل پیش  -4-1

زیهر  گسسته قابل بیان به شکل ( 9)معادلات سیستم خطی 

 :باشد می
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به ترتیب نویز  kvو  kwبردار خروجی بوده و  kyکه در آن 

 باشند. گیری می فرآیند و اندازه

سازی  بهینهی  مسئلهبه منظور تخمین متغیرهای حالت، 

 :باشد به شکل زیر قابل بیان می

(18) 
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,که درآن مقادیر مثبهت معهین   ,P Q R عنهوان ضهرایب    ، بهه

در تهابع  وزنی بوده و درجه اهمیت ههر کهدام از متغیرهها را    

 افهههق  N همچنهههین کنهههد. مشهههخص مهههی ، Jهزینهههه، 

  باشد. تخمین می

در ایههن مسههئله در حقیقههت بههه ازای داشههتن بههردار     

 گیری و محاسبه اندازه
j k

v ،
1k N k

w
 

 و در نتیجهه  
1

ˆ
j k

x


 

شود.  کمینه( 18) باشد که تابع هزینه به شکلی محاسبه می

( بها سهاختار تهابع ههدف     18)در حقیقت با مقایسه ساختار 

بین که در آن تابع هدف ترکیبهی از   کننده مد  پیش کنتر 

باشند؛ در تخمین افق  ورودی کنترلی و متغیرهای حالت می

عهاوه   شده است. به جایگزین ورودی کنترلی ŵ در حرکت

، نویزههای  x̂ههای حالهت،    دیگر شامل تخمهین  سه متغیر

، بهه تهابع   yگیری خروجهی،   های اندازه ، و دادهv̂ خروجی،

ههدف در ایهن مسهئله    هدف اضافه شده است. تا زمانی کهه  

باشههد، خروجههی بههه شههکل    تضههمین پایههداری نههامی مههی  

i iy C x حلی سهاده بهرای حهل     در نظر گرفته شده و راه

 شود. مسئله تخمین افق در حرکت ارائه می

بههه فههرم  (18)سههازی تههابع هزینههه  بههه منظههور همسههان

بین که حل آن ارائه شده اسهت؛   ساختاری کنتر  مد  پیش

با فرض 
| |

ˆ
j k j j ke x x  ( به شهکل خطهای   18)، تابع هزینه

 شود: تخمین زیر بازنویسی می
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 برای نقطه شروع الگوریتم: N=0با فرض 

(21) 
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(، مقهدار  21)با اعما  شرایط بهینگهی بهه تهابع هزینهه     

بهینه 
1|

ˆ
k kw 

 شود: به شکل زیر محاسبه می 
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گهر بهوده و بهه شهکل زیهر       بهره تخمهین  1Lکه در آن 

 شود: محاسبه می
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1که در آن 

0

TC R C  باشد. می 

برهمین اساس 
|

ˆ , 1,..., 1k j kw j N   صورت زیهر   به

 شوند: محاسبه می
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 :که در آن
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و 
j باشد: از روابط زیر قابل محاسبه می 
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زن  براساس روابط ارائه شده برای سیستم خطی، تخمین

حلیلی و در عین حا  دینامیکی برخوردار از حلی تبین  پیش

ای را  سازی نسهبتا سهاده   اگرچه پیاده بر این اساس باشد. می

حجم محاسبات بهه افهق تخمهین وابسهته     باشد ولی  دارا می

در ایهن مقالهه در رویکهردی جدیهد از یهک روش       باشهد.  می

منطبق بر فازی برای تعیین تطبیقی افهق تخمهین اسهتفاده    

 شود. می

دم قطعیت در فیلتر کالمن بهه شهکل فرآینهد    ع: 1نكته 

گوسی با متوسط صفر و کوواریهانس معهین در نظهر گرفتهه     

عمل با ماهیهت نهامعلوم بهودن عهدم      در شود. این فرض می

بهدون  بین  قطعیت در تعارض است. در مقابل در فیلتر پیش

آن را تخمهین زده و   در نظر گرفتن مدلی برای عدم قطعیت

زن، موجهب افهزایش قهوام و دقهت      نبا جبهران آن در تخمهی  

 شود. زن در مقابل نویزهای غیرگوسی می تخمین

در صورت گوسی بهودن نویزههای فرآینهد و در    : 2نكته 

بهین در حالهت    زن پهیش  نظر گرفتن افق یک بهرای تخمهین  

زن کالمن با یکهدیگر   زن پیش بین و تخمین نامقید، تخمین

  [.17ارز هستند ] هم

 افق تخمین فازی -4-2

حسگرهای اینرسهی   نویز و اغتشاش موجود بر روی خروجی

در مانورهای [. 18 -19]باشد  وابسته به نوع مانور خودرو می

حسگرهای اینرسی صهرفا تحهت تهاثیر      آرام خودرو، خروجی

هههای بههردار جازبههه زمههین تصههویر شههده در دسههتگاه  مؤلفههه

مختصات بدنه به همراه نهویز و اغتشهاش بها دامنهه محهدود      

بهرای تعیهین    حسهگرها ههای   د، و بنهابراین خروجهی  باش می

باشهند. امها بها     ها و موقعیت خودرو قابل اعتمادتر می سرعت

گیری یا ترمزهای شهدید خهودرو )مانورههای شهدید(      شتاب

ها  سنج شتاب حسگرهایخروجی  در توجهی  های قابل بایاس

جازبهه هسهتند. از    های شتاب غیر شود که مؤلفه مشاهده می

از مقادیر نامی خود فاصله گرفتهه و   حسگرهاوجی رو خر این

هها و   عنوان مرجعی برای تعیهین سهرعت   ها به توان از آن نمی

قابهل   ههای  مولفهه از موقعیت استفاده نمهود. بنهابراین یکهی    

با توجه به شرایط جهاده نیهاز بهه تنظهیم      توان تنظیم که می

بدین صورت که در  باشد. تنظیم نمود افق تخمین میبرخط 

تر و در مانورهای شهدید افهق    نورهای آرام افق تخمین کمما

شود. این امر نه تنها موجب افزایش  تخمین بیشتر تعیین می

شود بلکهه موجهب کهاهش بهار محاسهباتی       دقت تخمین می

 شود. الگوریتم تخمین نیز می

 بههرایتوابههع عضههویت فههازی براسههاس توضههیحات بههالا،  

شهده اسهت. بهه    ارائهه   3سیستم ناوبری اینرسهی در شهکل   

همین منظور سیستم فازی طراحی شامل دو ورودی و یهک  

 شود.  خروجی در نظر گرفته می

 
 )الف(

 

 (ب)

   ها سنج )الف( نرم شتاب فازیتوابع عضویت : (3)شكل 

 ها های ژیرسکوپ )ب( نرم داده
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 شوند: های سیستم فازی به شکل زیر محاسبه می ورودی

(26) 
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زن بهه ازای ههر    برای تعریف سیسهتم فهازی در تخمهین   

شود. این توابع عضویت  ورودی، سه مجموعه فازی فرض می

شهوند، کهه    نمایش داده می Hو  S ،Mبا حروف اصلی بزرگ 

باشند. براساس  ترتیب مخفف کوچک، متوسط و بزرگ می به

قهانون بهرای ایهن     9تجربه فنی در سیستم ناوبری اینرسهی،  

 شود.  کل زیر تعریف میسیستم به ش

(27) 

Rule 1: if 1  is S and 2   is S  then 1oN     

Rule 2: if 
1  is S and 

2   is M then 2oN    

Rule 3: if 1  is S and 2   is H then 3oN   

Rule 4: if 
1  is M and 

2  is S  then 4oN   

Rule 5: if 1  is M and 2  is M then 5oN   

Rule 6: if 1  is M and 2  is H  then 6oN   

Rule 7: if 
1  is H and 

2   is S  then 7oN   

Rule 8: if 1  is H and 2   is M then 8oN   

Rule 9: if 1  is H and 2  is H  then 9oN   

باشد، خروجی  و از آنجایی که افق تخمین عددی صحیح می

 شود: صورت زیر محاسبه می نهایی به

(28)   1oN N  

 باشد.  خروجی قوانین فازی می oNکه در آن 

 یتم محاسههبه تطبیقههی افههق تخمههین در سههاختار الگههور

هههای  ورودی 4. براسههاس شههکل ارائههه شههده اسههت 4شههکل 

بهردار  نرم یهک  بردار شتاب و  دو ترتیب نرم سیستم فازی به

باشهد.   ای حسهگرهای اینرسهی در لحظهه مهی     سرعت زاویهه 

ورودی  ههای  مولفهه عنهوان   عبارت دیگر این دو شاخص بهه  به

افق تخمهین در  و  شوند، مییک سیستم فازی در نظر گرفته 

بر اسهاس نهرم بردارههای اشهاره شهده       زن محاسبات تخمین

 شوند. مرتباً تنظیم می

 
 ساختار الگوریتم محاسبه افق تخمین: (4)شكل 

 سازی الگوریتم پیاده -5

ترازی در حرکت سهامانه   الگوریتم تخمین ارائه شده برای هم

ده یههاب جهههانی اسههتفا موقعیههت -ترکیبههی نههاوبری اینرسههی

 و ههای سهه محهوره    سهنج  شود. این سیستم شامل شتاب می

 Hz 111 روزرسهانی  های سه محوره با فرکانس به سکوپوژیر

باشد.  می Hz 94 افزاری با پهنای باند همراه یک فیلتر سخت

یاب  های موقعیت و سرعت مرجع توسط سامانه موقعیت داده

 شههوند. در روزرسههانی مههی  بههه Hz 1 جهههانی بهها فرکههانس 

هها و   سهنج  های شتاب از داده شده، ارائه  های تخمین ریتمالگو

 وعنهوان ورودی   گیری اینرسی به های واحد اندازه ژیروسکوپ

عنههوان  یههاب جهههانی بههه   هههای سههامانه موقعیههت   از داده

 شود.  ها و مشاهدات استفاده می گیری اندازه

منظهور ارزیهابی الگهوریتم ارائهه شهده بهرای تخمهین         به

سهازی   یسهتم نهاوبری اینرسهی و پیهاده    متغیرهای حالهت س 

بهرای   بین بها افهق فهازی    متمرکز مد  پیشالگوریتم تلفیق 

خهودرو   آزمایش ،سامانه ناوبری اینرسیترازی در حرکت  هم

خودرو  آزمایشهمین منظور دو  طراحی و اجرا شده است. به

های  شرقی در محیط در شهرستان آزرشهر، استان آزربایجان

 شده است. شهری طراحی و اجرا

 ها و تحلیل داده آزمایشنتایج  -6

مسیر حرکت خودرو و تغییرات ارتفاع خودرو در  5در شکل 

 5 در زمان تقریبهی  آزمایشارائه شده است. این  1#آزمایش

تغییهرات ارتفهاع    )ب(-5دقیقه انجام شده و براساس شکل 

 باشهههد. براسهههاس   مهههی m 21 در آن کهههم و در حهههدود 

شروع شهده و تها نقطهه     P1 ز نقطها آزمایش )الف(-5 شکل

P2 صورت تقریبی در یک مسیر مستقیم حرکت ادامه پیدا  به



 1                                     کانتری و همکاران سعید خان؛ راستایی... هم یبرا یبا افق فاز نبیشیمتمرکز مدل پ نیتخم تمیالگور یساز ادهیو پ یطراح

 

خهودرو در میهادین و    P7تا نقطه  P2کند. در مابین نقاط  می

حرکهت   و با مانورهای دینهامیکی مختلهف   مسیرهای مارپیچ

 کند.  اتمام پیدا می آزمایش P7داشته و در نقطه 

بهین   پیشزن  ریتم تخمینبه منظور بررسی عملکرد الگو

ارائهه شهده و اعتبارسهنجی آن، در ابتهدا نتهایج       با افق فازی

تخمین مسیر حرکت )موقعیت طو  از مبدا و عرض از مبدا 

ارائهه   6 شهکل در  1# آزمهایش جغرافیایی( خودرو در طهو   

سهنجی، نتهایج ایهن     شده است. همچنین بهه منظهور صهحه   

شده است. به منظهور   فیلتر کالمن مقایسهنتایج الگوریتم با 

ارائه  بین با افق فازی پیشحفظ اختصار در ارائه نتایج، فیلتر 

و فیلتر کالمن با عامت  "FPE"شده در این مقاله با عبارت 

"KF"     الگهوریتم  6نشان داده شده اسهت. براسهاس شهکل ،

ارائه شده، عملکرد بسیار خوبی نسهبت بهه    بین پیشتخمین 

دههد.   خمین مسیر مرجع ارائه میالگوریتم فیلتر کالمن در ت

بهه   افق تخمهین که در الگوریتم تخمین ارائه شده،  نکته این

صورت تطبیقی و متناسب بها مهانور خهودرو تغییهر کهرده و      

خطهای   سهازی  مهد  همچنین در این الگهوریتم محهدودیت   

در نتیجه گیری به شکل گوسی وجود ندارد،  تخمین و اندازه

تری در تخمین مسهیر نسهبت    پذیری و دقت بیش از انعطاف

 به فیلتر کالمن نامقید برخوردار است.

خطاهای تخمین موقعیهت )عهرض از مبهدا،     0 در شکل

طو  از مبدا جغرافیایی و ارتفاع( خهودرو ارائهه شهده اسهت.     

ارتفاع در الگوریتم تخمین خطای تخمین ، 0 شکلبراساس 

در  که این مسهئله  باشد، میفیلتر کالمن  تر از پیشنهادی کم

ههای   بسیاری از کاربردهای ناوبری و برآورد پسهتی و بلنهدی  

بسهیار  باشهد،   شهری، که تخمین ارتفاع دقیق بسیار مهم می

 . باشد مهم می

ههای خهودرو در    خطاههای تخمهین سهرعت    1 در شکل

 1دستگاه مختصات محلی ارائه شده است. براسهاس شهکل   

عت هر دو الگوریتم تخمین عملکرد مطلوبی در تخمهین سهر  

دارند، اما به دلیل تنظیم تطبیقی الگوریتم پیشنهادی، ایهن  

تری نسبت به فیلتر کالمن در تخمین  الگوریتم از دقت بیش

 سرعت دارد.

 
 )الف(

 

 (ب)

  مسیر حرکت خودرو)الف(  1# آزمایش: (5)شكل 

 تغییرات ارتفاع خودرو)ب( 

 
 تخمین مسیر طو  و عرض : (6)شكل 

 1# آزمایش جغرافیایی
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 1#آزمایش موقعیت تخمین  مقایسه خطای: (0)شكل 

 
 1# آزمایش سرعتتخمین  مقایسه خطای(: 1شكل )

تههر دو الگهوریتم تخمهین اسههتفاده    بهرای مقایسهه دقیهق   

میههانگین و انحههراف   2شههده در ایههن مقالههه، در جههدو     

معیههار خطاهههای تخمههین هههر دو الگههوریتم تخمههین در     

ایههن جههدو   ارائههه شههده اسههت. براسههاس     1# آزمههایش

ارائهه شههده در   بهین بها افهق فهازی     الگهوریتم تخمهین پهیش   

نسهبت بهه الگهوریتم فیلتهر      تهری  این مقاله عملکرد مطلهوب 

کههالمن در کههاهش میههانگین و انحههراف معیههار خطههای      

 تخمین دارد.  

بههین در  تههاثیر افههق پههیش  بههه منظههور بررسههی نحههوه 

 جغرافیههایی، قسههمتی از  تخمههین مسههیر طههو  و عههرض   

مانورهههای  s 11 شههامل کههه P3 الی نقطهههدر حههو آزمههایش

مقایسههه اسههتفاده شههد. در    باشههد، بههرای  دینههامیکی مههی 

موقعیهههت طهههو  و عهههرض    نتهههایج مقایسهههه  1 شهههکل

داده شههده اسهت. بهها توجهه بههه    جغرافیهایی خههودرو نمهایش  

تخمههین تهها یههک مقههدار خهها ،  افههزایش افههق بهها 1 شههکل

خطهها بههه میههزان چشههمگیری نسههبت بههه فیلتههر کههالمن     

 کند.  میکاهش پیدا 

 1# آزمایش مقایسه میانگین و انحراف معیار خطاهای تخمین در(: 2جدول )

 ناوبری های مولفه
 فیلتر کالمن  بین با افق فازی فیلتر پیش

میانگین خطای 
 تخمین

انحراف معیار خطای 
 (1σ±)تخمین 

 
میانگین خطای 

 تخمین
انحراف معیار خطای 

 (1σ±)تخمین 
 111/1- 1115/1  113/1- 14/1 (mیایی )جغراف خطای عرض از مبدا
 1125/1 1116/1  125/1 13/1 (mجغرافیایی ) خطای طو  از مبدا

 113/1 118/1  7/1- 58/2 (mخطای ارتفاع )
 1111/1 49/1  31/1 22/2 (m/s) خطای سرعت شمالی
 1113/1- 513/1  11/1- 19/2 (m/s) خطای سرعت شرقی

 1164/1- 493/1  135/1 32/2 (m/sخطای سرعت جنوب )

بههین در  ، فیلتههر پههیش2و نکتههه  1اسههاس شههکل  بههر

دلیهل سهاختار غیرگوسهی خهود نتهایج       مقدار افهق یهک، بهه   

دهههد. بهها  بهتههری در مقایسههه بهها فیلتههر کههالمن ارائههه مههی  

افههزایش افههق بههه مقههدار دو، ایههن خطهها بههاز کههاهش پیههدا   

تهر ایهن افهق، دقهت      کند، اما در ادامهه بها افهزایش بهیش     می

غییههر چنههدانی نداشههته و صههرفا بههار محاسههباتی افههزایش   ت

بهین متناسهب بها     خواهد یافت. بنابراین انتخهاب افهق پهیش   

نیهههاز از تنظهههیم افهههق در  مهههانور خهههودرو، طهههرا  را بهههی

صهورت تطبیقهی    مانورهای مختلهف کهرده و تغییهرات را بهه    

 اعما  خواهد کرد. 

 
تاثیر تغییرات افق در تخمین مسیر طو  و (: 1شكل )

  1# آزمایش بخشی از عرض جغرافیایی
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صهورت فهازی در    تغییرات افق پیش بین بهه  11در شکل 
  طو  الگوریتم تخمین ارائه شده است.

بین و مقایسه آن با فیلتر کالمن  نتایج تغییرات افق پیش
 بههه صههورت میههانگین و انحههراف معیههار خطههای تخمههین در 

افهق   تغییهرات  3جهدو    ارائه شده است. براساس 3جدو  
بین تا یک افق خا  موجهب کهاهش خطهای تخمهین      پیش
صهورت تطبیقهی توسهط الگهوریتم      شود که این افهق بهه   می

 پیشنهادی در مقاله قابل محاسبه خواهد بود.

 
 1# آزمایشتغییرات افق پیش بین در بخشی از (: 11) شكل

منظهور بررسهی بهتهر عملکهرد الگهوریتم ارائهه شههده         بهه 

در  2#آزمههایشتههر  رتفههاع بههیشدر تغییههرات ا خصههو  بههه

همههان شهههر و در یههک محههیط کوهسههتانی طراحههی و اجههرا 

 و تغییههرات ارتفههاع در شههکل آزمههایششههده اسههت. محههیط 

 تغییههرات )ب( -11 شههکل ارائههه شههده اسههت. براسههاس  11

باشههد. در ایههن  مههی m 91 حههدود ارتفههاع در ایههن آزمههایش

 1Pنقطههه از  min 5 خههودرو در زمههان تقریبههی   آزمههایش

به حرکت کهرده و در یهک حرکهت مهارپیچ تها نقطهه       شروع 

4P  4 کنههد. در نقطههه  حرکههت مههیP  تههرین  خههودرو بههیش

ارتفههاع خههود را تجربههه کههرده و پههس از دور زدن بههه نقطههه 

5P باشههد، بههاز  کههه تقریبهها نزدیههک نقطههه شههروع خههود مههی

  گردد. می

نتیجه تخمین مسیر حرکهت خهودرو ارائهه     12در شکل 

بهین بها افهق     زن پهیش  خمینت 12شده است. براساس شکل 

تری نسبت به فیلتر کهالمن دارد. ایهن    فازی عملکرد مطلوب

کههه از مانورهههای  آزمههایشخصههو  در ایههن  هعملکههرد بهه

 باشد. دینامیکی شدیدتری برخوردار است، مشهودتر می

 1# ایشآزمبین در بخشی از  مقایسه میانگین و انحراف معیار خطاهای تخمین با تغییر افق پیش(: 3جدول )

 های ناوبری مولفه

 (mاز مبدا جغرافیایی ) طول  (mاز مبدا جغرافیایی ) عرض

میانگین خطای 

 تخمین

انحراف معیار خطای 

 (1σ±)تخمین 
 

میانگین خطای 

 تخمین

انحراف معیار خطای 

 (1σ±)تخمین 

 16/1 127/1  14/1 -113/1 فیلتر کالمن

 11/1- 116/1  1123/1 1212/1 (N=1بین یک ) افق پیش

 115/1- 119/1  1134/1 1122/1 (N=2افق پیش بین دو )

 1112/1 11213/1  1112/1 -111/1 بین فازی افق پیش

 111/1- 1112/1  11211/1 1112/1 (N=10بین ده ) افق پیش

  
 )ب( )الف(

 )الف( مسیر حرکت خودرو )ب( تغییرات ارتفاع خودرو 2# آزمایش(: 11شكل )



  1411زمستان ، 4، شماره 71 دورهعلمی مکانیک هوافضا،  نشریه                                                                                                            12

 

خطای تخمین عرض از مبدا، طو  از مبهدا   13 در شکل

 براسههاس جغرافیههایی و ارتفههاع خههودرو ارائههه شههده اسههت.   

 تناسب با مانور خودروم افق تخمیندر نظر گرفتن  13شکل 

کاهش خطهای تخمهین در   موجب  الگوریتم پیشنهادی برای

الگوریتم پیشنهادی نسهبت بهه فیلتهر کهالمن شهده اسهت.       

در کانها  عمهودی سیسهتم     خصو  بهاختاف دو الگوریتم 

نههاوبری اینرسههی )ارتفههاع و سههرعت عمههودی( کههه خاصههیت 

 باشد. ناپایدار و حساس دارد مشهودتر می

 
  2# آزمایش جغرافیایی عرض و طو  مسیر تخمین :(12) شكل

هههای خههودرو در  خطههای تخمههین سههرعت 14شههکل در 

بهه   14مختصات محلهی ارائهه شهده اسهت. براسهاس شهکل       

در کانهها  عمههودی سیسههتم نههاوبری  دخههوا  موجههودلیههل 

اینرسههی خطههای چشههمگیری در تخمههین سههرعت عمههودی 

شههود. در مقابههل   مشههاهده مههی  فیلتههر کههالمن خههودرو در 

تهری از   نتهایج مطلهوب   بهین بها افهق فهازی     پهیش زن  تخمین

  دهد. خود در کاهش خطای تخمین ارائه می

میهههانگین و انحهههراف معیهههار خطاههههای  4 در جهههدو 

در  فیلتهههر کهههالمنو  پیشهههنهادی زن تخمهههین، تخمهههین

، 4 ارائهههه شهههده اسهههت. براسهههاس جهههدو    2#آزمهههایش

میههههانگین و انحههههراف معیههههار خطاهههههای تخمههههین در 

نسههبت بههه فیلتههر کههالمن کههاهش   زن پیشههنهادی تخمههین

عملکههرد ایههن  خصههو  بهههچشههمگیری پیههدا کههرده اسههت. 

زن در کانهها  عمههودی سیسههتم نههاوبری اینرسههی    تخمههین

 2# باشد. مشهودتر می)ارتفاع و سرعت عمودی( 

 2# آزمایشمقایسه میانگین و انحراف معیار خطاهای تخمین در (: 4) جدول

 ناوبری های مولفه

 فیلتر کالمن  بین با افق فازی فیلتر پیش

میانگین خطای 

 تخمین

انحراف معیار خطای 

 (1σ±)تخمین 
 

میانگین خطای 

 تخمین

انحراف معیار خطای 

 (1σ±)تخمین 

 112/1- 116/1  134/1- 19/1 (mمبدا جغرافیایی ) خطای عرض از

 1117/1- 1168/1  114/1- 19/1 (mخطای طو  از مبدا جغرافیایی )

 111/1- 147/1  144/1 55/2 (mخطای ارتفاع )

 11349/1 49/1  148/1 1/2 (m/sخطای سرعت شمالی )

 11396/1 46/1  146/1 9/1 (m/sخطای سرعت شرقی )

 1117/1- 38/1  33/1 8/1 (m/s) خطای سرعت جنوب

 
  2# آزمایشموقعیت تخمین  مقایسه خطای: (13)شكل 

 
 2# آزمایش سرعتتخمین  خطای مقایسه(: 14شكل )
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 گیری نتیجه -0

تهرازی در   دقت تخمین به ههم  افزایش منظور به مقاله در این

زن  اینرسهی توسهط تخمهین    حرکت سیستم ناوبری ترکیبی

در الگوریتم تخمین پرداخته شد.  ق فازیبا افبین  مد  پیش

محاسهباتی و افهزایش دقهت     بهار  منظور کاهش پیشنهادی به

زن، الگوریتم فازی برای تعیین افق تخمین متناسهب   تخمین

خهودرو   آزمهایش از خودرو مورد استفاده قرار گرفت.  با مانور

بهر الگهوریتم مهورد نظهر اسهتفاده شهد.        گهذاری  برای صهحه 

دست آمده، الگهوریتم پیشهنهادی عملکهرد     نتایج به براساس

قابل قبهولی در کهاهش خطهای تخمهین متغیرههای حالهت       

ههای رایجهی همچهون     سامانه ناوری اینرسی نسبت به روش

دلیهل در نظهر    فیلتر کالمن دارد. که این بهبهود عملکهرد بهه   

ههای   گیهری از زمهان   ههای انهدازه   ای از داده گرفتن مجموعهه 

ههها در  و اسههتفاده از آنودرو متناسههب بهها مههانور خههگذشههته 

  باشد. تخمین متغیرهای حالت در مرحله بعدی می

 1پیوست  -1

 بههه شههکل زیههر تعریههف    Mو  Fمههاتریس ( 9در معادلههه )

 :[1] شوند می
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