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 گرافیکی چکیده  ها برجسته

  ارتعاشات آزاد تیر تیموشنکو مخروطی

چرخان با لایه محرک پیزوالکتریک 

 . گیرد میقرار  موردمطالعه

  تئوری تغییر شکل برشی  بر اساستحلیل

 مرتبه اول انجام شده است.

 ای تیر، فرکانس  با افزایش سرعت زاویه

با  که یطور بهابد ی طبیعی افزایش می

بیشتر شدن سرعت افزایش، فرکانس 

 .یابد طبیعی با شیب تندتری افزایش می
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با لایه محرک در این پژوهش، ارتعاشات آزاد تیر تیموشنکو مخروطی چرخان 

 قرار گرفته است. جنس تیر از مواد تابعی موردمطالعهپیزوالکتریک 

FGM (Functionally Graded Materials)  و شرط مرزی ضخامت در راستای

تئوری تغییر  بر اساسیکسر گیردار متصل به هاب در نظر گرفته شده است. تحلیل 

شکل برشی مرتبه اول انجام شده است. در ابتدا، انرژی کل سیستم شامل انرژی 

روش   گیری ازا بهرهپتانسیل و جنبشی تیر و لایه پیزوالکتریک محاسبه شده و سپس ب

های طبیعی سیستم  سازی انرژی کل سیستم، فرکانس ریتز مبتنی بر کمینه -ریلی

استخراج شده است. در ادامه پس از اعتبارسنجی نتایج حاصل از طریق مقایسه با نتایج 

سایر محققان، تأثیر پارامترهای هندسی مختلف از قبیل ضخامت و پهنای تیر، شیب 

تیر، سرعت دورانی و همچنین ولتاژ پیزوالکتریک بر فرکانس طبیعی مخروط تیر، طول 

ای تیر، فرکانس طبیعی  با افزایش سرعت زاویهنتایج نشان دادند که  مطالعه شده است.

با بیشتر شدن سرعت افزایش، فرکانس طبیعی با شیب  که یطور به ابدی افزایش می

 .یابد تندتری افزایش می

 :ها کلیدواژه

 مخروطی چرخانتیر 

 مواد تابعی

 فرکانس طبیعی

 پیزوالکتریک

 لتئوری تغییر شکل برشی مرتبه او
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کیزوالکتریمحرک پ هیلا با یچرخان از جنس مواد تابع یمخروط موشنکویت ریت یعیطب یها فرکانس لیتحل   

 کیزوالکتریمحرک پ هیلا

 مقدمه -1

های هلیکوپتر،  در بسیاری از صنایع، قطعات دوار مانند پره

ها از ساختارهای  های توربین گازی و آنتن ماهوارهپره

شوند؛ لذا  یر دارای حرکت دورانی ساخته میپذ انعطاف

بر راندمان  مؤثرتحلیل ارتعاشات این قطعات و تعیین عوامل 

پژوهشگران قرار دارد. یکی از این  موردتوجهبسیار  ها آن

باشد. طراحان این  پارامترها فرکانس طبیعی سیستم می

ها سعی دارند با کم کردن وزن قطعات موجب  مجموعه

شوند.  افزایش پاسخ دینامیکی به ازای تحریکات کوچک 

بودن نیروی  توجه قابلفرکانس طبیعی این اجزا به علت 

سختی آن، تغییرات  گریز از مرکز و در نتیجه تغییر

کند. به این پدیده اثر سختی دورانی محسوسی پیدا می

شود. از طرفی تحقیقات  ناشی از سرعت دورانی گفته می

دهد لایه پیزوالکتریک موجب تغییر فرکانس  نشان می

طبیعی سیستم شده، به عبارتی با تغییر ولتاژ لایه 

 د.گیر پیزوالکتریک فرکانس طبیعی تحت کنترل قرار می

دلیل پیوستگی موجود در خواص  به تابعی هدفمند در مواد

ها  ها و گرادیان آن مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی، تنش

کنند که موجب استحکام ماده ای پیدا می حالت پیوسته

 خواص در ساختار مواد شود و همین تغییرات تدریجی می

های مختلف آن  موجب استحکام بین لایه تابعی هدفمند

هایی که باید  در حال حاضر از این مواد برای سازهد. شو می

د، استفاده ندرجه حرارت بالا مقاوم باشگرادیان در مقابل 

هدفمند  شود. امکان بهینه کردن تغییرات تنش در مواد می

های  تغییر مناسب پروفیل مواد ساختاری از ویژگیبا  تابعی

 [.4] برجسته این مواد است

هستند که در صورت اعمال فشار یا ها موادی  پیزوالکتریک

ها ظاهر  ها، بار الکتریکی در سطوح خاصی از آن تنش به آن

نام دارد که  شود. این پدیده، اثر پیزوالکتریک مستقیم می

طور معکوس هرگاه  برگشت است، یعنی به یک فرآیند قابل

ای با این خاصیت، در یک میدان الکتریکی واقع شود،  ماده

ها  و به این کاربرد پیزوالکتریک کند می ابعاد آن تغییر

کاربرد مواد  اخیر یها در سالشود. محرک گفته می

پیزوالکتریک بیشتر تحت سه عنوان سنسور، مبدل و محرک 

های پیزوالکتریک شکلی  در واقع محرک. شناخته شده است

از یک سیستم الکترومکانیک میکروکنترلی هستند که 

هایی  به حرکت تواند یها م به آنشده  میدان الکتریکی اعمال

در این تحقیق اثر  در ابعاد میکرومتر یا نانومتر تبدیل شود.

این کاربرد مواد پیزوالکتریک بر فرکانس طبیعی بررسی شده 

 است.

به دلیل کاربرد فراوان تیرها در صنایع مختلف، تحقیقات 

 0221انجام شده است. در سال  ها آنوسیعی روی ارتعاشات 

های تیر  تحلیلی فرکانس صورت به ]0[و گوگ  سوتول

 0288در سال  ]2[آوردند. یوکویوما  به دستچرخان را 

ارتعاشات آزاد تیر یکنواخت چرخان را به روش المان محدود 

ی قرار داد. موردبررسی را بعد سهای و  صفحه صورت بهو تیر 

ارتعاشات آزاد تیر چرخان را  ]1[لی و کویو  0221در سال 

ریتز فرکانس اصلی -بررسی کردند. همچنین از روش ریلی

تیر چرخان با کرنش اولیه در ریشه تیر را بررسی کرد. دو و 

تیر چرخان را با استفاده از  0224در سال  ]4[همکاران 

فرکانس طبیعی  ها آنهای توانی تحلیل دقیق نمودند. سری

در  ]5[آوردند. بانرجو  به دسترا  و شکل مودهای ارتعاشات

با استفاده از روش سختی دینامیک دقیق و  2110سال 

به ویلیامز فرکانس طبیعی تیر چرخان را –الگوریتم ویتریک

ارتعاشات یک تیر  ]1[فانگ و ژو  2101آورد. در سال  دست

تیموشنکو چرخان مخروطی ساخته شده از مواد تابعی در 

از روش  ها آنقرار دادند.  عهموردمطالراستای طول را 

 صورت مسئله بهریتز با در نظر گرفتن پاسخ -چبیشف

سازی در توابع مرزی و با کمینه ای چبیشف ضربچندجمله

های طبیعی تیر را استخراج کردند. انرژی سیستم، فرکانس

شش شرط مرزی مختلف برای تیر  ها آندر تحقیق 

بازونه و  0222ی قرار گرفت. در سال موردبررستیموشنکو 

ارتعاشات آزاد تیر مخروطی چرخان را مطالعه  ]2[خولیف 

یر شرایط مرزی مختلف بر فرکانس طبیعی تأث ها آنکردند. 

برای به دست  ]8[ارتعاشات را بررسی کردند. شیل هانسل 

تر، معادله دیفرانسیل  دقیق صورت بهآوردن فرکانس طبیعی 

قرار داشت به  موردمطالعهت خمشی تیر را ی که ارتعاشاجزئ

معادلات  ]2[ریتز به دست آورد. یو و شین    -روش ریلی

حرکت تیر یکسر گیردار چرخان با در نظر گرفتن اثر 

به کشیدگی و خمش تیر به کمک روش انرژی را  زمان هم

نشان داد این عوامل  ها آنآوردند. نتایج تحقیقات  دست
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 ]01[طبیعی دارد. لین و هیساو  یر زیادی بر فرکانستأث

ارتعاش تیر چرخان بر اساس تئوری برشی مرتبه اول را با 

همچنین تأثیر  ها آناستفاده از سری پاور محاسبه کردند. 

ی قرار موردبررستغییر شعاع هاب بر فرکانس طبیعی را 

ارتعاشات تیر چرخان با زاویه  ]00[دادند. چویل و همکاران 

کامپوزیت و کنترل با لایه  پیچش اولیه از جنس

پیزوالکتریک را به روش المان محدود محاسبه نمودند و 

نشان دادند که تغییر زاویه پیچش اولیه موجب تغییر پاسخ و 

 ]02[زاده و همکاران شود. زرینفرکانس طبیعی می

را  FGMارتعاشات تیر چرخان مخروطی شکل از جنس 

ی شش شرط مرزی ی قرار دادند. این تحقیق براموردبررس

مختلف و با استفاده از روش المان محدود انجام گرفته است. 

همچنین اثر جرم متمرکز و شعاع هاب را بر فرکانس طبیعی 

 ]01[آبادی  فتح 2100قرار دادند. در سال  موردمطالعه

با لایه  FGMارتعاشات آزاد و اجباری تیر از جنس 

پیزوالکتریک را بر مبنای تئوری برشی مرتبه اول 

قرار داد. وی اثر ضریب لاغری، ضریب بهره،  موردمطالعه

ضخامت لایه و پیزوالکتریک بر فرکانس پایه را تحقیق نمود. 

 FGMارتعاشات آزاد تیر چرخان از جنس ] 04[فانگ و ژو 

و  ریتز-در راستای محوری را با استفاده از روش ریلی

نتایج را برای  ها آنی قرار دادند. موردبررسریتز -چبیشف

ی قرار دادند. اکسنسر و آیدوگو موردبررسشش شرط مرزی 

ارتعاشات آزاد تیر چرخان از جنس کامپوزیت بر اساس  ]05[

های کلاسیک و برشی مرتبه اول و با استفاده از روش  تئوری

 ]01[کایا  2111ی قرار دادند. در سال بررس موردریتز را 

ارتعاشات آزاد تیر چرخان تیموشنکو را برای شرایط مرزی 

یر سرعت دوران را بر تأثمختلف بررسی کرد. او همچنین 

 فرکانس طبیعی بررسی کرد.

فرکانس  0280در سال  [02]ساب رحمانیام و همکاران 

طبیعی و شکل مودهای ارتعاش تیر چرخان با سطح مقطع 

و اینرسی دورانی  شکل ییرتغآیرودینامیک با در نظر گرفتن 

 هلویر و لیو و فریبرگ 0282سال  در مجاز را مطالعه کردند.

ماتریس سختی دینامیک تیر چرخان با در نظر گرفتن  [08]

محاسبه و ارتعاشات آن را دقیق  صورت بهسختی دورانی را 

تعادل  2111در سال  [02] بررسی کردند. سابان چو و اوران

دینامیکی تیر چرخان تیموشینکو را با سطح مقطع متقارن با 

و بدون در نظر گرفتن چرخش اولیه مطالعه کردند. در سال 

ارتعاشات آزاد تیر مخروطی  [21]اوزدمیر و کایا  2115

 را به روش انرژی بررسی کردند.چرخان تیموشینکو  دوطرفه

به مطالعه رفتار  ]20[سرپرست و همکاران  2121در سال 

 ارتعاشی و پایداری دینامیکی تیرهای متحرک 

 محوری در مقیاس کوچک پرداختند که بر روی 

پستـــرناک در یک محیـــط  -بستر ویسکوالاستیــک

از روش گالرکین برای  ها آنحرارتی قرار داشت.  -رطوبتـــی

تعیین مقادیر ویژه سیستم دینامیکی معادلات و مناطق 

نشان داد که  ها آنپایداری سیستم بهره گرفتند. تحقیق 

با  توان یمحــــرارتی را -اثرات مخرب شرایط رطوبتی

ی فونداسیون کاهش داد. در سال ها یژگیوتنظیم دقیق 

داری دینامیکی به بررسی پای ]22[ایلاخ و همکاران  2121

دهند با  دوگانه که سیال را انتقال می FGM های میکرو لوله

معادلات  ها آنشده پرداختند.  تئوری تنش کوپل اصلاح

ارتعاشی با شرایط مرزی را طبق اصل همیلتون به دست 

 2102در سال آورده و سپس با روش گالرکین حل کردند. 

ضی جدید یک مدل ریا ]21[ابراهیمی ممقانی و همکاران 

های عمودی با  برای تحلیل دینامیکی جریان دو فاز در لوله

ی با احتساب دوفازهای مختلف جریان  در نظر گرفتن مدل

برای حل معادلات از روش  ها آننیروهای اتلاف ارائه دادند. 

سازی گالرکین و تحلیل مقادیر ویژه استفاده کردند. گسسته

ی دوفازتقال جریان های ان نتایج آنان نشان داد که لوله

مستعد تجربه چندین پدیده دینامیکی هستند و پاسخ 

توجهی به کسر حجمی گاز وابسته  قابل طور بهدینامیکی لوله 

 است.

با لایه در این تحقیق، ارتعاشات آزاد تیر مخروطی چرخان 

قرار گرفته است. جنس تیر  موردمطالعهمحرک پیزوالکتریک 

باشد.  از مواد تابعی و شرایط مرزی یکسر درگیر با هاب می

تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول انجام  بر اساستحلیل 

شده است. در ابتدا، انرژی کل سیستم شامل انرژی پتانسیل 

و جنبشی تیر و لایه پیزوالکتریک محاسبه شده سپس با 

سازی انرژی  ریتز مبتنی بر کمینه -روش ریلی گیری از بهره

های طبیعی سیستم به دست آمده  کل سیستم، فرکانس

است. در ادامه تأثیر پارامترهای هندسی از قبیل ضخامت و 

پهنای تیر، شیب مخروط تیر، طول تیر، سرعت دورانی و 
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همچنین ولتاژ پیزوالکتریک بر فرکانس طبیعی مطالعه شده 

 است.

 روابط حاکم بر تیر -2

یک تیــر یکسر گیردار با سطح مقطع مخروطی  1شکل 

را نشان  Rپیزوالکتریک و شعاع هاب محرک چرخان با لایه 

دوران  zحول محور قائم   ای دهد که با سرعت زاویه می

 کند.می

 
تیر مخروطی چرخان از جنس مواد تابعی و لایه  (:1شکل )

 محرک پیزوالکتریک

 Lشعاع پایه صلب دوار یا هاب،  Rضخامت تیر،  hکه در آن 

شیب    شیب مخروط در راستای پهنای تیر،    طول تیر، 

پهنای تیر در ناحیه ریشه    مخروط در راستای ارتفاع تیر، 

 (x=R)ارتفاع تیر در ناحیه ریشه تیر در    و  (x=R)تیر در 

ی حاکم بر دوبعدباشد. برای به دست آوردن معادلات می

را مطابق یافته  شکل رییتغتیر، المانی از تیر اد ارتعاشات آز

 گیریم. در نظر می 2شکل 

جابجا   در اثر چرخش به نقطه    نقطه  2مطابق شکل 

 :]01[زیر است  صورت بهشود. بردار جابجایی این تغییر می
(0)  ⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗ 

 مکان نقطه قبل از جابجایی:
(2)            ,             ,        

 مکان نقطه بعد از جابجایی:

(1)              
        ,          

 
 )الف(

 
 )ب(

یافته. )الف( نمای  شکل رییتغتیر المانی از  (:2شکل )

 ]01[)ب( نمایی از مقطع تیر     جانبی از جابجایی نقطه 

از  موردنظرفاصله نقطه   شعاع هاب،  که در این روابط 

فاصله نقطه موردنظر از   جابجایی محوری،    هاب،  ابتدای

فاصله عمودی نقطه   ،   مرکز هاب در راستای محور 

چرخش   جابجایی خمشی و   از صفحه وسط،  موردنظر

 باشد.می موردنظر نقطه

بردار تغییر مکان   ⃗ بردار مکان قبل از جابجایی و   ⃗ اگر 

 کوچک داریم: یها ییجابجابعد از جابجایی باشد، برای 
 (4)   ⃗     ⃗     ⃗     ⃗⃗ 

( 1( و )2( و استفاده از روابط )0گیری از رابطه )و با مشتق

 داریم:

(5)   ⃗  [(    
     )      ] ⃗     ⃗

 (     ) ⃗⃗ 
 شود:زیر تعریف می صورت بهکرنش الاستیک 

(1)   ⃗    ⃗    ⃗    ⃗   [          ][   ] {
  
  
  
} 

کرنش  یها مؤلفه( 1( در رابطه )5( و )4با جایگذاری روابط )

 آید: به شرح زیر به دست می

(2) 
     (    

     )
 
 (  )

 
   

      

     
  (    

     )  
 های مرتبه بالا: از ترم نظر صرفبا 
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(8) 
      

      
(  )

 

 
 

      

     
    

باشد و از یک تابع ضخامت قطعه می FGMخواص مواد 

   )سمت قطعه 
 

 
   )تا سمت دیگر  (

 

 
آن  (

 :باشد یمزیر  صورت به

(2) 
 ( )  (     ) (

 

 
 
 

 
)
 

    

 ( )  (     ) (
 

 
 
 

 
)
 

    

توان  و به ترتیب بیانگر فلز، سرامیک pو  m ،cآن  که در

دلیل ثابت نبودن مقادیر  بهباشد. کسر حجمی ماده تابعی می

استفاده  ( )  و ( )  فوق در معادلات انرژی از فرم کلی

 شود. گیری میشده و در نهایت در راستای ضخامت انتگرال
 صورت بهانرژی پتانسیل تیر ناشی از خمش و چرخش آن 

 :]24[گردد  زیر تعریف می

(01)        
      

    

  در این معادله 
انرژی پتانسیل ناشی از خمش و     

  
باشد. انرژی  انرژی پتانسیل ناشی از پیچش تیر می     

 گردد: زیر تعریف می صورت بهخمش  ازپتانسیل ناشی 

(00)   
    ∭

      
 

 
  

 

 

 

 انرژی پتانسیل تیر -2-1

 ( خواهیم داشت:00( در رابطه )8با قرار دادن رابطه )

(02)   
    

 

 
∫ ∫    [  

      
(  )

 

 
]

 

    
 

 

 

 

 

 انرژی پتانسیل ناشی از پیچش تیر -2-2

( روی سطح مقطع تیر و حذف 02گیری از رابطه )با انتگرال

 های مرتبه بالا داریم: ترم

(01) 
  
    

 

 
∫  ( ) [ (  

 )
 
  (  ) 

 

 

    
 (  ) ]    

 باشد:می yممان دوم سطح تیر حول محور  Iکه در آن 

(04)   ∫    
 

 

 

 نویسیم:( می01رابطه ) یساز سادهبرای 

(05)   
 ( )    ( )  

 ( )

 ( ) 
 

باشد که در اثر  نیروی گریز از مرکز می ( ) در این رابطه 

( در 05آید. با جایگذاری رابطه ) می وجودبه چرخش تیر 

 ( داریم:00رابطه )

(01) 

  
    

 

 
∫  ( ) [ (

 ( )

 ( ) 
)

 

  (  )
 

 

 

  (
 ( )

 ( ) 
) (  )

 
]    

  
    

 

 
∫ [

  ( )

 ( ) 
  ( ) (  )

 
 

 

  ( )(  )
 
]    

نیروی گریز از مرکز در هر نقطه  ( ) آوردن  به دستبرای 

 آمده است داریم: به وجود  ای  از تیر که با سرعت زاویه

(02)  ( )  ∭     

 

 

 ∫  ( )   (   )  
 

 

 

زیر تعریف  صورت بهانرژی پتانسیل ناشی از پیچش تیر 

 :]24[گردد  می

 (08) 

  
    

 

 
∭(             )  

 

 

 
 

 
∭ (   

     
 )  

 

 

 

  
    

 

 
∫ ∫  (   

     
 )    

 

 

 

 

 

باشد. با جایگذاری  مدول برشی تیر می  در این رابطه 

 ( داریم:08( در رابطه )8معادله )

(02) 
  
    

 

 
∫ ∫  (    )

 
    

 

 

 

 

 
 

 
∫    (    )

 
  

 

 

 

باشد. پس  ضریب تصحیح برشی تیر می  در این رابطه 

 شود: زیر حاصل می صورت بهانرژی پتانسیل کلی تیر 

(21) 

     
 

 
∫   ( 

 )    
 

 

 

 
∫  (  )   
 

 

 
 

 
∫  (    )   
 

 

     
 در این رابطه:

(20) 
   ∫    

   ⁄

   ⁄

     

  ∫  
   ⁄

   ⁄
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k  و     ضریب تصحیح تنش برشی و ضرایب الاسیسیته

 گردد: زیر تعریف می صورت به    

(22) 
    

 ( )

   ( ) 
 

    
 ( )

 (   ( ))
 

 انرژی جنبشی تیر -2-3

باشد  زیر می صورت بهدر اثر چرخش تیر  Pسرعت نقطه 

]04[: 

(21)  ⃗⃗  
  ⃗

  
   ⃗⃗    ⃗⃗⃗ ⃗ 

 صورت بههای جابجایی ترم برحسبتوان  بردار سرعت را می

 زیر نوشت:
 (24)  ⃗⃗  ( ̇     ) ⃗  ( ̇     ) ⃗   ̇  ⃗⃗ 

سرعت  یها مؤلفه( 24( در رابطه )1با جایگذاری رابطه )

 آید: می به دستزیر  صورت به

(25) 
      ̇     
   (         )  
    ̇ 

 شود: زیر تعریف می صورت بهانرژی جنبشی 

(21)      
 

 
∫ ∫ (  

    
    

 ) ( )    
 

 

 

 

 

( انرژی 21( در رابطه )25(  و )24با جایگذاری روابط )

شود: جابجایی حاصل می یها مؤلفهجنبشی تیر برحسب 

 شود: زیر می صورت بهاول انرژی جنبشی  مؤلفه

(22) 
∫ ∫   

  ( )    
 

 

 ∫ ∫ (  ̇    )
 
 ( )    

 

 

 

 

 

 

 

 ∫ ∫ [  ( ̇)
 
           ̇]  ( )    

 

 

 

 

 

 باشد. پس: دوم و سوم ثابت می یها مؤلفه

(28) 
∫ ∫   

  ( )    
 

 

 ∫ ∫   ( ̇)
 
 ( )    

 

 

 

 

 

 

 ∫   ( ̇)
 
  

 

 

     

 شود: زیر می صورت بهدوم انرژی جنبشی  مؤلفه

(22) 
∫ ∫   

  ( )    
 

 

 ∫ ∫ [(      

 

 

 

 

 

 
   ) ]  ( )    

 ∫    
 ( )       

 

 

 

 شود: زیر می صورت بهسوم انرژی جنبشی  مؤلفه

(11) 
∫ ∫   

  ( )    
 

 

 ∫ ∫ ( ̇)  ( )    
 

 

 

 

 

 

 ∫   ( ̇)
   

 

 

 

 باشد. زیر می صورت بهپس انرژی جنبشی 

(10)      
 

 
∫ [  ( ̇)

 
    

 ( ) 
 

 

   ( ̇)
 ]    

 باشد: زیر می صورت به    و   ضرایب 

(12) (     )  ∫  ( )(    )

 
 ⁄

   ⁄

   

 روابط حاکم بر لايه پیزوالکتريک -3

روابط تنش و جابجایی الکتریک برای لایه پیزوالکتریک 

 :]24[باشد زیر می صورت بهدر تیر  کاررفته به

(11)        
     

          
                

شدت میدان    کرنش،  مؤلفه    تنش،  مؤلفه    که 

   الکتریکی،
تانسور الاسیسیته ماده پیزوالکتریک در       

ثابت کرنش پیزوالکتریک،     یک میدان الکتریکی ثابت، 

 باشد. جابجایی الکتریکی می   ثابت دی الکتریک و     

 انرژی پتانسیل لايه پیزوالکتريک -3-1

 :]24[باشد زیر می صورت بهانرژی پتانسیل لایه پزوالکتریک 

(14)              
مکانیکی  ترتیب انرژی پتانسیل به   و     در این رابطه که

 باشد.انرژی پتانسیل الکتریکی میو 

(15) 
       

 

 
∭{ } { }  

 

 

 
 

 
∭{ } { }  

 

 

 

       
 

 
∭(      )  

 

 

 
 

 
∭      

 

 

 

 باشد:زیر می صورت به انرژی پتانسیل مکانیکی

 (11)    
 

 
∭(      )  

 

 

 
 

 
∭(            )  

 

 

 

زیر نوشته  صورت به    نهایت سازی آن، درکه با ساده

 :دشو می

(12) 

   
 

 
∫   

 (  )
 
   

 

 

 

 
∫   (  )

 
  

 

 

 
 

 
∫∫      ( 

 )
 

 

 

  

 

 

  

     
   که در رابطه فوق

 شود:زیر تعریف می صورت به  
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(18)   
  ∫    

     
   

 
 ⁄

 
 ⁄

     

باشد که در اثر نیروی گریز از مرکز می ( )   همچنین

به وجود آمده است و رابطه   ای  چرخش تیر با سرعت زاویه

 :دشو یمزیر تعریف  صورت بهآن 

(12)   ( )  ∫   
   (   )  

 

 

 

 :دشوزیر تعریف می صورت به   و   و ضرایب 

(41)   
  ∫       ( )

   
 
 ⁄

 
 ⁄

   

چگالی لایه پیــزوالکتریک        که در رابــطه بالا 

 باشد:زیر می صورت به انرژی پتانسیل الکتریکیباشد. مـــی

(40)    
 

 
∭(    )  

 

 

 
 

 
∭(            )    

 

 

 

سازی رابطه فوق انرژی پتانسیل الکتریکی حال با ساده

 شود: زیر می صورت به

(42)    
 

 
∬ ∫ (     )( 

 )
 
    

 

 

    
 

 

 

زیر  صورت بهلایه پیزوالکتریک  در نهایت انرژی پتانسیل

 شود:  می

(41) 

      

 
 

 
∫   

 (  )
 
   

 

 

 

 
∫   (  )

 
  

 

 

 
 

 
∬ ∫ (     )( 

 )
 
    

 

 

 

 

 

 انرژی جنبشی لايه پیزوالکتريک -3-2

 آنچهبرای محاسبه انرژی جنبشی لایه پیزوالکتریک، مشابه 

شود. رابطه کلی  موشینکو گفته شد، عمل میبرای تیر تی

 :]24[باشد  زیر می صورت بهانرژی جنبشی 

(44)        
 

 
∫ [  

 ( ̇)
 
   

   ( ) 
 

 

   
 ( ̇) ]    

  در این رابطه ضرایب 
  و    

 : 

(45) (  
    

 )  ∫       ( )(    )
   

 
 ⁄

 
 ⁄

   

 باشد:زیر می صورت بهانرژی کل سیستم 

(41)               
              

 (  )محاسبه شدت میدان الکتريکی  -3-3

زیر  صورت بهباشد و رابطه آن  می   شدت میدان الکتریکی

  :]01[ است

(42)     
  

  
 

باشد. برای توزیع پتانسیل الکتریکی می   که در این رابطه

ابتدا توزیع پتانسیل الکتریکی    به دست آوردن رابطه 

 شود:یک تابع مرتبه اول در نظر گرفته می صورت به
(48)          

 الکتریکی در دو سر تیر داریم: با توجه به اختلاف پتانسیل

 (42) 
                 

 

 
 

                     
 

 
 

نیز ضخامت لایه     ولتاژ اعمالی و    که در این رابطه

( 84)باشد. با اعمال شرایط مرزی در رابطه پیزوالکتریک می

زیر حاصـل  صورت به   شده و تعیین    و    مقادیر

 شود: می

(51) 
  

  
 
 (

  
  
)   

    
  
  

 

 مخروطی تیر روابط -4

برای یک تیر مخروطی با سطح مقطع مستطیلی مطابق 

 گردد: زیر تعریف می صورت بهارتفاع و پهنای تیر  1 شکل

(50) 
    (    

 

 
) 

    (    
 

 
) 

 به ترتیب پهنا و ارتفاع سطح مقطــع تیر در    و    که

ضرایب نسبت شیب مخروط به ترتیب در     و     و    

 باشد. با این فرض دو جهت پهنا و ارتفاع سطح مقطع تیر می

زیر اصلاح  صورت بهپارامترهای ابعادی در معادلات انرژی 

 شود: می

(52) 
    (    

 

 
) (    

 

 
) 

    (    
 

 
) (    

 

 
)
 

 

 توان نتیجه گرفت، برای مقدار( می50از رابطه )

، برای مقطع تیر منشوری یا یکنواخت(         )

برای  مقطع تیر مخروط همگرا و(          ) مقدار

 مخروط وگرا خواهد بود. در (           ) مقدار

 از مقادیر فوق آمده است: 2شکل چند  2شکل 
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 )الف(

 

 )ب(

 

 )ج(

 

 )د(

های مختلف مقطع تیر برحسب تغییرات حالت (:2شکل )

(   )ب(         مخروط.  )الف( )ضرایب نسبت مقطع 

(   )د(            (   )ج( )           )

(            ) 

 تحلیل ارتعاشات آزاد -5

ی طبیعی تیر مخروطی از روش ها فرکانسبرای استخراج 

به روش تفکیک ریتز بهره گرفته شده است.  -حل ریلی

 را به فرم زیر در نظر گرفته شده  مسئلهمتغیرها پاسخ 

 است:

(51)  (   )   ̅( )      
 (   )   ̅( )      

ی جابجایی در راستای ها مؤلفه ( )̅ و  ( )̅ در این روابط 

x  شکل باشد.  فرکانس طبیعی سیستم می   )شکل مود( و

 شود:  زیر تعریف می صورت بهتابع چبیشف  بر اساسمودها 

(54) 
 ̅( )    ( )∑  

 

   

  ( ) 

 ̅( )    ( )∑  

 

   

  ( ) 

تعداد  Nضرایب مجهول شکل مود و    و    در رابطه بالا 

و  ( )  جملات لازم برای همگرایی پاسخ هستند. عبارات 

شود که برای ارضای شرایط توابع مرزی نامیده می ( )  

شود و برای شرط مرزی یکسر گیردار مرزی تعریف می

 زیر است: صورت به
(55)   ( )    ( )    

زیر تعریف  صورت بههم  ( )  از طرفی تابع چبیشف 

 :]04[شود  می
(51)   ( )     [(   )    

  (    )]     [   ] 

 انرژی پتانسیل کل سیستم برابر است با:

(52)       (           )
 (           ) 

(، 10(، )21)روابط ( در 54( و )51روابط ) با جایگزین کردن

 ( داریم:44) (،41)

(58) 

     
 

 
[
 
 
 
∫   

 

  
( ∑  

 

   

  ( ))

 

  
 

 

 ∫  
 

  
( ∑  

 

   

  ( ))

 

  
 

 

 ∫  (
 

  
( ∑  

 

   

  ( ))
 

 

 ( ∑  

 

   

  ( )))

 

  

]
 
 
 
      

گیری تابع انرژی کل ریتز، اساس کار مشتق -در روش ریلی

است که در نهایت     و    ضرایب شکل مود  برحسب   

 آید: زیر به دست می صورت بهمعادله    تعداد 

 (12) 
   

  

   
   

     
  

   
             (           ) 

آمده، ماتریس  به دستحال با استفاده از هر یک از معادلات 

 شود: زیر تشکیل می صورت بهضرایب 

(11) [
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
   

   
   

   
   

   
   

 

   
     

   
   

   
     

   
   

   
      
   

      
   

    
   

    
   

 

      
     

      
   

    
     

    
   ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

     

  

  

{
 
 
 
 

 
 
 
 
  
  
 

    
  
  
  
 

    
  }

 
 
 
 

 
 
 
 

    

  { ⃗⃗}
    

 

 زیر خلاصه نوشت: صورت بهتوان  که ماتریس فوق را می
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(14) ([ ]    
 [ ])     {

{ }

{ }
}   {

{ }

{ }
} 

 ماتریس جرمی و [ ]، سختی ماتریس [ ] در این رابطه
باشد. با مساوی صفر قرار  فرکانس طبیعی سیستم می   

معادله فرکانس ، (14) دادن دترمینان ماتریس ضرایب رابطه

 شود: حاصل می 4Nدرجه 
(15)    ([ ]    

 [ ])    

های طبیعی سیستم به دست با حل معادله فوق فرکانس

 آید.  می

 اعتبارسنجی محاسبات -6

در این بخش ارتعاشات آزاد تیر مخروطی چرخان از جنس 

 رداریگ کسریو با شرط مرزی مواد تابعی با لایه پیزوالکتریک 

آمده از  به دستشود. برای این منظور، ابتدا نتایج  بررسی می

های قبل برای ارتعاشات آزاد،  در بخش شده ارائهبندی  فرمول

سنجی شده، سپس تأثیر  با نتایج تحقیق سایر محققان صحت

قرار  موردمطالعهبر ارتعاشات آزاد  مؤثرپارامترهای مختلف 

بندی  گیرد. برای اعتبارسنجی نتایج حاصل از فرمول می

برای ارتعاشات آزاد تیر مخروطی چرخان از جنس  شده ارائه

مواد تابعی با لایه پیزوالکتریک، با توجه به در دسترس بودن 

ها در شرایط  سنجی پاسخ تحقیقات مشابه، اقدام به صحت

مختلف با منابع مشخص شده گردیده است. در همه موارد 

 نتایج دقت قابل قبولی به دست آمده است. 

بعد اول تا های طبیعی بیقایسه فرکانسنتایج م 1در جدول 

( از جنس         سوم تیر منشوری چرخان )

( و بدون لایه پیزوالکتریک و غیردوار با n=0آلومینیوم )

√     نشان داده شده است ) ]04[مرجع 
    

    
(. در 

مرجع مذکور ارتعاشات آزاد یک تیر مخروطی چرخان از 

قرار گرفته است. در استخراج  یموردبررسجنس مواد تابعی 

نتایج این جدول از چهار جمله اول سری چبیشف استفاده 

بیانگر انطباق خوب نتایج این  1نتایج جدول  شده است.

 باشد.می ]04[تحقیق با نتایج مرجع 

نتایج مقایسه فرکانس طبیعی اول، دوم و سوم  2در جدول 

ارتعاشات آزاد تیر چرخان از جنس مواد تابعی با لایه 

با  ⁄             پیزوالکتریک و سرعت دورانی 

نشان داده شده است. در استخراج نتایج این  ]24[مرجع 

جدول از لایه پیزوالکتریک بدون ولتاژ الکتریکی با شرایط 

 ار جمله اول سری چبیشف استفاده شده است. زیر و از چه
          
         
          (         ⁄ ) 
              

  (       ⁄ ) 

 

ی تیر برا  بعد طبیعی بیفرکانس  سهیمقا(: 1جدول )
 منشوری غیردوار از جنس آلومینیوم بدون لایه پیزوالکتریک

  بعد فرکانسی طبیعی بی
 اول  دوم سوم 

 ]04[مرجع  1240/1 282/01 218/11

 تحقیق حاضر 0142/1 212/04 208/11

 درصد خطا 1/1 1/8 1/2

ی تیر چرخان از براطبیعی فرکانس  سهیمقا(: 2جدول )
 جنس مواد تابعی با لایه پیزوالکتریک

  (Hz)  فرکانسی طبیعی

  اول دوم سوم

 ]24[مرجع  05/224 81/5124 22/04125

 تحقیق حاضر 08/0112 21/1211 25/05158

 درصد خطا 1/8 82/2 2/1
 

آزمون تعداد جملات لازم سری برای  -1-6

 همگرايی نتايج

دستیابی به تعداد جملات لازم برای سری چبیشف  منظور به

، فرکانس طبیعی تیر 3جهت همگرایی پاسخ، در جدول 

جمله  8چرخان با مواد تابعی بدون لایه پیزوالکتریک برای 

 اول سری چبیشف نشان داده شده است. 

ی تیر چرخان با مواد تابعی براطبیعی  فرکانس(: 3جدول )

 جمله اول سری چبیشف 8برای 

 اول  دوم سوم چهارم پنجم ششم هفتم هشتم

2/
28

0
 

2/
28

0
 

2/
28

0
 

12/
28

0
 

12/
28

0
 

04/
28

5
 

02/
00

12
 

81/
12

11
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دهد برای جملات نشان می 3که نتایج جدول  طور همان

افتد و  چهارم به بعد تغییری در فرکانس طبیعی اتفاق نمی

در نظر گرفتن چهار جمله از سری چبیشف برای دستیابی 

 کند.به نتایج مطلوب کفایت می

بخش تأثیر پارامترهای مختلف هندسی و خواص در این 

تیر مخروطی چرخان از جنس مواد تابعی با لایه مادی 

بررسی های طبیعی آن محرک پیزوالکتریک بر فرکانس

گردد. برای این منظور، خواص مواد تابعی و پیزوالکتریک  می

در نظر گرفته شده است. همچنین  5و  4طبق جداول 

 آمده است. 6مشخصات هندسی تیر در جدول 

 ]24[ی خواص مواد تابع(: 4جدول )

(
  

  
)     (   )    (

  

  
)     (   )      

5211 211 2211 21 1/1 

 اده پیزوالکتریکخواص م(: 5جدول )

    (   )   (
 

  
)     (

 

     
)      

2511 021 5/1- 112/0 

 )واحدها به متر است( مشخصات هندسی تیر (:6جدول )

 L       R 

 FGM 0/1 10/1 10/1 10/1تیر 

 10/1 110/1 10/1 0/1 لایه پیزوالکتریک

 بررسی نتايج -7

در این بخش تأثیر تغییرات طول تیر بر ارتعاشات آزاد تیر 

مخروطی چرخان از جنس مواد تابعی با لایه پیزوالکتریک 

 نشان داده شده است. 3شکل بررسی شده است. نتایج در 

افزایش طول تیر، فرکانس دهد با  نتایج این شکل نشان می

ابد زیرا با افزایش طول تیر جرم آن ی طبیعی تیر کاهش می

افزایش و سختی آن کاهش یافته و نهایتاً فرکانس طبیعی 

یابد. همچنین این نمودار بیانگر آن  سیستم نیز کاهش می

است که وجود لایه محرک پیزوالکتریک، باعث افزایش 

های  افـــزایش در طولشود که این های تیر میفرکانس

که با افزایش  شود یمملاحظه تر است. تر تیر محسوسکوتاه

کاهش  رفته رفتهطول تیر، اثر شرایط مرزی دو سر سازه 

های زیاد از های طبیعی برای طولیافته و در نتیجه فرکانس

  شوند.تیر به یکدیگر نزدیک می

 
تیر از  یعیبر فرکانس طب طول تیر چرخان ریثأت(: 3شکل )

جنـس مواد تابعی در دو حالت با و بدون لایه پیزوالکتریک 

(      1 1 ،    1 10  ) 

تأثیر پهنای تیر بر فرکانس طبیعی آن برای  4شکل در 

های مثبت )همگرا( بررسی شده  های مختلف با شیبارتفاع

 است.

 
تأثیر شیب مخروط در راستای پهنای تیر بر (: 4شکل )

طبیعی برای مقادیر مختلف شیب در راستای ارتفاع فرکانس 

 (      و          ،           )

مشخص است با افزایش شیب  4شکل که در  طور همان

همگرا،  صورت بهمخروط در هر دو راستای پهنا و ارتفاع تیر 

جرم تیر کاسته شده و موجب افزایش فرکانس طبیعی 

 شود.  سیستم می

شیب مخروط پهنای تیر بر فرکانس  ریتأث 5شکل در 

های منفی )واگرا( بررسی  طبیعی تیر چرخان برای شیب

 شده است. 
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تأثیر شیب مخروط پهنای تیر بر فرکانس (: 5شکل )

 طبیعی تیر چرخان برای مقادیر مختلف شیب مخروط ارتفاع

 (      و         ،           )تیر 

که در نمودارها مشخص است با کاهش شیب  طور همان

مخروط در هر دو راستای پهنا و ارتفاع تیر، جرم تیر افزایش 

 شود.  یافته و موجب کاهش فرکانس طبیعی سیستم می

پهنای مختلف تیر  برحسبشعاع هاب  ریتأث 6در شکل 

مخروطی چرخان بر فرکانس طبیعی ارتعاشات آزاد آن 

 بررسی شده است.

 
ی عیــــس طبـــبر فرکان هابشعاع  ریـــثتأ (:6شکل )

 (      و          ،          ،          )

مشخص است با افزایش شعاع هاب  6شکل که در  طور همان

فاصله مرکز جرم تیر یا محور دوران بیشتر شده و صلبیت 

یابد و فرکانس طبیعی سیستم افزایش  تیر افزایش می

 یابد. می

تأثیر ولتاژ تحریک مواد پیزوالکتریک بر  7شکل در 

شکل ارتعاشات آزاد تیر مخروطی چرخان بررسی شده است. 

دهد با افزایش ولتاژ لایه پیزوالکتریک فرکانس  نشان می 7

طبیعی افزوده شده و علت آن افزایش انرژی پتانسیل کل 

 باشد. تیر و در نهایت افزایش سختی تیر می

 

 
ولتاژ تحریک پیزوالکتریک بر فرکانس  ریثأت(: 7شکل )

و        ،          ،       )طبیعی تیر چرخان 

             ⁄) 

بر فرکانس چرخان  ریچرخش تسرعت  ریتأث 8شکل در 

که  طور همان طبیعی ارتعاشات آزاد تیر بررسی شده است.

ای تیر، فرکانس طبیعی  رود با افزایش سرعت زاویه انتظار می

یابد. دلیل این امر افزایش نیروی گریز از مرکز که  افزایش می

تی تیر معادل نیروی کشش در تیر است، باعث افزایش سخ

 گویند.دورانی میشود که به آن سخــــتی  می

 
سرعت چرخش تیر بر فرکانس طبیعی  ریتأث(: 8شکل )

 (         و        ،          ،       )

تأثیر ضخامت لایه پیزوالکتریک بر فرکانس  9شکل در 

طبیعی ارتعاشات آزاد تیر مخروطی چرخان بررسی شده 

با افزایش ضخامت لایه پیزوالکتریک انرژی پتانسیل است. 

تیر افزایش یافته که موجب افزایش فرکانس طبیعی سیستم 

 کند. این مطلب را تأیید می 9شکل شود و  می

تأثیر ضریب کسر حجمی بر فرکانس طبیعی  11شکل در 

 .ارتعاشات آزاد تیر مخروطی چرخان بررسی شده است
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ضخامت لایه پیزوالکتریک بر فرکانس  ریتأث(: 9شکل )

و        ،          ،       )طبیعی تیر چرخان 

         ) 

 
ضریب کسر حجمی بر فرکانس طبیعی تأثیر  (:11) شکل

،          ،       )ارتعاشات تیر مخروطی چرخان 

 (         و        
با افزایش ضریب کسر حجمی از خاصیت سرامیکی آن 

شود. با افزایش  کاسته شده و به خاصیت فلزی افزوده می

میزان فلز سیستم، جرم آن افزایش یافته و در نهایت 

یابد. ضمناً این کاهش در طبیعی آن کاهش می یها فرکانس

 تر است.مقادیر پایین کسر حجمی محسوس

 گیرینتیجه -8

در این تحقیق، ارتعاش آزاد یک تیر مخروطی چرخان از 

 موردمطالعهجنس مواد تابعی با لایه محرک پیزوالکتریک 

مانند طول تیر،  مسئلهقرار گرفته و اثر پارامترهای مختلف 

های مخروطی پهنا و ارتفاع، شعاع هاب، ولتاژ  شیب

پیزوالکتریک، سرعت چرخش و ضخامت لایه پیزوالکتریک 

 قرار گرفت. یموردبررسطبیعی آن  یها فرکانسروی 

 نتایج نشان داد که:

  با افزایش طول تیر فرکانس طبیعی کاهش

 ابد.ی می

 و  با افزایش شیب مخروط در دو راستای پهنا

ارتفاع تیر از صفر تا یک )همگرا( فرکانس طبیعی 

ابد. همچنین با کاهش این ضریب از ی افزایش می

صفر تا منفی یک )واگرا( فرکانس طبیعی کاهش 

 یابد. می

  صورت بهبا افزایش شعاع هاب فرکانس طبیعی 

 ابد.ی خطی افزایش می

  با افزایش ولتاژ پیزوالکتریک فرکانس طبیعی

 ابد.ی خطی افزایش می تصور بهتقریباً 

 ای فرکانس طبیعی افزایش  با افزایش سرعت زاویه

با بیشتر شدن سرعت افزایش  که یطور بهابد ی می

 یابد. فرکانس با شیب بیشتری افزایش می

  با افزایش ضخامت لایه پیزوالکتریک فرکانس

 ابد.ی خطی افزایش می صورت بهطبیعی تقریباً 

  سرامیک بیشتر از مواد فرکانس طبیعی برای مواد

 فلزی است.
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 The free vibration of rotating tapered 

Timoshenko beam with piezoelectric 

layer has been studied.  

 The first-order shear deformation 

theory has been used to drive 

governing equations. 

 By increasing the angular velocity, 

the natural frequency increases so 

that as the increasing velocity 

increases, the natural frequency 

increases with a steeper slope. 
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In this research, the free vibration of rotating tapered Timoshenko beam 
with piezoelectric layer has been studied. It is assumed that the beam is 
made of Functionally Graded Materials (FGM) through the thickness 
direction and the boundary condition is a cantilever attached to the hub. 
The first-order shear deformation theory has been used to drive 
governing equations. At first, the total energy of the system such as 
potential and kinetic energies for the beam and piezoelectric layer has 
been derived, and then the natural frequencies of the beam have been 
determined by the Ritz approach based on minimizing the total system 
energy. After verifying the results by comparing them with other research, 
the effects of some parameters such as hub radius, rotational speed, taper 
ratios, rotary inertia, material gradient, piezoelectric voltage, and beam 
thickness on the natural frequencies of the tapered Timoshenko beam 
have been studied in detail. The results showed that with increasing the 
angular velocity of the beam, the natural frequency increases so that as 
the increasing velocity increases, the natural frequency increases with a 
steeper slope. 
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