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است.  شده واقع موردبحثدر این مطالعه، انتشار امواج در تک لایه ایزوتروپیک عرضی 

ها  جهت یافتن تنشکه باشد هدف از این مقاله، پیدا کردن توابع گرین انتشار امواج می

های حاصل از نشر موج نیروهای هارمونیکی که روی سطح تک لایه  تغییرمکانو 

معادلات انتشار امواج در تک لایه ایزوتروپیک  ، صورت گرفته است.اند شده واقع موردنظر

توابع  باشند که با استفاده از عرضی، معادلات دیفرانسیل پیچیده با مشتقات جزئی می

شوند. سپس معادلات  تبدیل می پتانسیل، معادلات حاکم به دو معادله مجزا

با استفاده از تبدیل هنکل در راستای شعاعی و سری فوریه در راستای  آمده دست به

شوند که به کمک شرایط مرزی حاکم بر  تری تبدیل می محیطی، به معادلات ساده

منظور صحت و دقت نتایج عددی  گردند. به حل می یراحت بهاین معادلات  مسئله

است. نتایج عددی حاصل از نشر موج  شده ارائهای  یک رویکرد مقایسه، آمده دست به

های مختلف، مورد  و جنس  ، بارگذاری برای تک لایه ایزوتروپیک عرضی تحت فرکانس

نتایج مهم حاصل از این تحقیق این است که  ازجملهاند.  شده قرارگرفته لیوتحل هیتجز

را دارا  تغییرمکانتوابع گرین تنش و  بیشینه Glass/Epoxy ی ایزوتروپیک عرضی ماده

چنین بارگذاری حلقوی باعث ایجاد ماکزیمم زاویه فرکانس حاصل از نشر  باشد و هم می

 گردد. موج برای توابع گرین تنش و جابجایی می
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 مقدمه -1

در تک لایه ایزوتروپیک عرضی، ناشی از یک  اجموا رنتشاا

در مهندسی  توجه قابلمباحث  ازجملهمنبع هارمونیکی 

های گوناگون  باشد. دلیل این امر کاربرد مکانیک جامدات می

باشد. با  های پانل ساندویچی می خصوص در رویه این مواد، به

توجه به این امر که استفاده از خاصیت ایزوتروپیک عرضی 

های چوب و مواد لاستیکی  لایه ازجملهدر بسیاری از مصالح 

 ازجملهری از صنایع محدود، در بسیا باضخامتفشرده 

توان از  های نظامی و هوافضا کاربرد زیادی دارد، می سازه

سازی اثر انفجار )با استفاده از  کاربرد تحقیق حاضر برای مدل

( در روی این مصالح استفاده کرد. راکیدتابع دلتای 

چنین در نظر داریم، تحقیق حاضر معادلات رفتاری  هم

 نهیدرزمت محدود مصالح ایزوتروپیک عرضی با ضخام

گیرد که در مراجع علمی به این حالت  مکانیک را در برمی

 است. شده پرداختهخیلی کمتر 

 زوتروپیا یها طیدر مح یکینامید نیتعیین توابع گر 

 نهیدر زم یا هیپا است. مقاله  قرارگرفته یموردبررس لیتفص به

 باشد یم مربوط به لمب زوتروپیا یها طیانتشار امواج در مح

وارد  کیاز بار هارمون یاج ناشمقاله، انتشار امو  نیاو در ا .[0]

کرده  یرا بررس  تینها یب مهیو ن زوتروپیا طیمح کیبر 

و سه  یرا در دو حالت دو بعد تغییرمکان دانیاست و م

در  یادیبعد از لمب محققان ز. به دست آورده است یبعد

اند و  کرده قیتحق زوتروپیا یها طیانتشار امواج در مح نهیزم

 توان یاند که از آن جمله م را ارائه کرده یا گسترده  قاتیتحق

انتشار امواج و  [3] سدو  سیرا. [6] به آخنباخ اشاره کرد

جلو بردند؛  یرا با استفاده از روش المان مرز موج یپراکندگ

را  یمعادله انتگرال مرز ن،یتابع گر کیکمک  به  ها آن

 یمجموعه محدود از روابط جبر کیتوسعه داده و به 

توانستند، دو  نیابع گروت یریکارگ بهبا  . سپسکردند  کیتفک

 به دست طیمح یهاو تنش ها ییجابجا یبرا یانتگرال فرم 

 آورند.

کارا و مؤثر در  یروش عنوان بهاستفاده از توابع پتانسیل 

 موردتوجههمواره  یتسهیل حل مسائل پیچیده مقادیر مرز

از محققین در  یبسیار که یطور به محققین قرار داشته است

تبدیل  یبرا ه نیز از این توابعالاستیسیت یحوزه مسائل تئور

تر و بعضاً هساد یمعادلات پیچیده حاکم بر مسئله به معادلات

اند. در این میان  بهره برده شده شناخته یمفاهیم فیزیک یدارا

در حوزه  [4] توسط هاردینگ و اسندون شده ارائه یهاحلراه

توابع پتانسیل در  یریکارگ بهبا توجه  مسائل الاستواستاتیک

حل این مسائل از اهمیت  یبرا یکنار تبدیلات انتگرال

 یطمح یکپاسخ  [5] پکباشد.  یبرخوردار م یبسزای

مدفون  یبارگذار یکبه  یمتناه یمهن یو ارتجاع ایزوتروپیک

به  یلرا با استفاده از روش توابع پتانس یزمان یکهارمون

 دست آورد.

از مواد غیر  روزافزونحال حاضر با توجه به استفاده  در

 ینانتشار امواج در ا ینهدر زم یقاتبه تحق یازن یک،ایزوتروپ

اکثر صنایع نظامی مانند  شود. احساس می یشترها ب طمحی

غیر  یتخاص یداراهای هلیکوپتر  و پره ضدگلولههای  جلیقه

در  ی. با توجه به ملاحظات کاربردندباش می یکایزوتروپ

 معمولاً یکغیر ایزوتروپ یها محیط ی مکانیک،مهندس ینهزم

 .شوند مدل می یکو ارتوتروپ عرضی یزوتروپیکا صورت به

با رفتار  یها طیمح یبرا یکیاستات نیتوابع گر نییتع

 یموردبررس نیتوسط محقق زین عرضی یکزوتروپیا

از  یناش یکیاستات نیتوابع گر [2] و چو  است. پن  قرارگرفته

 مهیو ن تینها یب یها طیمحی را برا یا نقطه  یبارگذار

 یتونو پ بو چوالد  کردند. هئارا عرضی یکزوتروپیا تینها یب

یمه های ن مربوط به محیط ینامیکمسائل الاستود [8, 0]

را  یسطح یاثر بارگذار تحت عرضی یزوتروپیکنهایت ا بی

چن و همکاران توانستند، انتشار موج ریلی را  کردند. یبررس

از سیال را  شده اشباعدر نزدیکی سطح محیط متخلخل 

، توابع [01] . لیانگ و همکاران[0]قرار دهند  یموردبررس

گرین یک محیط متخلخل اشباع با رفتار ایزوتروپیک عرضی 

بود  قرارگرفتهرا که تحت نیروهای مدفون یکنواخت دایروی 

 ی هیبر پا ،معادلات حرکت؛ قراردادندو بررسی  موردمطالعهرا 

و با کمک انتگرال هنکل و بسط   شدند انیب  Ui-P  یا فرموله

 نتقال داده شدند.هنکل ا-سری فوریه، به فضای فوریه

 ونیکه منجر به ارائه فرمولاس یاضیر دهیچیپ یها لیتحل

 تر حیدرک صح امکان  گردند، یانتشار امواج م مسئله قیدق

راستا  نیادر  .ندینما یانتشار امواج را فراهم م کیزیف

 یجداساز یکامل برا لیدو تابع پتانس [00] یقاد یاسکندر

 یکزوتروپیا یکینامیالاستود معادلات حرکت در مسائل 



 
 

 

 بیگلریو  تیموری 15

 3 315700( 3011) 361مکانیک هوافضا                             زاده و همکاران  محمدهادی حسین

3/ شماره 18/ دوره 1411مکانیک هوافضا/ سال   

با  [06] رحیمیان و همکاران. ارائه کرده است عرضی

 توسط اسکندری شده ارائهاز توابع پتانسیل کامل  گیری بهره

های نیمه  در حل مسائل محیط ،پکروش از  استفادهو با 

، رویکردی جدید را در تعیین یکنهایت ایزوتروپ بی

ارائه  عرضی یکهای یک محیط ایزوتروپ ها و تنش تغییرمکان

گیری از توابع  با بهره [03] خجسته و همکاران  .دادند

 یپاسخ دینامیکی، قاد یاسکندرتوسط  شده ارائهپتانسیل 

هارمونیک  یتحت بارگذار عرضی یکایزوتروپ یفضا مینیک 

خجسته و  قراردادند. و تحلیل یموردبررسدر عمق آن را 

با استفاده از توابع پتانسیلی که توسط  [05, 04] همکاران

رویکرد  یریکارگ بهو با  است شنهادشدهیپ قادی  اسکندری

توابع گرین یک محیط ، توسط رحیمیان و همکاران شده ارائه

 عرضی یکیک نیم فضای دولایه ایزوتروپ طور نیهمدوگانه و 

 ها آنرا برای یک بارگذاری دلخواه هارمونیک در درون 

در  ها آنتوسط  افتهی انجاممطالعات  درواقع؛ تعیین نمودند

باشد و بارهای اعمالی بیانگر حالت  رشته مهندسی عمران می

زمین با  یساز مدلبار وارده به زمین بوده، بنابراین برای 

مهندسی مکانیک در  که یدرحال، اند کاررفته بهعمق نامحدود 

و همکاران  یاکبرباید ضخامت محدود در نظر گرفته شود. 

 مهین طیمح کی یبه محور عمود نامتقارن نیتوابع گر

 موردبحثرا  عرضی یکزوتروپیبا رفتار ا FGM مواد  تینها یب

 تینها یب کاملاً طیمح کیو همکاران  یظفر .[02] قراردادند

 موردبحثرا  عرضی یکزوتروپیرفتار ا با FGM  مواد 

 و یا نقطه یروین تأثیررا تحت  طیمح نیا  ها آن؛ قراردادند

 یموردبررس  ،یکیاستات ی شده مدفون کنواختی یروهاین

های ریلی، لاو و استونلی در یک محیط  . موج[00] قراردادند

متخلخل اشباع با رفتار ایزوتروپیک عرضی توسط محمودیان 

قرار گرفت. در این مقاله از سیستم  یموردبررسو همکاران 

و تمامی معادلات در این  شده استفادهمختصات کارتزین، 

توانستند سرعت و ضریب  ها آن. اند آمده دست بهسیستم، 

 آورده و با هم دیگر به دستمیرایی هر سه نوع موج را 

، توابع گرین [00]. اسکندری و احمدی [08]مقایسه کنند 

نهایت ایزوتروپیک عرضی را  استاتیکی یک محیط نیمه بی

مورد تقویت قرار  tکه به کمک یک ورق نازک با ضخامت 

استفاده از  ها آنوش کلی آوردند؛ ر به دستگرفت را  می

 یها طیمحبررسی انتشار امواج در  راًیاخاصل جمع آثار بود. 

محققان  موردتوجهنهایت متخلخل اشباع چندلایه،  نیمه بی

است. در این زمینه ارتعاشات دیسک  قرارگرفتهمختلفی 

نهایت متخلخل و اشباع  صلب در یک محیط نیمه بی

  شده واقع یموردبررستوسط تیموری و همکاران  هیچندلا

متخلخل  یها طیمحدینامیکی  لیوتحل هیتجز. [61]است 

، تحت یک بارگذاری هارمونیکی عمودی هیچندلاغیراشباع 

 .[60]شده است قرارگرفته موردمطالعهتوسط یی و ای 

شود که مطالعات  با بررسی منابع و مراجع مشاهده می

نهایت و نیمه  های بی فراوانی در زمینه انتشار امواج در محیط

است،  نهایت ایزوتروپیک و غیر ایزوتروپیک، صورت گرفته بی 

های غیر ایزوتروپیک با ضخامت محدود یا  ولی برای محیط

تک لایه غیر ایزوتروپیک که مواد بسیار مهمی در مکانیک 

 ازجملههای مختلفی  شوند و در بخش جامدات محسوب می

های ساندویچی کاربرد فراوانی دارند، تحقیقات خاصی  پانل

نتشار موج انجام نگرفته است. به همین دلیل در این مقاله، ا

ناشی از نیروهای هارمونیک با زمان برای تک لایه 

 لیوتحل هیتجزمحدود مورد  باضخامتایزوتروپیک عرضی 

است. در ابتدا معادلات حاکم الاستودینامیک برای  قرارگرفته

شده است و سپس با استفاده از توابع  ارائهچنین محیطی 

له تبدیل پتانسیل، معادلات دیفرانسیلی پیچیده به دو معاد

گردند. حل این معادلات در فضای زمانی کار دشواری  می

است، پس در گام بعدی با استفاده از سری فوریه در راستای 

مماسی و اعمال تبدیل انتگرال هنکل در راستای  مؤلفه

در فضای تبدیل  ادشدهیهای توابع پتانسیل  شعاعی، پاسخ

ل آیند. سپس به کمک معکوس تبدی می به دستیافته 

انتگرال هنکل، توابع گرین حاصل از نشر موج در فضای 

صورت گرافیکی نمایش و  که به آیند می به دست فرکانسی

 ند.گیر می رقرا یموردبررس

 بیان مسئله -2

ای با رفتار ایزوتروپیک عرضی را در دستگاه مختصات  ماده

عمود بر   ( در نظر بگیرید که محور      ای ) استوانه

نیروی هارمونیک  1ی ایزوتروپیک باشد. مطابق شکل  صفحه

گردند و سطح انتهایی  اعمال می موردنظرروی سطح ماده 

 است. شده بسته کاملاًاین ماده 
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 معادلات حاکم -3

معادلات حاکم برای انتشار موج داخل یک محیط 

صورت  به تغییرمکان یها مؤلفهایزوتروپیک عرضی، برحسب 

 [:05شوند ] زیر نوشته می
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u u u ur r r rc c
r rr r r

u uc curc
r rz r

u uzc c c ur
r zr

u u u u
c c

r rr r r

u c c u ur rc
r rz r



 
 

 


   






  
   

 

 
 

  

 
    

  

  
   

 

   
 

  
)

21 22 ( ) 0
11 13 442  

2 2 21 1
( )

44 332 2 2 2

22 1 1 2( )( ) 0
13 44   

u ur zc c c u
zr

u u u uz z z zc c
r rr r z

uu ur rc c uz
r z r z r z



  



 


 
    

  

   
   

  

 
    

      

uکه در رابطه بالا 
z

، u  وu
r

به  تغییرمکان یها مؤلفه 

 باشند. ترتیب در امتدادهای شعاعی، مماسی و عمودی می

  جرم مخصوص محیط و باشد و ای می فرکانس زاویه 
cهمچنین 

kl
باشند. در  های الاستیسیته می معرف ثابت 

باشند  های خطی می نظر داریم، این روابط دارای محدودیت

شوند و  های کوچک را شامل می که فقط تغییر شکل

چنین بسط معادلات حاصل از حالت ایزوتروپیک عرضی  هم

های  به اورتوتروپیک کار بسیار مشکلی است و توسط روش

 باشند و در نظر داشته باشیم، نمی اعمال قابلعددی معمول 

در نظر گرفته شود،  هیچندلاصورت محیط  محیط ما به اگر

 های انعکاس و شکست استفاده گردد. باید از ماتریس

یک دستگاه معادلات دیفرانسیل با  0معادلات حرکت 

باشند که حل این معادلات به این سادگی  مشتقات جزئی می

زا سازی این معادلات از مج منظور بهگیرند.  انجام نمی

 شده استفاده و  یکدیگر از دو تابع پتانسیل مجهول 

 و  برحسب توابع پتانسیل  تغییرمکان های مؤلفهاست. 

ای و در حالت دینامیکی  در دستگاه مختصات استوانه

 [:00شود ]زیر تعریف می صورت به

(6) 

2
1

3  

2
1

3  

2 2
2

(1 )
1 2 2

66

( , )

ur
r z r

u
r z r

uz r cz

f r z

 




 
 


  

 
  

  

 
  

  


    



 
  
 

 

 زیر هستند: به فرم iکه در رابطه بالا ثوابت 

 

2 2
1 12

2 2 2

66 12 13 4444,      ,     
1 2 3

66 66 66

r r rr r

c c c cc

c c c




  

  
   

 

 
  

 

، دو معادله دیفرانسیل 0در معادلات  6با قرار دادن روابط 

 و  توابع پتانسیل  برحسبمستقل از هم  کاملاً

رابطه  قرار به آنکه ثوابت در  آیند می به دستصورت زیر  به

 هستند: 4

(3)  

2
2 2 2

0
1 2 2

2
0

0

d
δω

dz




   

 

 
  
   
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(4)  

2 2
12 2

     0,1, 2
2 2

66

1 1 1 33(1 )
2 2

11 4444 2 11 1

1                        1
0 1 2 2 1

ii r c s zi i

c

c cc s c s



 

 

    


     




   

   

 
 
  

 

1در روابط فوق،  2
2
0

s   و
1

s  و
2

s های معادله زیر  ریشه

 هستند:

 
...

4 2 2
( 2 )

33 44 13 13 44 11 33

0
11 44

c c s c c c c c s

c c

  

 
 

کار بسیار سخت و مشکلی است، برای رفع  3حل معادلات 

این مشکل با استفاده از سری فوریه مختلط در راستای 

مماسی و اعمال تبدیل انتگرال هنکل در راستای  مؤلفه

در فضای  ادشدهیهای توابع پتانسیل  شعاعی، پاسخ مؤلفه

 آیند. می به دستتبدیل یافته 

، نسبت به  و  سری فوریه مختلط توابع پتانسیل  

 [:06شود ] زیر نوشته می صورت به

(5)  
[ ( , , ), ( , , )] ...

[ ( , ), ( , )]

r z r z

im
r z r z e

m mm

   


 







 

ام نسبت به امتداد  mتبدیل هنکل و معکوس هنکل مرتبه 

)شعاعی برای  , )f r z [:06آید ] می به دستزیر  صورت به 

(2)  
( , ) ( , ) ( )

0

( , ) ( , ) ( )
0

m
f z f r z rJ r dr

m

m
f r z f z J r d

m

 

   


 


 

 

، معادلات دیفرانسیل حاکم بر 5و  4با استفاده از روابط 

 به دستصورت زیر  به و  توابع پتانسیل مجهول 

 آیند: می

(0)  

2
2 2 2

0
1 2 2

2
0

0

d m
δω

m
dz

m
m





   

 

 
  
   

 که در رابطه بالا:

 
2 2

12 2
           0,1, 2

2 2
66

d
ii

c s dzi i

 



      

بیانگر مرتبه تبدیل هنکل و  mبالانویس ، 2در روابط 

 باشند. بیانگر مقادیر سری فوریه مختلط میm زیرنویس 

که از نوع معادلات دیفرانسیل  2جواب عمومی معادلات 

 باشند: معمولی هستند، به شکل زیر می

(8)  

1 2( , ) ( ) ( )
1 1

1 2( ) ( )
2 2

3 3( , ) ( ) ( )
1 2

z zm
z C e D em

z z
C e D e

z zm
z E e E em

 
   

 
 

 
   

 
 

 


 

 

در روابط بالا، 
1

C ،
2

C و ... ،
2

E توابعی مجهول هستند که

با نوشتن شرایط مرزی که در قسمت بعدی آورده خواهد 

آیند. مقادیر  می به دستشد، 
1,2
  و

3
 صورت زیر  به

 شوند: تعریف می

(0)  

12 4 2
1,2 2

2
2

3 0
66

a b c d e

s
c

   

 
 

    

 

 

 از: اند عبارتکه در رابطه بالا ثوابت 

 

2 1 11 2 2( )        
1 22 2

33 44

2
1 12 2 2 2 4( )

2 1
33 44

1 1 2 22 ( )
1 2

33 44

1 1112  

33 11 44

a s s b
c c

c s s e
c c

d s s
c c

c

c c c

 

 



 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
     
 
 

 
    
 
 

   

 

 

-های حجمی میکه بیانگر اعداد موج 0های روابط  ریشه

 از: اند عبارتباشند 

(01)  
, , ...

1 2 4411

3 66

c c

c

 
    


 

   

 
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توابع 
1,2
  و

3
 به توابع چند مقداره مشهور هستند. هر ،

ای از توابع تک مقداره  مجموعه درواقعتابع چند مقداره 

ای  هستند. هر یک از اعضای این مجموعه یک بریدگی شاخه

برای تبدیل این توابع به شود.  از تابع چند مقداره نامیده می

مسیرهای انتگرالگیری به نحوی باید  توابع تک مقداره

ای فقط اعداد مختلط انتخاب گردند که بریدگی های شاخه

های مثبت را در بر گیرند. به نقاط تکین توابع چند با قسمت

 گویند.  ای نیز می مقداره، نقاط شاخه

ای توابع  نقاط شاخه
1,2
  و

3
 ،

1
 ،

2
  و

3
 

 که باشد می
1

 و
2

 ،اعداد امواج قائم  ی دهنده نشان

باشند و  می SVو قائم برشی  Pفشاری 
3

 ،ی دهنده نشان 

، مطالب 2باشد. در شکل  می SHعدد موج افقی برشی 

ها و  روابط تنش شود. وضوح دیده می ، بهشده گفته

و با اعمال سری فوریه  و  ها، برحسب دو تابع  جابجایی

مماسی و تبدیل انتگرال هنکل در  مؤلفهمختلط در راستای 

 آیند: می به دستصورت زیر  شعاعی، به مؤلفهراستای 

(00) 2 2
2(1 )

2 12
66

dm muz msm cdz


   
 
    
 
 

 

1 1
3

1 1
3

2
2 2(1 )

3 13 33 1
66

2
)

33 2 2

2
1 1 ( )

44 3 2 2

2
2(1 ) )

1 44
66

dm m m mu iu ir m mm dzm

dm m m mu iu ir m mm dzm

dm c czzm dz c

d mc m
dz

dm mi czr zm m dz

m icm
c

   


   



    

 

    



   

   

    

  
     

 
 


 




   




   



2
1 1 ( )

44 3 2 2

2
2(1 ) )

1 44
66

md m

dz

dm mi czr zm m dz

mdm micm
dzc



    



   

    




   

 

 
با رفتار  یا ماده یبرا یا شاخه یها یدگیبر :(2)شکل 

 .یعرض کیزوتروپیا

 بارگذاری -4

های هارمونیکی مختلفی برای انتشار امواج توسط  بارگذاری

ها  ، ولی سه مدل از بارگذاریاند شده ارائهمحققین مختلف 

های دیگر دارند و در این  اهمیت بیشتری نسبت به بارگذاری

 است. شده استفادهمقاله نیز از این سه بارگذاری 

 ای بارگذاری نقطه -4-1

 لیبه دل مسئله، تمامی معادلات حاکم بر نکهیبه ا با توجه

دشواری حل در فضای زمان به فضای هنکل انتقال 

هر سه بارگذاری نیز در  های مؤلفه، بایستی اند شده داده

-. بارگذاری نقطه(3)شکل  آیند به دستفضای تبدیل یافته 

 :[66]زیر است  قرار بهای در فضای هنکل 

 

0( ) ,      0   for   1
1 2

0( ) ,      0   for   1 
1 2

( ) ,                   0   for   0      
0 2

F ihX e X mm

F ihY e Y mm

FvZ Z mm















   




   



  

 

Fکه 
h

باشند و  قائم و افقی می های مؤلفه، Fvو  
0

  در

 است. شده دادهشکل زیر نشان 
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 .یا نقطه یبارگذار یبرا یقائم و افق های مؤلفه :(3)شکل 

 بارگذاری حلقوی -4-2

زیر است  قرار بهبارگذاری حلقوی در فضای هنکل  های مؤلفه

[66]: 

1 0( ) ( . ) , 0 for 1
0

1 0( ) ( . ) , 0 for 1
0

0
( ) ( . ),  0 for 0

0

i
X aF J a e X mmh

i
Y aF J a e Y mmh

Z aF J a Z mv m


 


 

 


   


   

  

 

 ای بارگذاری یکنواخت صفحه -4-3

ای در فضای هنکل بارگذاری یکنواخت صفحه های مؤلفه

 :[66]زیر است  قرار به

( . )1 1 0( ) , 0 for 1

( . )1 1 0( ) , 0 for 1

( . )0 1( ) , 0 for 0   

J a i
X aF e X mmh

J a i
Y aF e Y mmh

J a
Z aF Z mv m

 




 










   


   

  

 

 شرایط مرزی حاکم بر تک لایه -5

صورت زیر  ، شرایط مرزی حاکم بر مسئله به1طبق شکل 

 است:

(06)  

( , ) 0

( , ) 0

( , ) 0

( , , ) ( , )
( , 0)

0           ( , ))

( , 0) 0

( , 0) 0

u r z Hz

u r z Hr

u r z H

f r z r Qvr zzz
r Q

r zzr

r z
z



 






 

 

 

 


 



 

 





 

به  مسئلهتمامی معادلات حاکم بر  طور که گفته شد، همان

دشواری حل در فضای زمان به فضای هنکل انتقال  لیدل

به همین دلیل بایستی شرایط مرزی حاکم نیز  و اند شده داده

-استفاده می 00آیند. لذا از روابط  به دستدر فضای تبدیل 

صورت قائم و  در این مقاله به شده اعمالبارگذاری  شود.

است. پس  شده گرفتهدر نظر  متقارن نسبت به راستای 

در  جادشدهیاهای  تغییرمکانها و  شود تمامی تنش نتیجه می

نتیجه  6ی  باشد. از طرفی از رابطه برابر صفر می   راستای

 شده اعمالبا توجه به بارگذاری  نسیل شود که تابع پتا می

)، عبارات 0ی  برابر صفر خواهد بود، پس طبق رابطه )
1

E  

)و  )
2

E  .حذف خواهند شد 

M* به فرمبا تشکیل دستگاه معادلات جبری  X N ،

گردند. مشخص می یسادگ بهضرایب مجهول توابع پتانسیل 

 در این دستگاه معادلات بردارها به فرم زیر هستند:

(03)  
= ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

0
( ) 0 0 0

T
C D C D

T
Z

   



  

 
 

X

N

 

 به شکل زیر است: Mهمچنین ماتریس ضرایب معلوم 

(04)  

[ ( ,0)] [ ( ,0)]
1 2 1 2

[ ( ,0)] [ ( ,0)]
1 2 1 2

[ ( ), ] [ ( , )]
1 2 1 2
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و  تغییرمکانبا تعیین ضرایب مجهول، توابع پتانسیل بردار 

 موردنظرتانسورهای تنش برای تک لایه ایزوتروپیک عرضی 

شوند و با مشخص می یسادگ بهدر فضای تبدیل یافته هنکل 

انسی ها در فضای فرکاستفاده از عکس تبدیل هنکل، جواب

هایی که از معکوس  شوند. توجه شود که انتگرالحاصل می

نیستند و  حل قابلتحلیلی  صورت بهآیند،  می به دستهنکل 

 .های عددی محاسبه شوند بایستی از روش

 اعتبارسنجی و نتایج -6

 اعتبارسنجی -6-1

 شده گرفتهسنجی یک حالت خاص در نظر اعتبار منظور به

با رفتار ایزوتروپیک  هیدولانهایت بیه است. یک محیط نیم

که توسط خجسته و  های هارمونیکی و تحت نیرو عرضی

است. مشخصات  قرارگرفته موردمطالعه[ 05همکاران ]

 باشد.می 1مطابق جدول  مدنظر هیدولا

 [05گذاری ]در صحهمشخصات مواد  :(1)جدول 

 لایه لایه اول لایه دوم

0/40 553           

0/05 681           

6/00 651           

0/63 651           

0 51           

01 5111 ρ  
  

    

- 0 
 

 
 

را نشان  zبعد در راستای محور  قائم بی تغییرمکان، 4شکل 

گردد که روش به کار دهد. با مشاهده شکل ملاحظه میمی

لایه ایزوتروپیک عرضی دارای صحت و  برای تک شده گرفته

باشد. با توجه به اینکه معادلات  دقت کافی برای تحلیل می

، بنابراین باید انطباق کامل اند شده انجامدر فضای تحلیلی 

 برای صحت سنجی حاصل گردد.

 نتایج عددی -6-2

 موردنظرهای ماده تحلیل دینامیکی و ارائه پاسخ منظور به

رافیکی، سه پارامتر فرکانس، مشخصات مواد صورت گ به

متغیر در نظر  عنوان بهو نوع بار تحریک،  مورداستفاده

 در این مقاله از مواد مرکب شده استفاده. مواد اند شده گرفته

Glass/Epoxy ،Kevlar/Epoxy  وCarbon/Epoxy 

مشخصات مربوط به این مواد  2که در جدول  باشد می

مواد مرکب بعد  مشخصات بی، 3است و جدول  ذکرشده

ی را نشان عرض کیزوتزوپیا هیتک لا یبرا شده استفاده

 دهد. می

-بعد شده با استفاده از روابط زیر بی یموردبررسپارامترهای 

 اند.
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حاصل از مطالعه حاضر و  تغییرمکان سهیمقا :(4) شکل

 .[05]  مقاله خجسته و همکاران

تک  یبرا شده استفادهمشخصات مواد مرکب  :(2)جدول 

 [63] (1)واحدها مطابق جدول  یعرض کیوپرزوتیا هیلا

Carbon/Epoxy Kevlar/Epoxy Glass/Epoxy ماده 

004/04 206/2 025/04     

012/8 044/6 836/0     

083/2 610/3 360/2     

330/051 000/86 543/44     

0 6/6 3/4      

0211 0381 0001 ρ 

0 0 0   

 یبرا شده استفادهمواد مرکب  بعد یمشخصات ب :(3)جدول 

 یعرض کیزوتزوپیا  هیتک لا

Carbon/Epoxy Kevlar/Epoxy Glass/Epoxy ماده 

464/4 300/3 66/4 11c  

464/6 300/0 64/6 12c  

848/0 260/0 8/0 13c  

050/44 840/40 03/06 33c  

103/6 06/0 63/0 44c  

0 0 0   

، تنش عمودی و جابجایی در راستای 6و  5های  شکل

ی ایزوتروپیک عرضی  عمودی را برای سه ماده

Glass/Epoxy ،Kevlar/Epoxy  وCarbon/Epoxy تحت ،

 دهند. فرکانس تحریک یکسان و بارگذاری یکسان نمایش می

 
 )الف(

 
 )ب(

 یقسمت موهوم ب()و  یقی)الف( قسمت حق :(5)    شکل

، تحت  h=1  بعد یضخامت ب یبرا zz ی شده زهیتنش نرمال

و  یعرض کیزوتروپیا ماده  یرو بر    ‏Patch ‎load  یبارگذار

 .مصالح مختلف یبرا     ، ω =2بعد یب کیفرکانس تحر
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 )ب(

 یقسمت موهوم ب()و  یقی)الف( قسمت حق :(6ل )شک

،  h=1  بعد یضخامت ب یبرا  uz ی شده زهینرمال ییجابجا

 یعرض کیزوتروپیا ماده  یرو بر    Patch  load    یتحت بارگذار

 .مصالح مختلف ی، برا  ω =2  بعد یب کیتحر  و فرکانس 

قسمت موهومی  ب 5قسمت حقیقی و شکل  الف 5شکل 

را نشان  موردنظری  ضخامت ماده برحسبتنش عمودی 

شود که  ، مشاهده میالف 5دهد. با توجه به شکل  می

 Glass/Epoxyی  ماکزیمم مقدار تنش عمودی برای ماده

را  به همرفتار نزدیک  باًیتقری دیگر  باشد و دو ماده می

روند  06/1بعد  دارند؛ هر سه ماده تا نزدیکی ضخامت بی

ه به به بعد روند نزولی دارند، با توج 06/1صعودی و از 

اعمال بار از سمت بالا و از طرف پایین نیز به علت محدود 

گاهی عمودی، لذا  بودن جابجایی و اعمال نیروی تکیه

های محوری در نزدیکی میانه لایه نسبت به ابتدا و  تنش

در قسمت  که یدرحالخواهند داشت؛  یتر بزرگانتها اندازه 

زاویه نشر موج  ی دهنده نشانکه  (ب 5موهومی )شکل 

باشد، مقادیر برای هر سه ماده بسیار ناچیز هستند که  می

 مجدداًنمود. البته مقدار ماکزیمم  نظر صرفتوان از آن  می

 .باشد می Glass/Epoxyمتعلق به ماده 

و ‏Carbon/Epoxyی  دهد که دو ماده ، نشان می6شکل 

Kevlar/Epoxyرا دارا هستند و دلیل  به همرفتار نزدیک ‏

بعد الاستیسیته این دو ماده  آن این است که ضرایب بی

رود نمودارهای  خیلی به همدیگر نزدیک هستند و انتظار می

 دیگر نزدیک باشند و بیشترینبه هم باًیتقرنیز  ها آن

 Glass/Epoxyجابجایی در راستای عمودی برای ماده 

مقادیر کلی در قسمت موهومی،  که یدرحالباشد؛  می

جابجایی در راستای عمود برای هر سه ماده بسیار ناچیز 

نمود ولی در حالت کلی  نظر صرفتوان از آن  که می هستند

 Glass/Epoxyماکزیمم مقدار جابجایی عمودی برای ماده 

 باشد. می

های مختلف بر روی یک  بارگذاری تأثیر، 8و  7های  شکل

ماده ایزوتروپیک عرضی مشخص، تحت فرکانس تحریک 

 دهند. یکسان را نشان می

 
 )الف(

 
 )ب(

 یقسمت موهوم   (   ب   )   و یقیقسمت حق  (    الف   ) :(7)شکل 

، ماده  h=1  بعد یضخامت ب یبرا zz ی شده زهیتنش نرمال

 بعد یو تحت فرکانس ب  Glass/Epoxy    یعرض کیزوتروپیا 

 ω=2 مختلف یها یبارگذار ی، برا. 

شود که ماکزیمم تنش عمودی  مشاهده می الف 7در شکل 

ای  برای قسمت حقیقی، مربوط به بارگذاری نقطه جادشدهیا

(Point loadمی )  کاهشی را در  روند کی کاملاًباشد که

در قسمت موهومی،  که یدرحالدارد،  موردنظرطول ضخامت 

 Ringبرای بارگذاری حلقوی ) جادشدهیاماکزیمم تنش 

loadباشد که با توجه به نمودار، یک روند افزایشی برای  ( می

بارگذاری حلقوی  درواقعشود؛  این بارگذاری مشاهده می

باعث ایجاد بیشترین زاویه فرکانس نشر موج برای تنش 

 گردد. عمودی می
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 )الف(

 
 )ب(

 یقسمت موهوم و )ب( یقی)الف( قسمت حق :(8)     شکل

،  h=1  بعد یضخامت ب یبرا      uz ی شده زهینرمال ییجابجا

و تحت فرکانس   Glass/Epoxy   یعرض کیزوتروپیماده ا

 .مختلف یها یبارگذار ی، برا ω=2  بعد یب

شود که بیشترین جابجایی در  مشاهده می الف 8در شکل 

ای  راستای عمودی در بخش حقیقی، برای بارگذاری نقطه

باشد که یک روند کاهشی در راستای ضخامت را دارا  می

شود که  برای قسمت موهومی، مشاهده می که یدرحالاست؛ 

مقادیر جابجایی در راستای عمود، برای هر سه بارگذاری 

ت. ولی در حالت کلی برای بارگذاری نزدیک صفر اس باًیتقر

 حلقوی بیشتر است.

های تحریک مختلف برای  فرکانس تأثیر، 11و  9های  شکل

بارگذاری یکسان روی سطح ماده ایزوتروپیک عرضی 

، نشان بو  الف 9های  شکل دهد. مشخص را نشان می

دهد که با افزایش فرکانس تحریک، مقدار تنش عمودی  می

های  شکل کند. هومی، افزایش پیدا میدر بخش حقیقی و مو

دهد که با افزایش فرکانس تحریک  ، نشان میبو  الف 11

مقادیر جابجایی در راستای عمودی در بخش حقیقی و 

موهومی، افزایش و در هر دو مقادیر جابجایی روند نزولی 

 .کنند پیدا می

 
 )الف(

 
 )ب(

 یموهومقسمت  و )ب( یقی)الف( قسمت حق :(9)     شکل

، ماده  h=1  بعد یضخامت ب یبرا zz ی شده زهیتنش نرمال

 Patch  یو تحت بارگذار  Glass/Epoxy    یعرض کیزوتروپیا 

load  کیتحر یها فرکانس ی، براموردنظرماده  یبر رو 

 .مختلف

 یریگ جهینت -7

آوردن توابع  به دستدر این مطالعه روش تحلیلی برای 

گرین انتشار امواج برای تک لایه ایزوتروپیک عرضی، تحت 

بارگذاری هارمونیکی در راستای عمود و متقارن نسبت به 

 است. شده انیبمحور عمودی 
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 )الف(

 
 )ب(

 یقسمت موهوم و )ب( یقی)الف( قسمت حق :(11)     شکل

، ماده  h=1  بعد یضخامت ب یبرا  uz ی شده زهینرمال  ییجابجا

 Patch  یو تحت بارگذار  Glass/Epoxy    یعرض    کیزوتروپیا 

load  کیتحر یها فرکانس ی، براموردنظر ماده  یبر رو 

 .مختلف

نهایت با محیط تک بی های یک محیط نیمه تفاوت ازجمله

های  باشد؛ وجود تشعشع در محیط لایه در اصل تشعشع می

iشود جملات نهایت باعث می بینیمه ze
  در توابع پتانسیل

های مستقیم و  ، کاربردآمده دست بهحذف شوند. توابع گرین 

های مختلف مهندسی مکانیک  در زمینه یمیرمستقیغ

صنایع نظامی دارد. نتایج مهم حاصل از  ازجملهجامدات 

در  بیبه ترتتوابع گرین برای تک لایه ایزوتروپیک عرضی 

 زیر آمده است.

  ماده ایزوتروپیک عرضیGlass/Epoxy تحت ،

بارگذاری و فرکانس تحریک یکسان، تنش عمودی، 

راستای عمودی و در  تغییرمکانتنش برشی، 

در راستای شعاعی بیشتری نسبت به دو  تغییرمکان

 دارد. Kevlar/Epoxyو  Carbon/Epoxyی  ماده

 های هارمونیکی مختلف با  در مقایسه بارگذاری

فرکانس تحریک یکسان مشاهده شد که در بخش 

ای و در بخش موهومی  حقیقی بارگذاری نقطه

بارگذاری حلقوی، تنش و جابجایی بیشتری را ایجاد 

بارگذاری حلقوی باعث ایجاد بیشینه  عدرواقکنند.  می

زاویه فرکانس حاصل از نشر موج در توابع گرین تنش 

 گردد. می تغییرمکانو 

 های تحریک متفاوت تحت  در مقایسه فرکانس

بارگذاری و ماده ایزوتروپیک عرضی، مشاهده گردید 

که تنش عمودی و جابجایی عمودی با افزایش 

 کنند. میفرکانس تحریک، افزایش پیدا 
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 The transversely isotropic material 

Glass/Epoxy has the maximum 

green’s functions of stress and 

displacement.  

 The maximum frequency angle of the 

wave motion for green’s functions of 

stress and displacement. 
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In this study, wave propagation in a transversely isotropic monolayer is 
discussed. The purpose of this paper is to find green’s functions of wave 

motion to find the stresses and displacements resulting from the wave 
propagation of harmonic forces applied on the monolayer surface. Wave 
propagation equations in a transversely isotropic monolayer are quite 
complicated equations with partial derivatives, in which potential 
functions are utilized to divide the governing equations into two 
individual equations. Then, the resulting governing equations are 
transformed into simpler equations considering the boundary conditions 
by using Hankel and Fourier series transform in the direction of radial and 
tangential components, respectively. A comparison-oriented approach is 
presented to ensure the accuracy of the obtained numerical results. 
Numerical wave propagation results for transversely isotropic monolayer 
are investigated under different frequencies, loads, and materials. One of 
the important results from this study is that the transversely isotropic 
material Glass/Epoxy has the maximum green’s functions of stress and 
displacement and also the ring load causes the maximum frequency angle 
of the wave motion for green’s functions of stress and displacement. 
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