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 مقدمه -1

 از لحاظ بودن مناسب علت به ای لایه های کامپوزیت

 مهندسی کاربردهای در گسترده صورت به حرارتی و مکانیکی

. شوند می استفاده ترمومکانیکی های بارگذاری ویژه به مختلف

 تقابل محل در زیاد تغییرات و ماده ناپیوستگی دلیل به

در  که گردد ایجاد می تنش تمرکز ناحیه این در ها، لایه

. شد هداخو دیگرـیک ها از لایه نشد اجد به منجر نهایت

 دیجاا ثـباع مرزی،  لایه در تیکـپلاس دیاز اتتغییر علاوه به

. در اینجا مواد تابعی [1]گردند  می سازه در  ترک شدر و

 ماده یک مدرج جایگزین مناسبی برای این مواد هستند.

 در حفاظت هدفبا  فلز یک و سرامیک یک از مدرج تابعی

 سرامیک ماده. است شده ساخته  بالا دمایی تغییرات مقابل

 پایین حرارتی رسانایی واسطه به بالا دمایی مقاومت یک

 جلوگیری فلز اکسیداسیون از همچنین. کند می فراهم

 زیاد چقرمگی واسطه به شکست وقوع از فلزی جزء. نماید می

 در مدرج تابعی مواد گسترش و پیشرفت. کند می جلوگیری

 جلب خود به را محققان و مهندسان توجه اخیر های سال

 صنعت در چندگانه، کاربردهای دلیل به مواد این. است کرده

 مورداستفاده حرارتی سپرهای و هوافضا مهندسی هوانوردی،

 رفتار از دقیقی تحلیل است لازم بنابراین گیرد؛ می قرار

 به منجر نیاز این. باشیم داشته مدرج تابعی مواد دینامیکی

 بررسی و مدرج تابعی تیرهای و ها سازه برای تحقیقاتی انجام

 شد تیر مختلف های تئوری از استفاده با ها آن آزاد ارتعاشات

 مرجع در مواد این مختلف کاربردهای از لیست . یک[2-11]

 آورده شده است. [2]

 عنوان به که تیر کلاسیک تئوری از استفاده مطالعه با چندین

 تابعی تیرهای برای شود می شناخته برنولی-اویلر تیر تئوری

 مدرج تیرهای برای. [11-12] گرفت صورت باریک مدرج

 واقعی مقدار از کمتر را شکل تغییر تئوری، این ضخیم نسبتاً

 واقعی مقدار از تر بزرگ را طبیعی های فرکانس و گرفته

 تغییر اثرات حذف از ناشی تواند می این که کند می ارزیابی

 مرتبه برشی شکل تغییر تیر تئوری .باشد عرضی برشی شکل

 بر شود می شناخته تیموشنکو تیر تئوری عنوان به که اول

 تغییر اثر گرفتن نظر در با کلاسیک تئوری محدودیت این

 که ازآنجایی .[11-11]کند  می غلبه عرضی برشی شکل

 و بالا روی را صفر برشی تنش شرایط اول مرتبه تیر تئوری

 برای برشی اصلاح ضریب یک کند می نقض تیر سطح پایین

 و شده فرض تنش های حالت میان اختلاف آوردن دست به

 اصلاح ضریب از استفاده عدم منظور به .است نیاز واقعی

 مدرج، تابعی تیرهای پاسخ بهتر بینی پیش برای برشی

. است شده پیشنهاد بالا مرتبه برشی شکل تغییر های تئوری

 ارتعاشات تحلیل سمت به تحقیقات شد ذکر آنچه به توجه با

 شکل تغییر های تئوری از استفاده با مدرج تابعی تیرهای

 محدود اجزای روش یک. شد داده سوق بالا مرتبه برشی

 تیرها ارتعاشی تحلیل برای زنگ و ون وسیله به بالا مرتبه

 تیرهای اصلی های فرکانس سیمسک .[24] گردید ارائه

 از استفاده با را مختلف مرزی شرایط با مدرج تابعی

 .[21] نمود بررسی مختلف بالای مرتبه های تئوری

 امتداد در معمولاً تیرها مهندسی، اربردهایک و مسائل در

 کنش برهم بستر آن با و گرفته قرار بستری روی بر طولشان

 بر الاستیک بستر اثرات روی بر مطالعه چندین. دارند

 برای کلی پاسخ یک. در دسترس است تیرها آزاد ارتعاشات

 الاستیک بسترهای روی ایزوتروپیک تیرهای آزاد ارتعاشات

 آزاد دقیق ارتعاشات حل .[22]شد  ارائه زهو وسیله به متغیر

 پارامتری دو و یک الاستیک بستر روی ایزوتروپیک تیرهای

 های فرکانس متسونگا .[21]بررسی گردید  ایزنبرگر وسیله به

 عمیق تیرهای-ستون کمانش های تنش و یعیطب

 را پارامتری دو الاستیک بستر روی بر گرفته قرار ایزوتروپیک

 تغییر های تئوری پایه بر و توانی های سری بسط روش با

 . روش[20]داد  قرار موردبررسی بالا مرتبه برشی شکل

 تحلیل برای چن وسیله دیفرانسیلی به مربعات المان

 بر شده  واقع غیرمنشوری برنولی-اویلر تیرهای ارتعاشات

 .[21]گرفت  قرار مورداستفاده وینکلر الاستیک بستر روی

 و محدود اجزای های روش از ترکیبی رمیک و زاده ملک

 کمانش و آزاد ارتعاشات مطالعه برای را دیفرانسیلی مربعات

 بستر یک روی گرفته قرار ایزوتروپیک ضخیم تیرهای

 . بر[21] دادند قرار مورداستفاده پارامتری دو الاستیک

 برای دقیق های جواب دوبعدی الاستیسیته تئوری اساس

 ساده گاه تکیه با مدرج تابعی تیرهای خمشی و آزاد ارتعاشات

 پاسترناک-وینکلر الاستیک بستر روی بر گرفته قرار و

 و . خمش[22] گردید ارائه همکارانش و وینگ وسیله به
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 مختلف های تئوری با مدرج تابعی تیرهای آزاد ارتعاشات

 موردمطالعه وو و تای وسیله به بالا، مرتبه برشی شکل تغییر

 و آزاد ارتعاشات رفتار و همکارانش . آقازاده[21] گرفت قرار

 با را کوچک با مقیاس مدرج تابعی تیرهای استاتیک

 مربعات روش از استفاده با و تیر مختلف های تئوری

 و آزاد ارتعاشات اکباس .[21]نمودند  بررسی دیفرانسیلی

 روی بر گرفته قرار مدرج تابعی تیرهای استاتیک خمشی

 را تیموشنکو و برنولی-اویلر تیر های تئوری با وینکلر بستر

 راستای در مواد خواص تحقیق این در. داد قرار موردبررسی

 .[14] بود متغیر توانی توزیع با و ضخامت

 آزاد ارتعاشات روی بر کمی مطالعات بینیم می که طور همان

 برای. دارد وجود حرارتی های محیط در مدرج تابعی تیرهای

 رویکرد با تحقیق چندین مدرج تابعی مواد های مزیت نمایش

 ترمومکانیکی ارتعاشات. است پذیرفته انجام حرارتی رفتار

 متغیر الاستیک بستر با مدرج تابعی ساندویچی تیرهای

 این در. گرفت قرار موردمطالعه مارمو و پردهان وسیله به

 مربعات روش و برنولی-اویلر تیر تئوری از مطالعه

 حرکت بر حاکم دیفرانسیلی معادلات حل جهت دیفرانسیلی

 تیر آزاد ارتعاشات همکارانش و . ماهی[11]گردید  استفاده

 گرفتن نظر در با و حرارتی محیط در شده  واقع مدرج تابعی

. دادند قرار موردبررسی بالا مرتبه برشی شکل تغییر تئوری

 های فرکانس آوردن دست به برای تحلیلی روش از ایشان

 .[12]کردند  استفاده مختلف مرزی شرایط برای طبیعی

 مدرج تابعی تیرهای غیرخطی خمش و بالا دامنه ارتعاشات

 حرارتی های یطمح در الاستیک بستر روی بر گرفته قرار

 از مطالعه این در. گرفت قرار موردمطالعه ونگ و شن توسط

 ترین .[11]شد  استفاده بالا مرتبه برشی شکل تغییر تئوری

 جهت حالت فضای پایه بر یتحلیل روش یک همکارانش و

 شرایط با مدرج تابعی تیرهای کمانش و ارتعاشات بررسی

 اصل از ها آن. دادند ارائه حرارتی بارهای و مختلف مرزی

 حرارتی اثرات با حرکت معادلات استخراج برای همیلتون

 برای ریاضی تحلیل یک . المقرابل[10] نمودند استفاده

 حالت دو فرض با حرارتی بار تحت مدرج تابعی تیر مطالعه

 داد ارائه تیر عمق امتداد در نمایی و توانی دمای توزیع

 دو مدرج تابعی تیرهای آزاد ارتعاشات کین و . تام[11]

 مواد خواص. نمودند بررسی حرارتی محیط یک در را جهتی

 تغییر توانی توزیع با راستا دو هر در و بوده وابسته دما به

 .[11]کرد  می

 با ها سازه سازه، های المان وریافن در سریع پیشرفت با

 مواد های پیشرفت آخرین میان در تواند می مدرج تخلخل

 چگالی وسیله به ریزساختار تخلخل. قرار گیرد مدرج تابعی

 های روش روی بر محققان .گردد می محاسبه محلی متغیر

 بخار، رسوب پودر، متالورژی قبیل از مدرج تابعی مواد تولید

 مغناطیسی جداسازی و مرکز از گریز گری ریخته انتشار، خود

 از معایبی دارای ها روش این .[01-12] دارند ای ویژه توجه

 از یکی. هستند تکنیک پیچیدگی و بالا هزینه قبیل

 تابعی مواد تولید جهت مناسب و پذیر انعطاف های روش

 این طول در. است( سینترینگ) جوشی تف فرآیند مدرج،

 مواد بین جامدسازی در زیاد تفاوت دلیل به فرآیند

 طور به تواند می هایی حفره میکرو یا تخلخل دهنده، تشکیل

 در تخلخل اثر علت همین به .[02]آید  وجود به منظم

 اهمیت از مدرج تابعی های سازه آنالیز و طراحی هنگام

 متخلخل مدرج تابعی های سازه. است برخوردار ای ویژه

 بالا سختی مانند مکانیکی خواص از جالب بسیار ترکیبی

 کنون تا .[01]دارند  پایین خیلی مخصوص وزن به نسبت

 مدرج تابعی مواد ارتعاشی پاسخ روی بر کمی مطالعات

 تحلیل متخلخل های ورق برای. است پذیرفته انجام متخلخل

 متخلخل مدرج حلقوی های ورق غیرخطی آزاد ارتعاشات

 و بوطاهر وسیله به الاستیک بسترهای روی بر گرفته قرار

 تخلخل حجمی کسر که دریافتند ها آن .شد ارائه همکارانش

 آزاد ارتعاشات پاسخ روی توجهی قابل اثر تخلخل توزیع نوع و

دارد  بزرگ های دامنه در مدرج تابعی های ورق غیرخطی

 زمینه در مطالعاتی هاکرن آنگب و وتناساکولپونگ .[00]

 متخلخل مدرج تابعی تیرهای غیرخطی و خطی ارتعاشات

 و ابراهیمی .[01]دادند  انجام الاستیک بستر بر قرارگرفته

 ارتعاشات تحلیل برای دیفرانسیلی انتقال روش یک مختاری

دادند  ارائه چرخان متخلخل تیموشنکو مدرج تابعی تیرهای

 تیرهای ضیعر ارتعاشات چایکیتیرانا و . وتناساکولپونگ[01]

 تیموشنکو تئوری از استفاده با را متخلخل مدرج تابعی

 مقاومت و جرم تخلخل که دریافتند ها آن. نمودند بینی پیش

 و . ابراهیمی[02]دهد  می کاهش را مدرج تابعی تیرهای

 تیموشنکو مدرج تابعی تیرهای بالای دامنه ارتعاشات ضیا
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 های مقیاس و گالرکین های روش از استفاده با را متخلخل

 یک از همکارانش و . آتمنه[01]نمودند  بررسی چندگانه

 روی تخلخل و ضخامت اثرات مطالعه برای کارا تیر تئوری

 بسترهای روی بر مدرج تابعی تیرهای مکانیکی پاسخ

 ارتعاشات سالاری و ابراهیمی .[01]کردند  استفاده الاستیک

بارهای  تحت برنولی -اویلر متخلخل مدرج تابعی تیرهای

 یک تنها مطالعه این در. دادند قرار موردبررسی را حرارتی

 به ای اشاره هیچ و بود شده  گرفته نظر در تخلخل توزیع

 ترمودینامیکی رفتار روی مختلف های تخلخل توزیع اثرات

 از جعفری و ابراهیمی .[14]بود  نشده متخلخل تیرهای

 ارتعاشات روی دما اثرات برای ردی و تیموشنکو های تئوری

 . [11] کردند استفاده تخلخل نوع دو با مدرج تابعی تیرهای

 شکل تغییر تئوری پایه بر مسائل ذاتی پیچیدگی دلیل به

 معادلات حل برای قدرتمند های روش به سوم، مرتبه برشی

 روش رو ازاین. است نیاز مختلف مرزی شرایط با حاکم

 این. شد گرفته کار به مطالعه این در دیفرانسیلی مربعات

 و ها ورق ها، پوسته ها، پانل ارتعاشات تحلیل برای روش

 ،11 ،21 ،21 ،21]است  شده  استفاده مدرج تابعی تیرهای

 با مدرج تابعی تیرهای آزاد ارتعاشات نژاد زاهدی .[11و  12

 دو الاستیک بستر روی بر گرفته قرار و مختلف مرزی شرایط

 برشی شکل تغییر تئوری با حرارتی محیط در را پارامتری

 مربعات روش از اینجا در. نمود بررسی سوم مرتبه

 معادلات آوردن دست به جهت همیلتون اصل و دیفرانسیلی

 .[11]کرد  استفاده آن سازی گسسته و حرکت

 مدرجتابعی متخلخل  تیر زمان هم نوآوری این تحقیق تحلیل

بستر  ویمرتبه سوم ر یشکل برش ییرتغ یهبر اساس نظر

 روش مربعات دیفرانسیلیتوسط  ییگرما یطدر مح یکالاست

در این مقاله تحلیل ارتعاشات آزاد تیرهای متخلخل  است.

تابعی مدرج، با توزیع تخلخل یکنواخت و بر اساس تغییر 

گرفته است. این  شکل برشی مرتبه سوم موردبررسی قرار

 شده  وع توزیع تخلخل، در جهت ضخامت تیر در نظر گرفتهن

است. همچنین اثر بارهای حرارتی و بستر الاستیک روی 

پارامترهای فرکانس برای شرایط مرزی مختلف موردتوجه 

قرار گرفت. معادلات حرکت و شرایط مرزی از اصل همیلتون 

به دست آورده شد. روش مربعات دیفرانسیلی برای حل 

حاکم، به کار گرفته شد. خواص مواد وابسته به دما معادلات 

بوده و در جهت ضخامت تیر و با توزیع قانون توانی تغییر 

شده و   کاررفته نشان داده کند. همگرایی رفتار روش به می

های موجود در مقالات دیگر مقایسه  دقت نتایج با سایر حل

زیع گردیده است. اثر مواد مختلف و پارامترهای هندسی، تو

دمای مختلف و ضرایب سختی بستر الاستیک، کسر حجمی 

های طبیعی تیر متخلخل تابعی مدرج  تخلخل، روی فرکانس

 موردمطالعه قرار گرفت.

 سینماتیک -2

 طول به تخلخل یکنواخت با متخلخل مدرج تابعی تیر یک

 1 شکل در الاستیک بستر روی   ارتفاع و   عرض،  

 تئوری اساس بر جایی جابه میدان. است شده داده  نمایش

انتخاب  زیر فرضیات با مطابق سوم مرتبه برشی تغییر تیر

 :است شده 

 و خمشی های مؤلفه به عرضی و محوری های جایی جابه (1

 .شوند می بندی تقسیم برشی

 تیر تئوری با مشابه محوری جایی جابه از خمشی مؤلفه (2

 .است کلاسیک

 سوم درجه تغییرات با محوری جایی جابه از برشی مؤلفه (1

 تنش و کند می تغییر تیر عمق راستای در برشی کرنش

 .است صفر تیر پایین و بالا سطوح روی برشی

 
 تیر متخلخل تابعی مدرج روی بستر الاستیک :(1)شکل 

 زیر صورت  به جایی جابه میدان [21] فرضیات، این با مطابق

 است:
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 های مؤلفه محوری، جایی جابه    و    ،            که

 صفحه روی نقطه یک عرضی جایی جابه از خمشی و برشی

 عرضی برشی کرنش و برشی تنش توزیع. هستند تیر میانی

 بدون مرزی شرایط که      شکل تابع وسیله به تیر عمق در

 نمایش کند می ارضا تیر پایین و بالا سطوح روی را تنش

 سوم مرتبه برشی شکل تغییر تئوری اساس بر. شود می داده

 شود: می گرفته نظر در زیر صورت به تابع این ،[12]ردی 

(2)   
3

2

4

3

z
f z

h
 

 متفاوت کرد ارائه ردی آنچه با شده ارائه جایی جابه میدان

 ناشی های جایی مؤلفه که جابه دو به جایی عرضی جابه بوده و

 ها کرنش اینجا در. شود است تقسیم می برش و خمش از

 شده است:  تعریف زیر صورت به

(1) 

 

 
 





 
  
  

   
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xz
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 متخلخل مدرج تابعی مواد خواص -3

 راستای در پیوسته صورت به شود می فرض ماده ترکیب

 سطح و فلز ماده با          پایین سطح از ضخامت

 ساده توانی قانون مطابق سرامیک ماده با         بالایی

 نماید: تغییر حجمی کسر های ترم در

(0) 1
, 1

2

p

c m c

z
V V V

h

 
    
 

 

  اینجا در که
 

 
   

 

 
 ماده توانی قانون شاخص   و 

. باشد داشته صفر مساوی یا تر بزرگ مقادیر تواند می که است

 و در کامل سرامیک تیر یک کننده ارائه صفر برابر   با حالتی

 فلزی تقریباً تیر کند میل نهایت بی سمت به   که حالتی

 سرامیک حجمی کسرهای    و    پارامترهای. است کامل

،   الاستیسیته مدول مثل      مؤثر خواص. هستند فلز و

 با تیر برای   گرمایی انبساط ضریب و ν پواسون نسبت

 مشخص زیر صورت به تواند می یکنواخت، تخلخل توزیع

 .تخلخل است حجمی کسر   اینجا در گردد؛ که

(1) 
        

    
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2

eff c m c m

c m

P z T P T P T V P T

a
P T P T

   


 

 مورداستفاده بالا دمایی های محیط در اغلب مدرج تابعی مواد

 ناپذیر اجتناب ماده خواص در تغییرات که گیرند می قرار

 موقعیت به مدرج تابعی تیر یک ماده خواص اینجا در. است

 جهت را دما به وابستگی باید بنابراین است؛ وابسته دما و

 یک مواد خواص. گرفت نظر در سازه پاسخ دقیق بینی پیش

 .است     محیطی دمای از غیرخطی تابع

(1)    

    1 2 3

0 1 1 2 31P T P P T PT PT PT 

 144برابر  اتاق و دمای    و               آن در که

 وابســته ضــرایب    و    ،   ،    ،   درجــه کلــوین اســت.

 جهـت  در تنهـا  دمـا  تغییرات شود می فرض. باشند می دمایی

 بـرای . باشـد  مشـخص  پـایین  و بالا سطوح در دما و ضخامت

 را پایـدار  حالـت  حرارت انتقال معادله توانیم می ما حالت این

 حـل  ضـخامت  امتـداد  در دمـا  توزیـع  آوردن دسـت  به برای

 .نماییم

(2)  
  

 
0

d dT
k

dz dz
 

   در      مرزی شرایط با معادله این
 

 
          و 

    در
 

 
مرجع  در معادله این جواب. شود می حل 

 .است زیر صورت به [11]

(1) 
 

 
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 روابط اصلی و معادلات حاکم -4

 تواند می مدرج تابعی تیر آزاد ارتعاشات برای حرکت معادلات

 .شود استخراج همیلتون اصل از

(1)  
2

1

0

t

ef

t

K U V dt     

  و ابتدایی های زمان    و    زمان،   که

 انرژی تغییرات   جنبشی، انرژی تغییرات   انتهایی،

 الاستیک بستر پتانسیل انرژی تغییرات     و کل کرنشی

 شود: می ارائه زیر صورت به تیر کل کرنشی انرژی. است

(14) d TU U U  
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    و مکانیکی های تنش از ناشی کرنشی انرژی    که

 دما افزایش از ناشی اولیه های تنش علت به کرنشی انرژی

 :[11]شوند  می ارائه زیر روابط با ها کرنش این. است

(11)  
0

1

2

L
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U dAdx      
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 شود: می محاسبه زیر رابطه با حرارتی تنش 12 رابطه در

(10) 
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 زیر صورت به الاستیک بستر پتانسیل انرژی و جنبشی انرژی

 است:
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 بوده بستر وینکلر و برشی لایه الاستیک ضرایب    و    که

 مدول خاک، طول مانند بستر مشخصات و خاک به که

 جایگزینی با .دارد بستگی خاک پواسون نسبت و الاستیک

 جزء جزءبه گیری انتگرال ( و1) رابطه در (11-14)روابط 

 مدرج تابعی تیر حرکت معادلات زمان، و مکان به نسبت

 .آید می دست به
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  ،  ،  پارامترهای
 ،  ،  

صورت زیر تعریف  به  و   

 شوند: می
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 شوند: می محاسبه زیر صورت به ضرایب
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 معادلات 11-12 روابط در 21-24 روابط جایگذاری با

 دست به زیر صورت به جایی جابه های مؤلفه اساس بر حرکت

 آیند: می

(11) 
 

   

2

0 1 1 2

3 3

3 3

: Tb s

T Tb s
s s

w w u
u I u I J A A

x x x

w w
B B B B

x x


  

   
  

 
   

 

 

(12) 

 

 

   

   

2

0 1 2 2

2 3

2 2 3

4 4

4 4

2 2

2 2

: b
b b s

Ts

T Tb s
s s

T b s
p w b s

wu
w I w w I I

x x

w u
J B B
x x

w w
D D D D

x x

w w
A k k w w

x x




   
 

 
  

 

 
   

 

  
    

  

 



                                                              

 

 بازرگان لاری و همکاران

1/ شماره 11/ دوره 1441مکانیک هوافضا/ سال   

111 

(11) 
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 شرایط مرزی -5

 زیر پارامترهای مدرج، تابعی تیر مرزی شرایط به توجه با

 :شوند مشخص باید
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b bM M  0bw     یا      

x





 

(11)   0T

s sM M  0sw    یا       

x





 

 شرایط ترکیب با      و     در مختلف شرایط

 این در. آید دست به تواند می 10-11 روابط در ذکرشده

قرار  گاه ساده نرم موردبررسی تکیه مرزی شرایط مطالعه

 است: ذیل مطابق حالت این برای مرزی شرایط گرفته و

(11) 
   

 

2

2

2

2
0

T T b

T s
s s

wu
A A B B

x x

w
B B

x


   

 


 



        

       یا 

   0TN N  

   

 

2

2

2

2
0

T T b

T s
s s

wu
B B D D

x x

w
D D

x


   

 


 



       

 یا

  0T

b bM M     

   

 

2

2

2

2
0

T T b
s s s s

T s
s s

wu
B B D D

x x

w
H H

x


   

 


 



  

        یا  

  0T

s sM M   

0, 0b sw w  

 برای است ممکن زیر های جواب آزاد، ارتعاشات تحلیل برای

 :شود گرفته نظر در جایی جابه های مؤلفه

(04)  

   

   

   

, ,

, ,

,

I t

I t
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u x t u x e

w x t w x e

w x t w x e













 

 فرکانس طبیعی است.   و   √   که

 دیفرانسیلی مربعات سازی گسسته -6

 با مرتبط مرزی شرایط و حرکت معادلات مرحله، این در

 جبری معادلات  مربعات دیفرانسیلی به روش از استفاده

 برای سازی گسسته قانون از استفاده با. شود می تبدیل

مربعات  روش و 11 و 11-11روابط  و [12]مشتقات 

 به مرزی شرایط و حاکم دیفرانسیل دیفرانسیلی معادلات

 .آید می دست

(01)  

   

 

1 1

1

2

0 1 1

1 1

0,

x x

x

x x

N N

T T

ij j ij bj

j j

N

T

s s ij sj

j

N N

i ij bj ij sj

j j

A A B u B B C w

B B C w

I u I A w J A w

 



 

   

 

 
    

 

 



 
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(02) 

   

   

   

 

1 1

1
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2
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(

) 0,
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j
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   
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 
     

 

 

  

 





  

     

(01)  

   

 

   

 

 

1

1 1

1

1

2

0 1

2 2

1 1 1

(

) 0,

x

x x
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x

x x x

N

T T

s s ij j s s

j

N N

T

ij bj s s ij sj
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T
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j

bi si
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ij j ij bj ij sj
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B B C u D D
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I w w J

A u J B w K B w





 





  

  

 

 
    

 

   

 

  



 





  

 

، ijA ،ijBو طولی راستای در گسسته نقاط تعداد xN که

ijC  وijD روش  چهارم و سوم دوم، اول، مرتبه وزنی ضرایب

 این اساس بر مرزی شرایط .هستند مربعات دیفرانسیلی

 شود: می نوشته صورت معادله بعد به روش

(00) 
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  

 



  

 
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  

 



 




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






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 معادلات، از ویژه مقادیر سیستم آوردن دست به برای

. شود می جدا مرزی و داخلی آزادی درجات به آزادی درجات
 جرم ماتریس [ ] های سختی و ماتریس  [   ]و  [   ]

 مرزی شرایط شده گسسته شکل مشابه روش با. باشد می

 است: زیر صورت به

(01)       0bb bdS b S d  

 از استفاده با. هستند سختی های ماتریس [   ] و [   ] که

 14 از معادله  { } آزادی مرزی درجات حذف با 11 معادله

 شود: نتیجه زیر حاصل می

(01)      2 0iS M d  

[ ] که  [   ]  [   ][   ]
 مقادیر معادله از [   ]  

 و طبیعی های فرکانس آوردن دست به جهت توان می ویژه

 .نمود استفاده مدرج تابعی مودهای تیر شکل

 نتایج و بحث -7

 مختلف مرزی شرایط برای روش همگرایی ابتدا بخش این در

 در های جواب دیگر با مقایسه. گیرد می قرار موردبررسی
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 های حالت برای. نماید می تأیید را نتایج دقت دسترس

 و      آلومینیوم از شده تشکیل تیر یک دما، از مستقل

 تابعی مواد خواص. گیریم می نظر در را         آلومینا

 .است شده لیست 1 جدول در مدرج

 خواص مواد آلومینیوم و آلومینا: (1) جدول

         سرامیک      فلز خواص

E (GPa) 24 11 

ν 1/4 1/4 

  
  

  
  2242 1114 

 فولاد از شده ساخته تیر یک دما، به وابسته های حالت برای

 نظر در         نیتراید سیلیکون و          ضدزنگ

 اساس بر 2 جدول در مواد خواص این. شود می گرفته

 همه در .است شده لیست [11] مرجع در شده ارائه های داده

 صورت به      بعد بی فرکانس پارامترهای شده حل های مثال

 شود: می تعریف زیر

(02) 
 

 

2

n m
n

m

L

h E
 

 
 

 تیر برای. هستند فلزی لایه یانگ مدول و چگالی    و 

 دمای در پارامترها این مقادیر دما، به وابسته مدرج تابعی

 همچنین. است شده استفاده  درجه کلوین 144مرجع، 

 .اند شده تعریف  زیر صورت به بستر بعد بی الاستیک های ثابت

(01) 


 

4 2

2
0 0

,w P
w P

k L k L
K K

E I E I
 

 شود: می تعریف زیر صورت به    پارامتر که

(01) 
3

12

bh
I 

 به توجه با مربعات دیفرانسیلی روش اینجا همگرایی در

 قرار آزمایش مورد تیر طول امتداد در تقسیم نقاط تعداد

 در مدرج تابعی تیر برای تنها خلاصه عنوان به اگرچه. گرفت

 الاستیک، بستر اثرات گرفتن نظر در بدون مرجع دمای

 3جدول  در .گردید ارائه ساده مرزی شرایط تحت و تخلخل

 شرایط برای مدرج تابعی تیر فرکانس پارامترهای همگرایی

 است مشخص جدول در این. است شده ساده ارائه گاهی تکیه

 .شود می همگرا   =21 برای نتایج که

 آنچه با و شده محاسبه  فرکانس پارامترهای 4 جدول در

 اساس بر ای مقاله در [21]و سیمسک  [11] ابراهیمی

 تابعی تیرهای برای بالا مرتبه برشی شکل تغییر تیر تئوری

 نزدیکی تطابق و گردید مقایسه بود ساده گاه تکیه با مدرج

 جدول در ها داده این اساس این بر. شد حاصل نتایج بین

 مودهای همه پیشنهادشده روش که گردید مشخص

 24و  1 ضخامت به طول نسبت برای را تیر ارتعاشات

 .کند می بینی پیش

آمده از روش مربعات  دست نتایج به بیشتر تأیید جهت

 های فرکانس ،[11]ای  در مقاله دیفرانسیلی، زاهدی نژاد

الاستیک  بستر روی بر ساده گاه تکیه با ایزوتروپیک تیر اصلی

. مقایسه نمود کرده ارائه [20] متسونگا آنچه با و محاسبه را

 پارامترهای و ضخامت به طول مختلف های نسبت اثرات

 نتایج بین تطابق. گرفت قرار موردتوجه الاستیک بستر

 صحت استفاده از روش را نشان داد. شده، ارائه

 تابعی تیر اصلی بعد بی اول فرکانس پارامترهای ،5 جدول در

 آنچه با ساده گاهی تکیه شرایط با حرارتی محیط در مدرج

 مرتبه برشی شکل تغییر تئوری اساس بر  ابراهیمی وسیله به

در اینجا سه میدان حرارتی  .گردید نموده مقایسه ارائه بالا

( در NLTR( و غیرخطی )LTR(، خطی )UTRیکنواخت )

 نتایج خوب تطابق بینیم می اینجا در نظر گرفته شد. آنچه

 .است

با توجه به مقایسه نتایج و تطابق خوب ایـن نتـایج بـا نتـایج     

سایر مقالات، اعتبـار اسـتفاده از روش مربعـات دیفرانسـیلی     

. در ادامه اثرات پارامترهای مختلـف  شود یممورد تأیید واقع 

 گیرد. های اول تیر موردبررسی قرار می بر روی فرکانس

 طبیعی های فرکانس روی الاستیک بستر اثر تحلیل منظور به

 دو هر به نسبت توانی قانون مدل مدرج تابعی تیر بعد بی

 یک با تیر. ها انجام پذیرفت بررسی الاستیک بستر پارامتر

 یکنواخت دمای افزایش معرض در یکنواخت تخلخل توزیع

 به نسبت بعد بی های فرکانس تغییرات. است قرار گرفته

 مختلف مقادیر برای پاسترناک پارامتر حذف با وینکلر پارامتر

 این سپس،. است ترسیم شده 2شکل  در تخلخل پارامتر
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 وینکلر پارامتر حذف با پاسترناک پارامتر به نسبت تغییرات

 ترسیم 3 شکل در تخلخل شاخص مختلف مقادیر برای

 مقدار هر برای که شود می مشاهده اشکال این در .گردد می

 پارامترهای افزایش با طبیعی های فرکانس تخلخل، شاخص

 دلیل این به موضوع این. یابد می افزایش پاسترناک و وینکلر

 کل سختی الاستیک، بستر پارامتر دو هر افزایش با که است

 افزایش بعد بی های فرکانس نتیجه در و یافته  افزایش سیستم

 شاخص تر بزرگ مقادیر برای تر بزرگ های فرکانس. یابد می

 مشخص 4 شکل از که طور همان. آید می دست به تخلخل

 وینکلر پارامتر به نسبت بیشتری اثر پاسترناک پارامتر است

 با تر بزرگ های فرکانس و داشته طبیعی های فرکانس روی

 برای .آید می دست  به الاستیک بستر پارامتر دو هر ترکیب

 فرکانس تغییرات 5 شکل ها، فرکانس روی دما تأثیر مشاهده

 مختلف های شاخص برای دما به نسبت را بعد بی طبیعی

. دهد می نشان لاغری نسبت ثابت مقدار یک و توانی قانون

 دمای افزایش معرض در یکنواخت تخلخل توزیع با تیر

های  شاخص تمام برای گردد می مشاهده. دارد قرار یکنواخت

 به این و یابد می کاهش دما افزایش با طبیعی فرکانس توانی

 با هندسی سختی. است تیر پذیری انعطاف افزایش دلیل

 با شود می دیده همچنین. یابد می کاهش دما، افزایش

 کاهش تیر طبیعی های فرکانس توانی قانون شاخص افزایش

 توزیع یک با تخلخل حجمی کسر اثر نمایش برای .یابد می

 6 شکل طبیعی های فرکانس روی یکنواخت تخلخل

 تخلخل مختلف پارامترهای برای دما به نسبت را ها فرکانس

 ارائه لاغری نسبت و توانی قانون شاخص ثابت مقادیر با

 تر بزرگ مقادیر برای تر بزرگ طبیعی های فرکانس. دهد می

 .آید می دست به تخلخل شاخص

 ضرایب وابسته دمایی برای سرامیک و فلز: (2) جدول

                 خواص ماده

      

      141×01/101  4 14×424/1- -0 14×114/2 -2 14×101/1- -11 

 (
 

 
) 14×1221/1 -1 4 14×411/1 -0 4 4 

 w/mK k  221/11  4 14×412/1- -1 14×011/1 -2 14×121/2- -11 

  20/4  4 4 4 4 

  
  

    2124 4 4 4 4 

       

      141×40/241  4 14×424/1 -0 14×110/1- -2 4 

 (
 

 
) 14×114/12 -1 4 14×411/1 -0 4 4 

 w/mK k  121/11  4 14×210/1- -1 14×412/2 -1 14×221/2- -14 

  1212/4  4 14×442/2- -0 14×212/1 -2 4 

  
  

    1111 4 4 4 4 

 

 (=1p)گاهی ساده  برای تیر تابعی مدرج با شرایط تکیه بعد یبهمگرایی سه فرکانس اول  :(3) جدول

   (  ) تعداد نقاط شبکه

11 21 21 21 11 1 1   
 

 
 

111/1 111/1 111/1 111/1 112/1 121/1 111/2 1 
5 121/11 121/11 121/11 111/11 012/11 112/11 101/11 2 

211/11 211/11 211/11 212/11 211/11 211/11 121/11 1 
101/1 101/1 101/1 101/1 101/1 101/1 221/1 1 

24 
122/10 122/10 124/10 111/10 110/10 111/10 121/21 2 
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111/11 111/11 111/11 111/11 122/11 110/11 111/101 1 

 
 

گاه ساده برای نسبت  مقایسه فرکانس اول تیر متخلخل تابعی مدرج با شاخص توانی و بارهای حرارتی مختلف و تکیه: (5) جدول
 .24لاغری 

 ( )شاخص توانی 
   بارهای حرارتی مرجع

5 2 1 5/4 2/4 1/4 4 
24=      

 ابراهیمی 141/1 111/1 422/1 221/0 222/1 111/1 410/1
    

4 

 مقاله حاضر 141/1 111/1 421/1 221/0 221/1 114/1 410/1

 ابراهیمی 111/1 111/1 112/1 104/0 211/1 114/1 421/1
    

 مقاله حاضر 112/1 111/1 121/1 124/0 211/1 111/1 424/1

 ابراهیمی 111/1 111/1 110/1 101/0 212/1 110/1 420/1
     

 مقاله حاضر 101/1 141/1 111/1 101/0 211/1 111/1 421/1

 ابراهیمی 111/1 111/1 141/1 111/0 200/1 141/1 111/2
    

1/4 

 مقاله حاضر 114/1 142/1 141/1 111/0 201/1 141/1 111/2

 ابراهیمی 112/1 112/1 111/1 020/0 211/1 111/1 424/1
    

 مقاله حاضر 121/1 111/1 111/1 024/0 211/1 111/1 411/1

 ابراهیمی 112/1 111/1 111/1 022/0 141/1 111/1 422/1
     

 مقاله حاضر 114/1 112/1 111/1 021/0 211/1 112/1 421/1

 ابراهیمی 120/2 011/1 122/1 021/0 211/1 220/1 141/2
    

2/4 

 مقاله حاضر 121/2 011/1 121/1 022/0 212/1 220/1 141/2

 ابراهیمی 111/2 011/1 121/1 122/0 142/1 121/1 111/2
    

 مقاله حاضر 111/2 011/1 124/1 121/0 141/1 111/1 111/2

 ابراهیمی 110/2 010/1 121/1 114/0 114/1 120/1 111/2
     

 مقاله حاضر 110/2 011/1 124/1 121/0 212/1 121/1 111/2

44=      

 ابراهیمی 411/1 212/1 114/0 422/0 021/1 410/1 222/2
 مقاله حاضر 421/1 211/1 141/0 421/0 021/1 410/1 222/2 4    

     ابراهیمی 211/1 014/1 442/1 211/0 121/1 221/1 111/2

 

 و تخلخل اثرات بدون مرجع دمای در ساده گاه تکیه و مختلف توانی شاخص با مدرج تابعی تیر اول فرکانس مقایسه: (4) جدول
       الاستیک بستر

     شاخص توانی
     روش حل

2 1 1/4 2/4 4 

 ابراهیمی و جعفری حل ناویر 112/1 141/0 014/0 114/1 121/1
 سیمسک معادلات لاگرانژ 112/1 141/0 041/0 114/1 110/1 5

 مقاله حاضر مربعات دیفرانسیلی 101/1 140/0 042/0 111/1 120/1
 ابراهیمی و جعفری حل ناویر 014/1 411/1 111/0 241/0 111/1

 سیمسک معادلات لاگرانژ 014/1 412/1 111/0 241/0 111/1 24
 حاضرمقاله  مربعات دیفرانسیلی 014/1 411/1 111/0 241/0 111/1
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 مقاله حاضر 242/1 021/1 110/0 211/0 112/1 221/1 112/2

 ابراهیمی 211/1 012/1 441/1 220/0 121/1 211/1 110/2
     

 مقاله حاضر 241/1 021/1 441/1 211/0 121/1 214/1 112/2

 ابراهیمی 101/1 121/1 421/1 104/0 121/1 414/1 211/2
    

1/4 

 مقاله حاضر 111/1 111/1 424/1 112/0 111/1 411/1 211/2

 ابراهیمی 141/1 111/1 201/1 110/0 111/1 214/1 124/2
    

 مقاله حاضر 212/1 114/1 211/1 141/0 111/1 211/1 112/2

 ابراهیمی 141/1 104/1 202/1 124/0 242/1 212/1 121/2
     

 مقاله حاضر 212/1 111/1 201/1 110/0 112/1 210/1 121/2

 ابراهیمی 111/2 242/1 011/1 222/0 111/1 410/1 221/2
    

2/4 

 مقاله حاضر 114/2 112/1 011/1 221/0 111/1 412/1 221/2
 ابراهیمی 211/2 101/1 111/1 014/0 211/1 212/1 112/2

    
 مقاله حاضر 221/2 100/1 110/1 021/0 211/1 221/1 111/2

 ابراهیمی 211/2 111/1 122/1 012/0 222/1 211/1 121/2
     

 مقاله حاضر 222/2 101/1 111/1 011/0 211/1 211/1 111/2

 
نمودار اثر ثابت وینکلر بر روی فرکانس اصلی تیر : (2) شکل

 گاه ساده، متخلخل تابعی مدرج با تکیه

1= 
 
  =1/4و    =144،  

 
نمودار اثر ثابت پاسترناک بر روی فرکانس اصلی : (3) شکل

 گاه ساده،  تیر متخلخل تابعی مدرج با تکیه

1= 
 

   =1/4و    =144، 

 نمایش 7 شکل در ها فرکانس روی حرارتی میدان نوع اثر

 در یکنواخت تخلخل توزیع یک تیر با. است شده  داده

 برای غیرخطی و خطی یکنواخت، حرارتی بار سه معرض

 نسبت و توانی شاخص تخلخل، حجمی کسر ثابت مقادیر

 برای ها فرکانس شود می ملاحظه. است قرار گرفته لاغری

 مختلف دماهای اختلاف با یکنواخت دمای توزیع حالت

 کاهشی تغییرات شیب و بوده دیگر حالت دو از تر بزرگ

که این موضوع به دلیل  است؛ تر کوچک فرکانس

ناشی از بالاتر بودن دمای نقاط  پذیری بیشتر تیر انعطاف

 مختلف در راستای ضخامت تیر است.
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 یک با مدرج تابعی تیر بعد بی های فرکانس تغییرات 1 شکل

 مختلف مقادیر برای دما، به نسبت یکنواخت تخلخل توزیع

 شاخص و تخلخل حجمی کسر ثابت مقادیر و لاغری نسبت

 معرض در یردر اینجا ت .است شده داده  نمایش توانی قانون

که در  طور همان. است قرار گرفته یکنواخت دمای افزایش

، تر های لاغری بزرگ نسبتشکل نشان داده شده است، در 

 افتد؛ میاتفاق  تر پایین یدر اختلاف دما یکمانش حرارت

انجام شود.  یبحران یدما یرز یدبا ها فرکانس یسه، مقاینبنابرا

 در طبیعی های فرکانس همچنین از شکل مشخص است که

تر،  کوچک لاغری اختلاف دمای معین برای نسبت یک

این ناشی از سختی بیشتر تیر با نسبت  بوده و تر بزرگ

 باشد. تر می لاغری کوچک

 یریگ جهینت -1

 تابعی متخلخل تیرهای دینامیکی رفتار روی بر شده  ارائه کار

 حرارتی محیط یک در دو پارامتری الاستیک بستر با مدرج

 در و بوده دما به وابسته ماده خواص. است کرده تمرکز

 شامل و کند می تغییر توانی قانون مدل با تیر ضخامت جهت

 و خطی یکنواخت، حرارتی بارهای. است یکنواخت تخلخل

 تئوری. شود می اعمال تیر ضخامت راستای را در غیرخطی

 رفتار بررسی برای ردی سوم مرتبه برشی شکل تغییر

 معادلات. شود می گرفته کار به ضخیم تیرهای ارتعاشی

 با تیر انتهایی شرایط و همیلتون اصل از استفاده با حرکت

 دیفرانسیلی مربعات روش. شود می استخراج ساده گاه تکیه

 اثرات. گرفت قرار مورداستفاده حاکم معادلات حل برای

 حرارتی، بار نوع توانی، قانون شاخص نظیر پارامتر چندین

 طبیعی های فرکانس روی تیر لاغری نسبت تخلخل، شاخص

در  آمده دست به عددی نتایج. گرفت قرار موردبررسی تیر

 :که دهد می نشانتحقیق حاضر پژوهش و 

 فرکانس کاهش به منجر ( ) ماده شاخص در افزایش 

 .شود می

 تر ضخیم یا تر کوتاه تیر که هنگامی طبیعی فرکانس 

 .دارد افزایش به میل شود می

 
 

 
گاه ساده،  نمودار اثر ترکیب پارامترهای وینکلر و پاسترناک بر روی فرکانس اصلی تیر متخلخل تابعی مدرج با تکیه :(4)شکل 

 =1اختلاف دماهای مختلف، 
 

  =1/4و    =2/4، 
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نمودار اثر اختلاف دماهای مختلف بر روی : (5) شکل

 گاه ساده،  متخلخل تابعی مدرج با تکیهفرکانس اصلی تیر 

1= 

 
  =2/4و  

نمودار اثر شاخص تخلخل بر روی فرکانس اصلی : (6)شکل 
گاه ثابت، اختلاف دماهای  تیر متخلخل تابعی مدرج با تکیه

 =1 مختلف،

 
  =1/4و  

  

نمودار اثر میدان حرارتی بر روی فرکانس اصلی : (7) شکل
گاه ثابت، اختلاف دماهای  تیر متخلخل تابعی مدرج با تکیه

 =1مختلف، 

 
  =1/4و   =2/4، 

نمودار اثر نسبت لاغری بر روی فرکانس اصلی تیر : (1) شکل
گاه ثابت و اختلاف دماهای  با تکیهمتخلخل تابعی مدرج 

  =1/4و   =2/4مختلف، 
 این. شود می طبیعی فرکانس کاهش باعث دما افزایش 

 .است ماده صلبیت کاهش از ناشی موضوع

 طبیعی برای افزایش دمای یکنواخت نسبت به  فرکانس

 است. تر بزرگافزایش دمای خطی و غیرخطی 

 تخلخل، در افزایش تخلخل یکنواخت توزیع یک برای 

 این اگرچه. شود می طبیعی فرکانس در افزایش باعث

 عکس   گرادیان شاخص بالای مقادیر برای روند

 است.   گرادیان شاخص به وابسته رفتار این. شود می

 روی توجهی اثرات قابل الاستیک بستر سختی تغییرات 

 دو هر در افزایش. گذارد می تیر طبیعی های فرکانس

 و داده افزایش را سیستم کل سختی الاستیک، پارامتر

 .یابد می افزایش طبیعی فرکانس نتیجه در

 در حل های روش با خوبی تطابق شده ارائه  عددی روش 
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H I G H L I G H T S  G R A P H I C A L     A B S T R A C T 

 An increase in temperature causes a 

decrease in the natural frequency. 

This issue is caused by the reduction 

of material rigidity. 
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In this paper, the free vibrations of functionally graded porous beams with 
simple boundary conditions on an elastic foundation in a thermal 
environment were studied using the theory of third-order shear 
deformation. The properties of the material are temperature dependent 
and continuously change in the direction of the thickness of the beam and 
according to the power law distribution of the volume fraction of the 
material constituents. The uniform porosity distribution at the cross 
section is examined. Hamilton's principle was used to obtain the 
governing equations of motion. In order to discretize these equations, the 
generalized differential quadrature method has been used. Here, the effect 
of various parameters such as heat field type, temperature difference, 
power law index, porosity volume fraction, slenderness ratio and elastic 
foundation parameters on the natural frequencies of a functionally graded 
porous beam was studied for simple boundary conditions. The results, in 
addition to showing these effects on the thermomechanical behavior of 
the beam, also confirm the accuracy of the numerical method used. 
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