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جادار ناازک و    یا اساتوانه   مقاله، معادلات تعادل كوپل حاكم بر كمانش پوساته  نیدر ا

( و FSDTمرتباه اول )  یشکل برش رییو تغ ییغشا کیكلاس یها هینظر بر مبنای میضخ

توجاه   سااده باا   یمرز طیشرا یبرا یبعد سه تهیسیالاست هی( در نظرTSDTمرتبه سوم )

تحات    پوساته  یو شاعاع  یطا یمح ،یمحور یها ییجابجا یبرا یكمانش یشکل مودها

اند. سپس، دستگاه معادلات حاكم  استخراج شده یو فشار خارج یفشار یمحور یبارها

 یبارا   یحال عادد    پوسته باا روش  یو شعاع یطیمح ،یطول یها مکان رییتغ دانیبر م

 یبارا  ن،یاناد. همچنا   پوسته حال شاده   یطیو مح یكمانش محور یمحاسبه بار بحران
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 یبارا  لیاز تحل آمده دست به جی. دقت نتاشده استانجام  ANSYSفزار المان محدود  ا نرم

جادار ناازک و     یهاا  پوساته  یو فشار خارج یاز بار محور یناش یبار كمانش ینیب شیپ
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 ... یو فشار خارج یتحت بار محور میجدار نازک و ضخ یا استوانه یها وستهپ یكمانش لیتحل

 مقدمه -1

 یها استفاده از پوسته یمختلف مهندس یها امروزه در بخش

معمول  اریبس میجدار نازک و ضخ یها در سازه یا استوانه

و  ییایدر یها ها در ساخت مخازن، سازه پوسته نیاست. ا

 ،ییایدر عیصنا ،ییهوافضا عیقطعات استفاده شده در صنا

مورداستفاده  یا طور گسترده و نفت و گاز به ینظام عیصنا

 یها در سازه یا استوانه یها پوسته نی. ارندیگ یقرار م

بدنه  ها، ییایردریمانند بدنه ز ییو هوافضا ییایدر یرسطحیز

ها معمولاً  پوسته نی. اروند یبه كار م نیز ها ها و راكت موشک

 یپسا یرویفشار و ن ایو  کیدرواستاتیفشار ه ریتحت تأث

. از رندیگ یخود قرار م رامونیپ یخارج الیس  انیاز جر یناش

 یحركت شرانیپ یروین ریها تحت تأث پوسته نیا گرید یسو

 شرانیپ یروین نیالعمل ا قرار داشته باشند. عکس توانند یم

 یخارج الیس انیاز جر یناش یپسا یرویبه همراه ن یحركت

موجب كمانش  تواند یوارد بر پوسته م یرونیفشار ب ایو 

گردد؛  یا پوسته استوانه ازهس یبر رو یطیمح ایو  یمحور

سازه پوسته تحت  یكمانش یبار بحران ینیب شیپ نیبنابرا

 یدارا یكمانش یو شناخت مودها ها ینوع بارگذار نیا ریتأث

آن  یسازه و از منظر طراح لیدر تحل یاریبس تیاهم

به  ازین یمهندس یطراح یندهایفرا كه یی. ازآنجاباشد یم

از محققان در  یاریكاركرد سازه دارد، بس یمنیا یابیارز

 دهیپد جادیكه باعث ا ی رااند عوامل تلاش كرده ریاخ یها سال

 یبررس شود یم جادیا یفشار یروهایكمانش كه تحت اثر ن

 یها از روش توان یم لیتحل یبرا ،راستا نیكنند. در ا

  صفحه یبه علت انحنا قتیبهره برد. در حق یو عدد یلیتحل

 یدو بارگذار هر یبرا یادیمقاومت ز یدارا ها پوسته ،یانیم

گسترده  یها . كاربردباشند یم یو خمش یا داخل صفحه

موجب  یمختلف مهندس یها نهیدر زم یا استوانه یها پوسته

ها موردتوجه  سازه نیا یداریمقاومت پا لیگشته تحل

مطرح  یداری. از جمله مسائل پاردیرار بگق یادیمحققان ز

 ایو  یمحور ییتحمل بار نها تیظرف سته،شده در مورد پو

سازه است. در  یكمانش كل دهیهمان پد ای یفشار یطیمح

 ها یدر اغلب طراح میمقاومت در برابر تسل اریگذشته، مع

؛ اما گرفت یموردتوجه قرار م یاصل اریعنوان مع ها به سازه

 یکیبا مطالعات انجام شده و شناخت رفتار مکان جیتدر به

عنوان  به زیمقاومت در برابر كمانش ن اریعها، م سازه

 یدر ملاحظات طراح کیالاست یداریپا اریمع نیتر یاصل

اتفاق  یكمانش زمان دهیها مدنظر قرار گرفته است. پد پوسته

در جسم  ییصورت غشا كه به یكرنش یكه انرژ افتد یم

كند. در  دایرا پ یخمش یبه انرژ لیتبد تیشده قابل رهیذخ

سازه  ادیز اریبس یشکل خمش رییتغ شیحالت با افزا نیا

 نی؛ بنابراگردد یم ینیب شیآن پ یرانیو ایو  یامکان خراب

 طیدر شرا یا استوانه یها پوسته یكمانش یبارها نیتخم

ها  سازه نیا یرفتار كمانش ینیب شیمختلف كاربرد داشته و پ

ها،  آن یاز واماندگ یریو جلوگ نهیبه یبه طراح تواند یم

شده در  از مقالات چاپ یبه برخ ری. در زدینما یوانكمک فرا

اشاره  میجدار نازک و ضخ یها كمانش پوسته لیتحل نهیزم

 شده است.

 یا و كرنش صفحه یپوسته در حالت دوبعد كمانش

 یبرا یمحور یو بار كمانش یخارج یفشار جانب تحت

اند.  ارائه شده ]2و  1[در  میجدار نازک و ضخ یها پوسته

مواد  یبرا یا گسترده قاتیتحق ]9[ موندیو س لسونیدن

به  نیانجام دادند. همچن یمحور یهمسانگرد تحت بار فشار

ارتوتروپ پرداختند  میجدار ضخ یها پوسته یبعد سه لیتحل

 یبرا یكل یوتروپساختار ارت کیكه علاوه بر در نظر گرفتن 

 ونیفرمولاس یعنی گرید کیكلاس ونیفرمولاس کیمواد، 

 ]0[و گر را موردمطالعه قرار دادند. فلوگه  موشنکویت

 یا استوانه یها كمانش پوست نهیدر زم یا گسترده قاتیتحق

با  ]5[و مرتبه بالا انجام داد. كاردوماتس  کیسكلا هیو نظر

 یاستاندارد، مسائل كمانش را برا تهیسیاستفاده از حل الاست

و با  یدر حالت دوبعد یفشار خارج ارتوترپ تحت یها پوسته

ها موردمطالعه قرار داد.  پوسته کیكلاس هیاستفاده از نظر

 جدار یا استوانه یها اثر ضخامت، او پوسته یبررس یبرا

 یرا بررس یفشار محور همسانگرد تحت یطور عرض به میضخ

 یها پوسته یكمانش لیتحل ]0[ کاپیرد و ییرفخرایكرد. م

  یحل عدد  جدار نازک را با استفاده از روش یا استوانه

 ]7[و ماكول  کاپی( انجام دادند. ردDQM) یتفاضل چریكوادر

را بر اساس  یا هبار كمانش پنل استوان DQبا استفاده از روش 

 ی، اكبر2410كردند. در سال  یپوسته بررس کیكلاس هینظر
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 میجدار ضخ یا كمانش پوسته استوانه ]1[ احمدی ی والشت

 یو بر مبنا DQرا با استفاده از روش  FGاز ماده 

، 2415قرار دادند. در سال  قیشو موردتحق یا چندجمله

 مادهاز  یا ، كمانش پوسته استوانه]1[و همکاران  یساطور

FG شکل  رییتغ هیرا بر مبنای نظر یطول یها كننده تیبا تقو

، 2417مرتبه سوم موردمطالعه قرار دادند. در سال  یبرش

 یو ارتعاش یکیاستات لیتحل ]14[و همکاران  گلویب یعل

 تهیسیارتوتروپ را بر اساس معادلات الاست یا پوسته استوانه

، 2411سال  رنمودند. د یبررس DQبا استفاده از روش حل 

 یا كمانش پوسته استوانه لی، تحل]11[ یو احمد یلکام

 DQرا با استفاده از روش  یهندس بیوتروپ با وجود عارت

 مطالعه نمودند.

توسط  تر یكل یو بررس نیشیشده پ مقالات چاپ یبررس از

مختلف  یها هیكه نظر  دهیمقاله ملاحظه گرد نیا سندگانینو

دارند. در  یها دقت متفاوت پوسته یبار كمانش ینیب شیدر پ

به ارائه و  تهیسیالاست هیپژوهش، با استفاده از نظر نیا

 یها معادلات حاكم بر مسئله كمانش پوسته یسیبازنو

 یها هیدقت نظر یو بررس میجدار نازک و ضخ یا استوانه

FSDT  وTSDT با استفاده از روش  یلیحل تحل یها در روش

با استفاده از  یمعادله مشخصه و حل عدد نانیمحاسبه دترم

FEM مسئله  یبعد سه تیپرداخته شده است. با توجه به ماه

 از یبه معادلات كمانش افتنیدست  یها، برا كمانش پوسته

استفاده شده است. در  ولایپ-تانسور مرتبه دوم كرشهف

 یها تنش م،یضخ یها پوسته یآمده برا دست روابط به

شده  كه اغلب در روابط ارائه یعرض یها و برش یشعاع

گرفته شده، موردتوجه قرار  دهیحققان نادم گریتوسط د

 یها پوسته یبرا یبار كمانش ینیب شیا در پهآن ریگرفته و تأث

شده است. معادلات حاكم بر كمانش  یبررس میضخ ارجد

 کیكلاس هیجدار نازک بر اساس نظر یا استوانه یها پوسته

شکل  یگذاریبا جا یلیها استخراج شده و در حل تحل پوسته

ساده در  یمرز طیبا توجه به شرا یكمانش یپاسخ مودها

پوسته در معادلات حاكم از معادله  ینظر گرفته شده برا

. دیآ یكمانش به دست م یشکل مودها، بار محور ینانیدترم

معادلات حاكم  یبعد سه تهیسیالاست هیسپس، بر مبنای نظر

با در نظر گرفتن بار  میجدار ضخ یا بر پوسته استوانه

استخراج  یمرز طیو شرا یخارج کنواختی یفشار یكمانش

 یشکل برش رییتغ یها هیاند. در ادامه، بر مبنای نظر شده

( و شکل پاسخ TSDT( و مرتبه سوم )FSDTمرتبه اول )

معادلات حاكم برحسب  ،یبا توجه به شرط مرز کیهارمون

 یلی. در روش حل تحلگردند یم یسیكمانش بازنو یها دامنه

 یها حاكم بر دامنه ینانیمعادله دترم یهیربدیاز حل غ

 جی. نتاگردد یمحاسبه م یبحران یكمانش، فشار كمانش

 یها پوسته یمحاسبه بار كمانش یبرا لیحلآمده از ت دست به

با  TSDTو  FSDT یها هیبر مبنای نظر میجدار نازک و ضخ

برنامه  طیشده در مح هیته یوتریكامپ یاستفاده از كدها

فزار ا با استفاده نرم FEM یو حل عدد MATLAB یاضیر

و  سهیو با مراجع موجود مقا گریکدیبا  ANSYSالمان محدود 

 .اند شده یبررس

  استخراج معادلات حاکم بر کمانش پوسته -2

 ای تحت بار محوری استوانه

شاعاع   ،hو ضخامت   Lای به طول استوانه  ، پوسته1در شکل 

و شاعاع ساطم میاانی     R2و  R1 بیا باه ترت درونی و بیرونای  

 نشان داده شده است.  R( a=)پوسته 

 
 ای و دستگاه  هندسه پوسته استوانه(: 1شکل )

 ای مختصات استوانه

ای تحت نیروی محوری  شود كه پوسته استوانه فرض می

 صورت بهو بار متقارن محوری  در دو انتهای خود Fفشاری 

قرار دارد. دستگاه مختصات  Pفشار جانبی خارجی یکنواخت 

بر روی سطم میانی پوسته قرار گرفته و  rθxای  استوانه
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)جابجایی( هر نقطه بر سطم  مکان رییتغی بردار ها مؤلفه

و شعاعی  θ، محیطی xمیانی پوسته در سه راستای طولی 

(= z) r ترتیب  بهu ،v  وw باشند. می 

معادلات کلاسیک حاکم بر کمانش پوسته  -1-2

 ای جدار نازک تحت بار محوری فشاری استوانه

ای جدار  استوانه  برای یک پنل جدا شده از سطم پوسته

/نازک ) 1/ 20h R  در اثر بارگذاری متقارن محوری جانبی )

)فشار خارجی/داخلی( و بار محوری، تحت برآیندهای 

و گشتاورهای خمشی  Nijای  ای لبه نیروهای درون صفحه

Qi (i, j = x, θ, z ،)ای  و نیروهای برشی لبه Mijای  بهل

 zو  x ،yمعادلات دیفرانسیل تعادل نیرویی در جهات 

 :]2و  1[از  اند عبارت

(1) 
0, 0,

0

x x x
x y

x
z

N N N N
R P R R Q P R
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  
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 

 

 و معادلات دیفرانسیل تعادل گشتاورها پیرامون محورهای 

x  وy از: اند عبارت 

(2) 0, 0,x x x
x

M M M M
R RQ R RQ

x x

  


 

   
     
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0zMمعادله تعادل ششم از رابطه    منجر به یک اتحاد

كند. با فرض نازک  شود كه اطلاعات جدیدی ارائه نمی می

x,ای ) بودن پوسته استوانه x x xM M N N       و همچنین )

0xبا فرض  y zP P P  : 

(9) 
0, 0,

0,

x x x
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N N N N
R R Q

x x

Q Q
R N

x

  





 



   
    

   

 
  

 

 

Qی نیروی برشی ها مؤلفهای   (، در پنل استوانه9از رابطه )
 

و 
xQ آیند: دست می  به 
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اكنون . نتیجه گرفت( را 5رابطه )توان  ( می0( تا )1از روابط )

,روابط  , , , ,x x x xN N N M M M   
مطابق ها  برحسب جابجایی 

 آیند: می به دست( 0با رابطه )
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صورت  با تعریف نیروی محوری كمانشی فشاری به
xN F 

 بعد زیر: و پارامترهای بی

(7) 2 2 2/12 , (1 ) / ,h R F Eh     

در نهایت معادلات دیفرانسیل تعادل كوپل شده حاكم بر 

 رییتغی جزئكمانش پوسته جدار نازک برحسب مشتقات 

 شوند: صورت زیر بازنویسی می به ها مکان
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  ( شکل پاسخ1برای حل دستگاه سه معادله و سه مجهول )

نمونه برای  عنوان بههای طولی، محیطی و شعاعی  جابجایی

صورت زیر فرض  گاه ساده در دو انتها به شرایط مرزی تکیه

 :]0[گردند  می

(1) , ,

,

sin cos , cos sin ,

sin sin , , 1,2,3,...

mn mn
m n m n

mn
m n

n m x n m x
u A v B

L L

n m x
w C m n

L

   

 

 



 

 

 



 

mبا تعریف پارامتر  R

L


 

های مرتبه اول و  و گرفتن مشتق 

در معادلات تعادل  ها آنو جایگذاری   ها دوم برای جابجایی

سازی و كمی عملیات ریاضی، سه معادله  (، انجام ساده1)
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های شکل مودهای  جبری خطی برحسب سه مجهول دامنه

 آیند: می دست بهصورت زیر  به Cmnو  Amn ،Bmnكمانش 

(14) 
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شرط كمانش متقارن محوری پوسته یعنی بار بحرانی 

( و 14كمانش در راستای طولی از حل غیربدیهی معادلات )

و  Amn ،Bmnاز برابر صفر قرار دادن دترمینان ضرایب مجهول 

Cmn  1به ازای, 0m n  شود. كمترین پاسخ  محاسبه می

بار كمانشی محوری  ϕبعد  برای كمیت بی آمده دست به

باشد. با كدنویسی در محیط برنامه ریاضی  بحرانی پوسته می

MATLABهای كمانش محاسبه  ، پاسخ عددی دامنه

( 1در روابط ) آمده دست بهشوند. سپس، با برگشت نتایج  می

 به دست( نیز m,nشکل مودهای كمانش )در هر مود 

 آیند. می

ی حاکم بعد معادلات تعادل الاستیسیته سه -2-2

 ای جدار ضخیم بر میدان جابجایی پوسته استوانه

ای با فرض یک  استوانه  برای موقعیت ثانویه نقاط پوسته

  مکان رییتغتغییر كوچک نسبت به حالت تعادل اولیه، توابع 

صورت زیر تعریف  در سه راستای طولی، محیطی و شعاعی به

 :]11[شوند  می

(11) 
( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ) ( , , ),

u r x u r x u r x

v r x v r x v r x

w r x w r x w r x

   

   

   

 

 

 

 

)كه  , , )u r x،( , , )v r x  و( , , )w r x وضعیت  دهنده نشان

)تعادل اولیه و  , , )u r x،( , , )v r x  و( , , )w r x  بیانگر

  هر نقطه بر روی سطم میانی پوسته  موقعیت ثانویه

در راستاهای محوری، محیطی و شعاعی  بیبه ترتای  استوانه

بعدی است كه برای  ضریب ثابت بی باشند؛ همچنین،  می

 شود.  حالت تعادل ثانویه در نظر گرفته می

 :گیری از تعریف تانسور گرین با بهره

(12) 1
[ ( ) . ]

2

T T
E u u u u     

 

ی تانسور گرین ها مؤلفههای خطی،  و با در نظر گرفتن ترم

 به دستجایی  جابه-جایی و چرخش جابه -كرنش  در روابط

 آیند: می
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( برای 19( در روابط )11با جایگذاری روابط تغییر مکان )

 :]11[توان نوشت  ها می كرنش

(10) 
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كه 
ij  و

ij كرنش و چرخش در حالت تعادل  بیبه ترت

اولیه و 
ij   و

ij كرنش و چرخش در حالت  بیبه ترت

همسانگرد روابط   باشند. برای ماده )ثانویه( می افتهیرییتغ

 :]11[از  اند عبارتكرنش -تنش
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 از: اند عبارتهای لامه  كه ثابت
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 توان نوشت كه: ها می ها مانند كرنش برای توابع تنش

(17) 
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های تانسور تنش مرتبه  معادلات تعادل با در نظر گرفتن ترم

 شود: صورت زیر تعریف می پیولا به -دوم كرشهف

(11) 1 1( . ) 0, (det ) ( )T Tdiv F F F T F     
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صورت  گرادیان تغییر مکان به Fكه در آن 

F I grad V   تعریف شده كه در آنV  بردار تغییر

مسئله و   باشد. با توجه به هندسه تانسور یکه می Iمکان و 

ای در نظر گرفته شده و تعریف عملگر  مختصات استوانه

 صورت: گرادیان به
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 شود: ( تعریف می11با توجه به روابط ) Sماتریس 

(24) . TS F 

 یها مؤلفه( 24كه در شکل بسط داده شده رابطه )

Srr ،Srθ ،Srx ،Sθr ،Sθθ ،Sθx Sxr ،Sxθ  وSxx  ی ها مؤلفهبرحسب

آیند. برای استخراج معادلات  می به دستتنش و جابجایی 

  تعادل در سه راستای محوری، محیطی و شعاعی مانند رابطه

كه یک ماتریس  S( لازم است كه دیورژانس ماتریس 11)

 است محاسبه شود. بنابر تعریف دیورژانس: 9×9

(21) 
1 1 1(S) ( ) (( ) )T T

ediv div Se tr e S   

توان معادلات تعادل را برحسب  ( می21)  با بسط معادله

آورد. با انجام  به دستدر راستاهای مذكور  S های مؤلفه

جایی  ی جابهها مؤلفهكمی عملیات ریاضی، گرفتن مشتقات 

چرخش و  برحسب عبارات Sدر ماتریس  ها آنو بازنویسی 

( و سپس با قرار دادن روابط 19كرنش با استفاده از روابط )

های آن  ، تمام مؤلفهS های ماتریس در مؤلفه آمده دست به

شود. در ادامه،  برحسب كرنش، تنش و چرخش محاسبه می

در معادلات تعادل استخراج  Sماتریس   با جایگذاری نه مؤلفه

جایی  ی جابهها مؤلفهستگاه معادلاتی برحسب تنش و شده، د

 به دستو در نهایت برحسب تنش و كرنش در سه راستا 

، با لحاظ كردن عبارات كرنش، تنش و ازآن پسآیند.  می

( در سری معادلات 15( و )10چرخش از روابط )

دستگاه  داشتن عبارات خطی برحسب  و نگه  آمده دست به

 به دستها  معادلات دیفرانسیل تعادل كمانشی پوسته

برای حالت  آید. عبارات مرتبه صفر برحسب ضریب  می

داشتن عبارات مرتبه اول  روند. با نگه تعادل اولیه به كار می

 به دست، در سه راستا، سه معادله برحسب ضریب 

شود كه در حالت بارگذاری اولیه مقادیر  فرض می آیند. می

كرنش برشی، تنش برشی و چرخش صفر است 

( 0, )ij ij ij i j      های قائم اولیه غیرصفر  و كرنش

برابر با مقدار یک در نظر گرفته  كه یطور بهاما خیلی كوچک 

 شوند: می

(22) 1 1 1 1 ,xx rr         

ها در حالت كلی تحت بار محوری و  پوستهمعادلات تعادل 

صورت  فشار یکنواخت جانبی )فشار خارجی و یا داخلی( به

 باشد: زیر می
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   

     

      


   

  

 
       

 


    



       

 
       

 


    



    ( )] 0,

1
[ ( )] [ ( ) ]

1
( )[ [ ( )] 0,

r r r

rx rr rx rx x x x

xx xx xx rx rr rx rx

r r

x r

   

   

   

       


      

    

 
         

 


         



 

  های جدار نازک در معادله لازم به ذكر است كه برای پوسته

گردد. با  نظر می های كرنش در برابر چرخش صرف بالا از ترم

( در راستای 29دیفرانسیل ) معادلات از گیری انتگرال

گیری  با انتگرال. آید می دست به( 20رابطه )ضخامت پوسته 

( و در نظر گرفتن 29( و یا )20های معادلات ) از تمامی ترم

پوسته؛ یعنی   های )سطوح جانبی( شرایط مرزی در دیواره

) صورت بهفشار خارجی یا بار محوری  ) 0
2

rr

h
a    و

( )
2

rr

h
a P     (25رابطه )در نهایت معادلات به شکل 

 آیند: می دست به
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(20) 

2

2

2

2

[ ( ) ( ( ))

( ( ))

( )] 0,

[ ( ( )) ( )

( ( )) (2

h

rr rr rr rx xx rx rxh

r r r

rr rr rr

h

r rr r rh

x xx x x r

r r
r x

dz

r
r

r
x

   

  

     

  

      

   


     

      


    





 
       

 


    



       

 
       

 


      







2

2

( )

( ) 0,

[ ( ( ) ( ( ) )

( ) ( ( )] 0,

rr r r

r r

h

rx rr rx rx x x xh

xx xx xx rx rr rx rx

dz

r
r

r dz
x

  

  

   

  

  

       


      



  

   

 
         

 


         





 

(25) 

2 2

2 2

2 2

2 2

2

( )
2 2

2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( ( )) 0,

( ) ( ) ( )
2

( ) ( )

h h

r rh h

h h

xx xx xx rxh h

h

h rh
r a

h h

rh h

Q
dz N dz

dz r dz
x

h N
a P dz Q dz

dz dz


    

 


  



   

   
 

     

  


   


 

 

 

 

 
   

 


       




     




  







 

 



 

2

2

2

( ) ( )
2 2 2

2 2

2 2

2

2

( ( )) 0,

( ) ( ) ( )
2

( ) ( )

( ) 0,

h

x xx x xh

h

h h xh
rx a rx a

h h

x xh h

h

xx xx xxh

r dz
x

h
a P dz

dz dz

r dz
x

  

 

  

   

   


  
 

  



  

 



    


    



 
  

 


   







 



 

ای با استفاده از  استوانه  برای حل مسائل كمانش پوسته

( 25توان از دستگاه معادلات ) نظریه كلاسیک پوسته می

اما برای استفاده از نظریه مراتب بالا به علت ؛ كرد استفاده

های جدید چرخش در روابط، تعداد  ظاهر شدن ترم

ی تغییر مکان افزایش یافته و در نتیجه لازم است از ها مؤلفه

معادلاتی افزون بر معادلات بالا )معادلات كمکی( استفاده 

 وجود لیبه دلسوم   شود. در نظریه تغییر شکل برسی مرتبه

تعادل گشتاورها در   آمدن دو ترم چرخش، از دو معادله

شود.  ( استفاده می2مطابق معادلات ) x و θراستای 

( گشتاورها و نیروهای برشی 2( و )25در روابط ) كه یطور به

ای  گرفتن ضخامت برای پوسته استوانه در نظربا توجه به 

 .شوند تعریف می (20رابطه )صورت  به

(20) 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

(1 ) , ,

, (1 ) ,

, ,

(1 ) ,

h h

x xxh h

h h

x x x xh h

h h

rh h

h

x rxh

z
M z dz M z dz

a

z
M z dz M z dz

a

N dz Q dz

z
Q dz

a

 

   

   

 

 

 



 

 

 



   

   

  

 

 

 

 



 

 ای شرایط مرزی پوسته استوانه -1-2-2

های تانسور تنش  بر اساس معادلات تعادل برحسب ترم

( شرایط مرزی 11كیرشهف )رابطه -دوم پیولا  مرتبه

 شوند: صورت زیر بیان می به

(27) ( . ). , ,F n t F I rgrdV    

بردار كشش روی سطم خارجی  tقائم و  بردار یکه nكه 

باشند. شرایط مرزی بر روی سطم دیواره داخلی و  پوسته می

ای در موقعیت تعادل در حالت ثانویه  خارجی پوسته استوانه

 از: اند عبارت

(21) 
( / 2, ) ( / 2, ) 0,

( / 2, ) ( / 2, ) 0,

( / 2, ) ( / 2, ) 0,

rr rr

r r

rx rx

a h a h

a h a h

a h a h

 

   

   

   

    

    

     
ی جدار ها های جدار ضخیم با پوسته روابط حاكم بر پوسته

های جدار ضخیم  نازک تفاوت دارند و نیاز است كه در پوسته

(/ 20a h های عرضی در  های شعاعی و برش ( اثرات تنش

مثال برای  عنوان بهروابط حاكم در نظر گرفته شود. 

های جدار نازک تحت بارگذاری فشار خارجی جانبی  پوسته

P: 

(21) , / ,rr P Pa h     

برای یک پوسته جدار ضخیم تحت بارگذاری  كه یدرحال

فشار خارجی با در نظر گرفتن شرط تقارن محوری، 

های تنش
r و  توابعی ازr به متغیر  و بودهθ  بستگی

المان پوسته باید صفر در  های برشی روی هر نداشته و تنش

نمونه، با در نظر گرفتن المانی در  عنوان بهنظر گرفته شود. 

نظر  با فرض عدم وجود نیروهای حجمی و با صرف rشعاع 

دوم، معادله تعادل در راستای   های مرتبه كردن از ترم

 شعاعی عبارت است از:



 
 

 

 ... یو فشار خارج یتحت بار محور میجدار نازک و ضخ یا استوانه یها پوسته یكمانش لیتحل 8

 2/ شماره 18/ دوره 1411مکانیک هوافضا/ سال 

(94) 0,r rd

dr r

  
 

 
)با فرض باز و آزاد بودن انتهای استوانه  0)z ، ها  كرنش

 اند عبارتای از قانون هوک  در المان در حالت تنش صفحه

 از:

(91) 1 1
( ), ( ),r r r

du u

dr E r E
            

 

 توان نوشت: ها می با در نظر گرفتن روابط بالا برحسب تنش

(92) 
2 2

( ), ( ),
1 1

r

E du u E u du

dr r r dr
   

 
   

 

 

( و با استفاده از 94( در معادله )92جایگذاری روابط )با 

  شرایط مرزی در جدارهای داخلی و خارجی پوسته

 صورت: ای به استوانه

(99) 
1 2( ) 0, ( ) ,r rR R P    

  های شعاعی و محیطی در سطم جانبی پوسته برای تنش

 از: اند عبارتها  ای جدار ضخیم تنش استوانه

(90) 

2 2 11 1

2

2 2 11 1

2

[1 ( ) ].[1 ( ) ] . ,

[1 ( ) ].[1 ( ) ] . ,

rr rr

R R
P F P

r R

R R
P F P

r R
 









    

    

 

به انتهای پوسته  Fبار محوری  كه یزمان xدر راستای   تنش

 شود عبارت است از: وارد 

(95) 2

1 2 2
2 1

2 ,
( )

R

xx xxR

F
rdr F

R R
  


    




 

گاهی ساده در دو  ، روابط حاكم بر شرایط تکیه1در جدول 

 .شده استای ارائه  استوانه  انتهای پوسته

شرایط مرزی ساده پوسته روابط حاكم بر  :(1جدول )

 ای استوانه

نوع 

 گاه تکیه
 مختصات موقعیت مرزی

شرایط مرزی 

 گاه تکیه

 ساده

0,x L 0xxv w    

0,   0u w    

0,   r x        

 TSDTو  FSDTهای  نظریه -2-2-2

در  ها مکان رییتغدر نظریه تغییر شکل برشی مرتبه سوم، 

 شوند  بعدی به شکل غیرخطی زیر تعریف می حالت سه

 :]2و  1[

(90) 

2 0
0 1 12

2 0
0 2 22

0

4
( , , ) ( , ) ( , ) ( ),

3

4 1
( , , ) (1 ) ( , ) ( , ) ( ),

3

( , , ) ( , ),

w
u r x u x z x z

xh

z w
v r x v x z x z

a ah

w r x w x

    

    


 


   




    





 

كه 
0u، 

0v و 
0w میانی پوسته   در صفحه مکان رییتغ

و rو  x ،θدر راستاهای  بیبه ترتای  استوانه
1  و

2  به نیز

باشند. لازم  می θ و xهر مقطع حول محور   چرخش بیترت

به ذكر است كه در نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول، 

به شکل خطی بوده و در روابط اول و دوم از  ها مکان رییتغ

در این نظریه  ها آن( از جملات آخر 90سری روابط )

نمونه با در نظر گرفتن شرایط  عنوان بهشود.  می نظر صرف

 رییتغهای  گاه ساده در دو انتهای پوسته ترم مرزی تکیه

میانی پوسته به شکل توابع   و چرخش صفحه مکان

 :]0[شوند  ه میهارمونیک در نظر گرفت

(97) 

0

0

0

1

2

( , ) sin( )cos( ),

( , ) cos( )sin( ),

( , ) sin( )sin( ),

( , ) cos( )sin( ),

( , ) sin( )cos( ),

n x
u x C m

L

nx
v x B m

L

n x
w x A m

L

nx
x D m

L

n x
x H m

L


 

 


 

  


  











 

عدد مودهای كمانشی در  بیبه ترت nو  mكه در آن 

( 97راستاهای محیطی و محوری باشند. با جایگذاری روابط )

های برآیند و نتایج آن در معادلات كمانشی  در تنش

( در نهایت دستگاه معادلات خطی همگن 20و  25)معادلات 

، A ،B ،Cی مودهای كمانشی ها دامنهبا پنج مجهول شامل 

D  وH آید. حل بدیهی عبارت است از  می به دست

0A B C D H      كه این جواب بدیهی معادلات

. برای حل غیربدیهی دستگاه پنج معادله ستینمطلوب نظر 

(، دترمینان ضرایب باید برابر صفر باشد 97و پنج مجهول )

از آن یعنی بار بحرانی  آمده دست بهكه كمترین مقدار 

یطی( از حل معادله دترمینانی كمانشی جانبی )كمانش مح

 به ازای Hو  A ،B ،C ،Dخطی همگن با پنج مجهول 

1, 0m n  آید. این دستگاه معادلات با  می دست به

صورت  به MATLABكدنویسی در محیط برنامه ریاضی 

در رابطه  آمده دست بهعددی حل شده و با برگشت نتایج 
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(، شکل 90در روابط ) ها آن( و سپس جایگزینی 97)

 به دستخارجی  فشار تحتمودهای كمانشی جانبی پوسته 

فشار  Pبرای كمیت  آمده دست بهآیند. كمترین پاسخ  می

 باشد. كمانشی بحرانی جانبی پوسته می

  در ادامه، معادلات نهایی حاكم بر كمانش یک پوسته

ای جدار ضخیم تحت بارگذاری فشار یکنواخت  استوانه

برای شرایط مرزی دو سر ساده در دو نظریه  Pخارجی 

 .شده استتغییر شکل برشی مرتبه اول و سوم ارائه 

 FSDTمعادلات حاکم در نظریه  -1-2-2-2

ای جدار ضخیم  استوانه  معادلات نهایی برای كمانش پوسته

با فرض  Pتحت بارگذاری جانبی فشار یکنواخت خارجی 

 ث(-91الف( تا )-91)رابطه صورت  های ساده به گاه تکیه

 باشند: می

 الف(-91)

2

2

2 2

2 2

2 3
2 22 2

2 2

2 2

2 3
22

2 2

2

2

1 1
[ ] [ (2 ) (2 )

2 4

1 (2 )
(2 ) . ] [

1 1 ( ) 4 4
( ( ) ) ( (1 ) )

2 3

1 1 4 4
( ( )( ) )

2 3 ( )

(

h

h

h h

h h

h h

h h

h

h

h

h

n
A dz B P a h m P a h m

L a

G
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 سازی المان محدود مدل -3-2

افزار  ای با استفاده از نرم سازی و تحلیل پوسته استوانه مدل

ANSYS WORKBENCH  پس از اعمال شده استانجام .

بارگذاری و شرایط مرزی، تحلیل كمانش غیرخطی پوسته 

گیری از  و با بهره Static Structuralای در تحلیل  استوانه

سازی از  . در مدلشده استهای غیرخطی انجام  تغییر شکل

ی( چهاروجه)المان  Hex Dominanزنی به روش  مش

اسب در . برای انتخاب اندازه المان منشده استاستفاده 

ای با مشخصات  تحلیل و بررسی همگرایی حل پوسته استوانه

2200 , 0.25, 5 , 1E GPa L m R m     تحت بار

500Pكششی  N  مرحله اندازه المان  14قرار گرفته و در

آید. در  دست بهكاهش یافته تا نمودار همگرایی مسئله 
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نهایت با همگرایی تنش معادل بیشینه، اندازه المان )مش( 

 .شده استدر نظر گرفته  m 41/4برابر با 

 ها آنتحلیل نتایج و بحث در  -3

در این بخش، نتایج حاصل از تحلیل كمانش پوسته 

ای جدار نازک در نظریه كلاسیک غشایی )برای  استوانه

ای  توانهمحاسبه بار كمانشی محوری بحرانی( و پوسته اس

برشی مرتبه اول و  شکل رییتغجدار ضخیم بر مبنای نظریه 

سوم )برای محاسبه فشار خارجی كمانشی بحرانی محیطی( 

شود.  پرداخته می FEMو روش حل عددی با استفاده از 

از حل عددی برای محاسبه بار كمانشی  آمده دست بهنتایج 

 مراجع  دربحرانی محوری با نتایج ارائه شده 

 گردند. خواص فیزیکی،  سنجی می سه و صحتمقای

مکانیکی و هندسی در نظر گرفته شده برای پوسته 

 ای تحت بارگذاری محوری فشاری عبارت است  استوانه

از 
214 , 0.25, 5 , 1E GPa L m R m    2. در جدول 

از محاسبه بار بحرانی كمانش محوری در  آمده دست بهنتایج 

نظریه كلاسیک پوسته جدار نازک با شرایط مرزی ساده در 

و مقایسه آن با  FEMپژوهش كنونی و روش حل عددی 

. نتایج شده استارائه  ]5[و  ]2[نتایج ارائه شده در مرجع 

تطابق نسبتاً مناسب بین دو روش حل عددی  دهنده نشان

FEM  5[و  ]2[در مرجع  شده گزارشنتایج و حل تحلیلی با[ 

از محاسبه بار  آمده دست بهنتایج  3در جدول  باشد. می

بعد شده در نظریه كلاسیک  بحرانی كمانش محوری بی

پوسته جدار نازک در پژوهش كنونی و روش حل عددی 

FEM  شده برای مقادیر مختلف نسبت شعاعی پوسته ارائه

تطابق مناسب بین دو روش حل  دهنده نشان. نتایج است

، نتایج 4در جدول  باشد. می FEMتحلیلی و حل عددی 

برای محاسبه فشار كمانشی بحرانی محیطی  آمده دست به

200Eای از ماده اپوكسی با  پوسته استوانه GPa  و به

تحت بارگذاری فشار خارجی  aو شعاع سطم میانی  mجرم 

های تغییر شکل برشی  بر مبنای نظریه Pیکنواخت خارجی 

، با ANSYSافزار  با استفاده از نرم FEMمرتبه اول و سوم و 

( مقایسه DQM)با استفاده از  [0]نتایج ارائه شده در مرجع 

 اند.  شده

( با استفاده از Fبار بحرانی كمانش محوری ) (:2جدول )

 و نتایج مراجع FEMنظریه كلاسیک پوسته جدار نازک و 

 [.5]و [ 2]

 N/m( برحسب Fبار بحرانی كمانش محوری )

R2/R1 حل تحلیلی FEM  ]2[ ]5[ (DQM) 

2/1 9111/4 0794/4 0117/4 00971/4 

25/1 0449/4 0211/4 0201/4 0020/4 

( پوسته ϕبعد ) بار بحرانی كمانش محوری بی(: 3جدول )

 های ساده گاه ای جدار نازک با تکیه استوانه

 ϕبعد  بار بحرانی كمانش محوری بی

R2/R1 حل تحلیلی FEM  

45/1 9541/4 9520/4 

1/1 9545/4 9517/4 

15/1 9511/4 9045/4 

2/1 9511/4 9019/4 

25/1 9521/4 9740/4 

9/1 9504/4 9710/4 

( پوسته Pفشار بحرانی كمانش محیطی )(: 4جدول )

 های ساده در نظریه  گاه ی با تکیها استوانه

FSDT  وTSDT ،FEM  0[و[ 

L/a a/h m 
 kPaبرحسب  Pcrفشار بحرانی كمانشی 

FSDT TSDT ANSYS ]0[ 

1 

944 19 0/177 05/102 11/150 50/100 

544 15 05/59 05/07 07/09 119/00 

1444 11 21/11 02/1 40/1 015/1 

2 944 1 29/17 97/70 10/71 17/10 

5 544 0 15/90 95/91 05/21 1/92 

گردد نتایج  ، مشاهده می4كه از جدول  گونه همان

از دقت قابل قبولی در  FEMو  TSDTاز نظریه  آمده دست به

 برخوردار هستند. ]0[مقایسه با مرجع 
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از نظریه تغییر شکل  آمده دست بهلازم به ذكر است كه نتایج 

برشی مرتبه سوم از مقادیر متناظر خود در نظریه تغییر 

توان در  باشند. علت را می شکل برشی مرتبه اول كمتر می

 FSDTنسبت به  TSDT در نظریه سفتی غیرخطی بیشتر

 دانست.

، توزیع جابجایی معادل )كلی( 2نمونه، در شکل  عنوان به

جدار ضخیم با  ای برای پوسته استوانه

25 114  , , mE GPa L Rm   افزار  در نرمANSYS ،

های  برای نسبت
2 1/ 1.1R R   و

2 1/ 1.15R R   تحت

 .شده استبارگذاری كمانشی محوری نشان داده 

 
 )الف(

 
 )ب(

با  میجدار ضختوزیع جابجایی كل برای پوسته (: 2کل )ش

 -برای الف ANSYSاستفاده از 
2 1/ 1.1R R   و 

-ب
2 1/ 1.15R R  

، توزیع تنش معادل ناشی از بارگذاری كمانشی 3در شکل 

خارجی با  فشار تحتجانبی پوسته جدار نازک 

/ 1, / 300,L a a h  افزار  در نرمANSYS  نشان داده

 .شده است

 
 ANSYSتنش معادل پوسته با استفاده از (: 3شکل )

 گیری نتیجه -4

مقاله محاسبه بار بحرانی كمانش محوری و محیطی  نیدر ا

ای جدار نازک و ضخیم بر مبنای  های استوانه پوسته

های تغییر شکل برشی مرتبه اول و سوم با استفاده از  نظریه

بررسی شد. نتایج  FEMروش حل تحلیلی و عددی 

 از: اند عبارت آمده دست به

از نظریه تغییر شکل  آمده دست بهنتایج تحلیل  (1

برشی سوم از مقادیر متناظر خود در نظریه تغییر 

باشند. علت را  شکل برشی مرتبه اول كمتر می

نسبت  TSDTتوان در سفتی بیشتر پوسته در  می

 دانست. FSDTبه 

های  در تخمین بار بحرانی كمانشی پوسته (2

، نظریه تغییر شکل برشی ای جدار ضخیم استوانه

نسبت به  بیبه ترتمرتبه سوم دارای دقت بالاتری 

حل عددی المان محدود و نظریه تغییر شکل 

 باشد. برشی مرتبه اول می

ی با افزایش ضخامت پوسته، ظرفیت طوركل به (9

 یابد. كمانشی و پایداری سازه افزایش می



 
 

 

 3 315700( 3011) 361هوافضا مکانیک                             زاده و همکاران  محمدهادی حسین

 كمالی روستا و مامندی 13

2/ شماره 18/ دوره 1411مکانیک هوافضا/ سال   

 مراجع -5

[1] Ugural AC. Plates and shells: theory and 
analysis: CRC Press; 2017. 

[2] Timoshenko SP, Gere JM. Theory of elastic 
stability: Courier Corporation; 2009. 

[3] Danielson D, Simmonds J. Accurate buckling 
equations for arbitrary and cylindrical elastic 
shells. International Journal of Engineering 
Science. 1969;7(5):459-68. 

[4] Flügge W. Stresses in shells: Springer Science 
& Business Media; 2013. 

[5] Kardomateas G. Benchmark three-dimensional 
elasticity solutions for the buckling of thick 
orthotropic cylindrical shells. Composites Part B: 
Engineering. 1996;27(6):569-80. 

[6] Mirfakhraei P, Redekop D. Buckling of circular 
cylindrical shells by the differential quadrature 
method. International Journal of Pressure Vessels 
and Piping. 1998;75(4):347-53. 

[7] Redekop D, Makhoul E. Use of the differential 
quadrature method for the buckling analysis of 
cylindrical shell panels. Structural engineering 
and mechanics: An international journal. 
2000;10(5):451-62. 

[8] Akbari Alashti R, Ahmadi S. Buckling analysis 
of functionally graded thick cylindrical shells with 
variable thickness using DQM. Arabian Journal for 
Science and Engineering. 2014;39(11):8121-33. 

[9] Satouri S, Kargarnovin M, Allahkarami F, 
Asanjarani A. Application of third order shear 
deformation theory in buckling analysis of 2D-
functionally graded cylindrical shell reinforced by 
axial stiffeners. Composites Part B: Engineering. 
2015;79:236-53. 

[10] Alibeigloo A, Rajaee Piteh Noee A. Static and 
free vibration analysis of sandwich cylindrical 
shell based on theory of elasticity and using DQM. 
Acta Mechanica. 2017;228(12):4123-40. 

[11] Maleki A, Ahmadi A. Buckling analysis of 
orthotropic thick cylindrical shells considering 
geometrical imperfection using differential 
quadrature method (DQM). Journal of Theoretical 
and Applied Mechanics. 2018;48(4):45-60. 

 



 

* Copyrights for this article are retained by the author(s) with publishing rights granted to Imam Hossein University Press. The 

content of this article is subject to the terms and conditions of the Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY-NC 

4.0) License. For more information, please visit https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode. 

Journal of Aerospace Mechanics/ 2022/ Vol.18/ No.2/1-14 

 

DOR: 20.1001.1.26455323.1401.18.2.1.1 

 

Journal of Aerospace Mechanics 

 

Buckling Analysis of Thin and Thick Cylindrical Shells Under Axial Load 

and External Pressure Based on First Order and Third Order Shear 

Deformation Theories 

Mohammad Kamali Roosta1 , Ahmad Mamandi2*  

1 MSc, Department of Mechanical Engineering, Parand Branch, Islamic Azad University, Parand, Iran 
2 Associate Professor, Department of Mechanical Engineering, Parand Branch, Islamic Azad University, Parand, 
Iran 

H I G H L I G H T S  G R A P H I C A L     A B S T R A C T 

 The shell subjected to axial buckling 

load has been modeled in ANSYS 

finite element software. 

 The accuracy of obtained result to 

predict the critical axial load and 

external pressure buckling loads of 

the thin and thick shells have been 

compared with each other and the 

ones reported in the literature. 
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In this paper, governing equilibrium equations for thin and thick-walled 
cylindrical shells based on the classic membrane and bending theories of 
shells using the first order shear deformation theory (FSDT) and the third 
order shear deformation theory (TSDT) in the three dimensional theory of 
elasticity for simply supported boundary conditions according to the 
buckling mode shapes for axial, circumferential and radial displacement 
field and subjected to axial and uniform external pressure buckling load 
have been derived. Then, the set of governing buckling equations of the 
shell for the axial, circumferential and radial displacements are 
numerically solved to obtain axial and circumferential critical buckling 
load. Moreover, to verify obtained results the shell subjected to axial 
buckling load has been modeled in ANSYS finite element software. The 
accuracy of obtained result to predict the critical axial load and external 
pressure buckling loads of the thin and thick shells have been compared 
with each other and the ones reported in the literature. 
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