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 مقدمه -1

 1گیرها رههای مختلفی برای هدایت  تاکنون از روش

ترین  محبوب 2است که هدایت ناوبری تناسبی شده استفاده

در هدایت ناوبری  شده استفاده. ایده اصلی ]1[باشد  ها می آن

و  گیر ره 1تناسبی این است که اگر نرخ چرخش خط دید

افتد. محبوبیت  ها اتفاق می هدف صفر باشد، برخورد بین آن

این روش هدایت از کارایی خوب و کم بودن اطلاعات 

گیرد. این محبوبیت  سازی آن نشأت می برای پیاده ازیموردن

سبب شده است تا محققین بسیاری سعی بر ارتقای این 

روش هدایت داشته باشند. استفاده از رویکردهای مختلف 

موجود در نظریه کنترل در ترکیب با ایده ناوبری تناسبی 

 نهیدرزمطی سالیان گذشته موضوع تحقیقات متعددی 

توان به  این رویکردها می ازجملهبوده است.  گیرها رههدایت 

، کنترل ]1[ 0بین مدل ، کنترل پیش]2[کنترل بهینه 

و  ]5[ 6، کنترل مد لغزشی]0[ (PI) 5انتگرالی-تناسبی

 اشاره کرد.  ]H∞ ]6کنترل 

در نظریه کنترل، در  موردمطالعههمانند بسیاری از مسائل 

طراحی قانون هدایت نیز طراحان با یک مصالحه بین کارایی 

و هزینه کنترلی مواجه هستند. از دست دادن کارایی 

تواند به خطای برخورد منجر شود. از سوی دیگر،  می

به  شده دادهسیگنال کنترلی حلقه هدایت، شتاب فرمان 

در عمل  باشد. بزرگ بودن این سیگنال نیز می گیر ره

 جهیدرنتدر ردیابی فرمان و  گیر رهتواند باعث ناتوانی  می

خطای برخورد شود. در کنترل بهینه با تعریف یک تابع 

 موردنظرتوان به مصالحه  سازی آن می هزینه مناسب و کمینه

 بین کارایی و هزینه کنترلی دست پیدا کرد.

کنترل بهینه، رویکرد مبتنی بر  مسئلهدو رویکرد اصلی حل 

این  یهردواما ؛ هستند 1ریزی پویا و برنامه 7حساب تغییرات

محاسباتی با مشکلاتی جدی روبرو هستند  ازلحاظها  روش

عمومی ناممکن  مسئلهها را برای حل یک  که کاربرد آن

                                                           
1 Pursuits guidance 
2 Proportional navigation guidance  
3 Line-of-sight  
4 Model predictive control  
5 Proportional-integral control  
6 Sliding mode control 
7 Calculus of variations  
8 Dynamic programming  

این مشکل  8ریزی پویا، بلمن . در مورد برنامه]7[سازد  می

بنابراین از ؛ ]1[نامیده است  14ابعادمحاسباتی را نفرین 

حل بهینه  یجا بههای نخست بسیاری از محققین  همان سال

اند  کنترل بهینه تمرکز کرده مسئلهدقیق، روی حل تقریبی 

یک روش  ]11[ 11ریزی پویای تقریبی . برنامه]14و  8[

باشد و طی  کنترل بهینه می مسئلهتکراری برای حل تقریبی 

ه بسیاری از محققین را به خود جلب چند دهه اخیر توج

 .]12[کرده است 

ریزی پویای تقریبی را  دو الگوریتم اصلی در حوزه برنامه

دانست. به دلیل  11و تکرار ارزش 12توان تکرار سیاست می

هایی که در اثبات پایداری حلقه بسته برای الگوریتم  مزیت

تکرار سیاست وجود دارد، اغلب رویکردهای کنترلی مبتنی 

ریزی پویای تقریبی از این الگوریتم استفاده  بر برنامه

ریزی  های برنامه . دو گام اصلی در الگوریتم]12[کنند  می

هستند.  15و بهبود سیاست 10پویای تقریبی، ارزیابی سیاست

های غیرخطی با  در طراحی کنترل بهینه برای سیستم

استفاده از الگوریتم تکرار سیاست، در گام ارزیابی سیاست 

 (PDE) 16بایست یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی می

معروف است. معادله  17حل شود. این معادله به معادله بلمن

، خطی است 11ابع ارزشبلمن نسبت به مجهول خود، یعنی ت

از  معمولاًبنابراین ؛ خطی نیز مشکل است هایPDEاما حل 

های تقریبی برای به دست آوردن تابع ارزش استفاده  روش

باشند  می 18های عصبی ها شبکه ترین آن شود که معروف می

]12[. 

ریزی پویای تقریبی و  از ترکیب برنامه ]11[در  نیازا شیپ

 شده استفادهبرای طراحی قانون هدایت  ∞Hمفهوم کنترل 

است. تقریب تابع ارزش در این مرجع با استفاده از شبکه 

های مبتنی بر  تقریب متأسفانهاست.  شده انجامعصبی 

های عصبی تنها روی یک زیرمجموعه از فضای حالت  شبکه

                                                           
9 Bellman 
10 Curse of dimensionality  
11 Approximate dynamic programming  
12 Policy iteration  
13 Value iteration  
14 Policy evaluation  
15 Policy improvement  
16 Partial differential equation  
17 Bellman equation  
18 Value function 
19 Neural networks  
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های  شود که تحلیل معتبر هستند. این خاصیت باعث می

معتبر باشند. همچنین در  1محلی صورت بهتنها  شده انجام

بایست از تعداد زیادی  صورت نیاز به افزایش دقت تقریب می

تواند منجر به مشکلات  استفاده شود. این کار می 2توابع پایه

های مبتنی بر  محاسباتی شود. علاوه بر این، در تقریب

توان مثبت بودن تابع منتجه را  های عصبی نمی شبکه

الی است که مثبت بودن برای تابع تضمین کرد. این در ح

ارزش امری ضروری است، زیرا در هنگام اثبات پایداری از 

 توجه قابلنکته  شود. استفاده می 1تابع لیاپانوف عنوان بهآن 

در طراحی قانون هدایت این است که معادله دیفرانسیلی 

تا هدف وابسته است و  گیر رهنرخ چرخش خط دید به فاصله 

بنابراین، طراح ؛ این فاصله در طول پرواز در حال تغییر است

هدایت با یک سیستم متغیر با زمان مواجه خواهد بود. در 

، همانند تعداد زیادی از ]11[در  شده ارائهالگوریتم 

های طراحی هدایت مبتنی بر کنترل مدرن، از  الگوریتم

شده  نظر صرفو هدف  گیر رهمتغیر با زمان بودن فاصله 

( پرواز از 5یاب )آشیانه 0است. این مرجع، در طول فاز نهایی

تا هدف  گیر رهفاصله  عنوان بهیک مقدار ثابت کوچک 

کاری در  کند که این کار سبب افزایش محافظه استفاده می

  شود. می شده انجامطراحی 

های توسعه  باید به این نکته توجه داشت که استراتژی

 یسادگ بههای نامتغیر با زمان  برای کنترل سیستم شده داده

های متغیر با زمان نیستند. تفاوت  برای سیستم استفاده قابل

های متغیر با زمان و نامتغیر  بین کنترل بهینه برای سیستم

های بلمن برای این دو نوع  با زمان به تفاوت شکل معادله

ان، سیاست های متغیر با زم گردد. در سیستم سیستم برمی

کنترلی و تابع ارزش هر دو وابسته به زمان هستند. این 

وابستگی به زمان، باعث پیچیدگی بیشتر معادله بلمن و 

 شود. تابع ارزش می بیتقر بهسخت شدن دستیابی  جهیدرنت

روشی توسط نویسندگان مقاله حاضر  ]10[در  اخیراً

های  برای سیستم 6طراحی کنترل زیربهینه منظور به

                                                           
1 Local  
2 Basis function  
3 Lyapunov  
4 Terminal phase  
5 Homing  
6 Sub-optimal  

ریزی پویای  متغیر با زمان به روش برنامه 7ای چندجمله

است. در این مرجع حل معادله بلمن با حل  شده ارائهتقریبی 

 ]15[ (SOS) 1ریزی مجموع مربعات برنامه مسئلهیک 

ریزی مجموع مربعات ابزاری برای  جایگزین شده است. برنامه

ابع ای و ت سازی با قیود ناتساوی چندجمله حل مسائل بهینه

سازی مجموع مربعات  بهینه مسئلهباشد. حل  هدف خطی می

؛ ]15[معادل است  8معین ریزی نیمه برنامه مسئلهبا حل یک 

حجم  ازلحاظمشکلی  ]10[در  شده ارائهبنابراین روش 

 مسئلهمحاسبات نخواهد داشت. با توجه به اینکه هنگام حل 

نظر ای از فضای حالت در  محدودکننده  سازی بازه بهینه

محلی  [10] در شده انجامهای  شود، اثبات گرفته نمی

 باشند. نمی

های  از دیگر مقالاتی که به مطالعه کنترل زیربهینه سیستم

ریزی مجموع مربعات  ای با رویکرد برنامه چندجمله

 ]16[اشاره کرد. در  ]11-16[ مراجعتوان به  اند می پرداخته

طراحی کنترل  باهدفهایی  به ترتیب الگوریتم ]17[و 

ای زمان  های نامتغیر با زمان چندجمله زیربهینه برای سیستم

نیز الگوریتمی  ]11[. در اند شده ارائهپیوسته و زمان گسسته 

های سیستم حلقه بسته به  تضمین عدم ورود حالت باهدف

است. این روش نیز  شده ارائه شده نییتعای از پیش  ناحیه

ای زمان  مان چندجملههای نامتغیر با ز مخصوص سیستم

کنترل زیربهینه ایمن نامیده شده  اصطلاحاًپیوسته بوده و 

 است.

دهد  سازی این امکان را به طراح می بهینه مسئلهساختار یک 

های مختلفی را با کمک تغییر  بهبود کارایی، ایده منظور بهتا 

در قیود، تغییر در تابع هدف و افزودن قیود جدید، به 

سازی  بهینه مسئلهکند. در این مقاله،  الگوریتم اعمال

سیستم  14تضمین پایداری نمایی باهدف ]10[در  شده ارائه

شود. سپس از الگوریتم  حلقه بسته تغییر داده می

برای طراحی قانون هدایت بهینه در فاز  شنهادشدهیپ

شود. به این صورت که با  استفاده می گیرها رهیاب  آشیانه

یاب،  در فاز آشیانه 11شوندگی فرض ثابت بودن سرعت نزدیک

                                                           
7 Polynomial  
8 Sum-of-squares programming  
9 Semidefinite programming  
10 Exponential stability  
11 Closing velocity  
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 برحسبای  توابع چندجمله صورت بهتا هدف  گیر رهفاصله 

ای  شود و سپس برای سیستم چندجمله زمان تقریب زده می

قانون هدایت زیربهینه طراحی  آمده دست بهمتغیر با زمان 

 شود. می

ها و تمایزات مقاله حاضر نسبت به مقالات  نوآوری ازجمله

توان به موارد زیر  می ]10[خاص مرجع  طور بهپیشین و 

 اشاره کرد:

  در  شده ارائهسیاست کنترلی حاصل از الگوریتم

 باشد. این مقاله پایدارساز نمایی می

  با توجه به ارائه یک الگوریتم جدید، خواص آن

 مسئلهبودن شامل همگرایی الگوریتم، شدنی 

سازی و پایداری نمایی فراگیر سیستم حلقه  بهینه

 .اند شده اثباتبسته در قالب یک قضیه بیان و 

  برای طراحی قانون هدایت شده ارائهاز الگوریتم ،

باشد،  کاربردی می مسئلهبهینه که یک 

 است. شده استفاده

است که پس از مقدمه  صورت نیبدساختار این مقاله 

نیازهای لازم برای  در این بخش، در بخش دوم پیش شده ارائه

درک ادامه مباحث مقاله آورده شده است. بخش دوم شامل 

ها به ترتیب معادلات برخورد  است که در آن بخش ریزسه 

ریزی مجموع مربعات  هدف، تعاریف و مفاهیم برنامه -گیر ره

شوند. در بخش سوم،  ریزی پویای تقریبی تشریح می و برنامه

و خواص آن  شده یمعرفلگوریتم تکرار سیاست پیشنهادی ا

شوند. در بخش چهارم، از  در قالب یک قضیه بیان می

 شده استفادهالگوریتم پیشنهادی برای طراحی قانون هدایت 

های عددی عملکرد این قانون  سازی گیری از شبیه و با بهره

هدایت به اثبات رسیده است. بخش پنجم نیز به بیان 

 است. افتهی اختصاصگیری مقاله  نتیجه

مبانی طراحی قانون هدایت بهینه مبتنی  -2

 ریزی مجموع مربعات بر برنامه

در  شده ارائهبرای مطالب  ازیموردناین بخش، حاوی مبانی 

سازی  باشد. این مبانی شامل مدل های بعدی می بخش

و هدف و تعاریف مربوط به  گیر رهسینماتیکی برخورد 

 باشند. ریزی مجموع مربعات و کنترل بهینه می برنامه

 و هدف گیر رهسینماتیک برخورد  -1-2

ای بین یک  دهنده هندسه درگیری صفحه نشان 1شکل 

باشد. خط  می 1و هدف در دستگاه مرجع اینرسی گیر ره

گویند. در این  خط دید می اصطلاحاًو هدف را  گیر رهواصل 

. اند شده دادهنشان   و   و هدف به ترتیب با  گیر رهشکل، 

به ترتیب    و    و هدف است.  گیر رهفاصله نسبی بین   

و    زاویه خط دید و   و هدف هستند.  گیر رههای  سرعت

 باشند. و هدف می گیر ره 2های مسیر پرواز به ترتیب زاویه   

 
 .و هدف گیر رهای  هندسه درگیری صفحه (:1شکل )

  
تواند با معادلات  و هدف می گیر رهسینماتیک درگیری 

 دیفرانسیل زیر بیان شود:

(1)  ̇        (    )       (    )  

(2)   ̇        (    )       (    )  

گویند. با  شوندگی نیز می سرعت نزدیک ̇ (، به 1در معادله )

 توان نوشت:  ( نسبت به زمان می2گیری از معادله ) مشتق

(1)  ̈  
 

 
(   ̇ ̇       )   

   و  (    )    ̇      که در آن 

عمود بر خط دید  یها مؤلفهبه ترتیب  (    )    ̇   

 باشند.  و هدف می گیر رهشتاب 

̇ شوندگی ثابت  با فرض سرعت نزدیک در فاز نهایی      

 توان نوشت: پرواز می

 

(0) 
 ̈  

 

 
(    ̇      )  

 

      
(    ̇  

     )   

                                                           
1 Inertial reference frame 
2 Flight path angle  
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تا هدف در شروع فاز نهایی پرواز  گیر رهفاصله    که در آن 

 است. 

برای    توان از  گیری از ایده ناوبری تناسبی می با بهره

به هدف  گیر رهبرخورد  منظور بهو صفر کردن آن  ̇ کنترل 

استفاده کرد. باید به این نکته اشاره کرد که با توجه به روابط 

وارد شود اثر  گیر رهعمود بر خط دید به  صورت بهاگر شتاب 

خواهد داشت. بنابراین در این  ̇ بیشتری در صفر کردن 

 یجا بهبر خط دید  از شتاب عمود ̇ مقاله برای کنترل 

است. به این ایده ناوبری  شده استفادهشتاب عمود بر سرعت 

 . ]1[شود  نیز گفته می 1تناسبی حقیقی

 ریزی مجموع مربعات برنامه -2-2

ریزی مجموع  ، مفاهیم و تعاریف پایه برنامهبخش ریزدر این 

 شوند.  خلاصه بیان می طور بهمربعات 

چند متغیر با نماهای از جنس عدد صحیح  ضرب حاصل

( ) )مثبت     
     

     
نامیده  2ای جمله یک تک (  

مجموع نماهای  صورت بهای نیز  جمله شود. درجه یک تک می

∑)متغیرهای موجود در آن    
 
شود. یک  تعریف می (   

ای با  جمله ای نیز ترکیب خطی تعدادی تک چندجمله

های  ای اگر چندجملهضرایب حقیقی است. 

( ) وجود داشته باشند بطوریکه  ( )     ( )    

∑   
 ( ) 

 مجموع مربعات است.  ( ) ای  ، چندجمله   

مسائل مختلفی در علوم مهندسی وجود دارند که برای حل 

بررسی   ای ها نیاز است نامنفی بودن تعدادی چندجمله آن

ها با درجه بیشتر  ای اما بررسی نامنفی بودن چندجمله؛ شود

است که  شده ثابت. از طرفی ]15[از چهار بسیار مشکل است 

ای، معادل با حل  جمله بررسی مجموع مربعات بودن یک چند

. مسائل ]15[ریزی نیمه معین است  برنامه مسئلهیک 

های  کننده توانند به کمک حل ریزی نیمه معین نیز می برنامه

. واضح است ]18[شوند  مربوطه بدون سختی محاسباتی حل

مجموع مربعات  صورت بهای که بتواند  که هر چندجمله

بندی مسائل  در فرمول رو نیازانوشته شود نامنفی است. 

کاری کمی شرط نامنفی بودن را با شرط  توان با محافظه می

 کافی مجموع مربعات بودن جایگزین کرد. 

                                                           
1 True proportional navigation  
2 Monomial  

زیر  صورت بهسازی مجموع مربعات  فرم کلی مسائل بهینه

 است:

(5)        

(6)            ( )  ∑  ( )    ( )

 

   

           

      ̂ 

(7)     ( )  ∑  ( )    ( )

 

   

              

 ( ̂   ) ( ̂   )     

، ( )  های  ای برداری از ضرایب مجهول چندجمله  که 

، ( )  های مجموع مربعات  ای و چندجمله  ̂         

  ( ̂  ( )    دهی و  بردار وزن  ،     (  

متغیر   با ضرایب ثابت هستند. همچنین  یها چندجمله

SOS شود.  نامیده میSOSTOOLS ]24[ ابزار  یک جعبه

سازی مجموع  بهینه مسئلهبرای تبدیل  1رایگان در متلب

 ابزار جعبهمعین است. این  ریزی نیمه برنامه مسئلهمربعات به 

 Mosek ازجملههای مختلفی  کننده امکان استفاده از حل

نیمه معین فراهم کرده   ریزی را برای حل مسائل برنامه ]21[

 است. 

 کنترل بهینه و الگوریتم تکرار سیاست -3-2

 ای زیر را در نظر بگیرید: سیستم متغیر با زمان چندجمله

(1)  ̇( )   ( ( )  )   ( ( )  ) ( ( )  )  

( ) که در آن  (  ( ) ) بردار حالت،          

ای با فرض  های چندجمله نگاشت  و   ورودی کنترلی و 

 (   )  پس نیازاسادگی نگارش  منظور بههستند.    

 شود.   نوشته می   صورت به ( ) 

کنترل بهینه، هدف یافتن سیاست کنترلی  مسئلهدر 

زیر را  صورت به شده فیتعراست که تابع ارزش  (   ) 

 کند: کمینه می

(8)  (   )  ∫  (   (   )  )  
 

 

  

(  (   )   ) در رابطه فوق    (   )  

 ای است که در آن  تابع هزینه لحظه (   )  (   )  

                                                           
3 MATLAB 
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یک ماتریس مثبت   ای مثبت و  یک تابع چندجمله (   ) 

 معین است. 

گیری از طرفین معادله  ( و مشتق1با در نظر گرفتن سیستم )

 توان نوشت:  ( می8)

(14) 
 (   (   )  )  (

  (   )

  
)
 

( (   )  

 (   ) (   ))  
  (   )

  
         (   )      

 شود:  زیر تعریف می صورت بهتابع ارزش بهینه 

(11)   (   )     
 ( )

{∫  (   (   )  )
 

 

  }  

 صورت بهتوان  بر این اساس سیاست کنترل بهینه را نیز می

 زیر تعریف کرد:

(12)   (   )        
 ( )

{∫  (   (   )  )  
 

 

}  

(، معادله دیفرانسیل با مشتقات 14( در )12با جایگذاری )

 آید: جزئی زیر به دست می

(11) 

 
   (   )

  
  (    (   )  )  

(
   (   )

  
)
 

( (   )  

 (   )  (   ))        (   )      

زمان  1بلمن -ژاکوبی -معادله فوق به معادله همیلتون

پیوسته معروف بوده و حل تحلیلی آن در حالت عمومی 

ترین روش تقریبی برای حل این  غیرممکن است. معروف

 زیر است:  صورت بهمعادله استفاده از الگوریتم تکرار سیاست 

 :1الگوریتم 

کننده  یک کنترل (   )  مقداردهی اولیه: فرض کنید . 1

مراحل زیر را تا         باشد. برای  2پایدارساز فراگیر

 رسیدن به همگرایی انجام دهید:

ارزیابی سیاست: با در نظر گرفتن سیاست کنترل . 2

 (   )  معادله بلمن زیر را برای به دست آوردن  (   )  

 حل کنید: 

(10) 
 (    (   )  )  (

   (   )

  
)
 

( (   )  

 (   )  (   ))  
   (   )

  
         (   )  

    

بهبود سیاست: سیاست کنترل را با استفاده از رابطه زیر . 1

 کنید: یروزرسان به

                                                           
1 Hamilton-Jacobi-Bellman  
2 Global  

(15) 

    (   )         ( ) { (   (   )  )  

(
   (   )

  
)
 

( (   )   (   ) (   ))}  

 
 

 
     (   )

   (   )

  
   

 
 حل قابل یراحت بهبوده که  PDE( همچنان یک 10البته )

های مختلف تقریبی استفاده  نیست و برای حل آن از روش

استفاده از  (   )  ترین روش برای تقریب  شود. متداول می

شبکه عصبی است. البته استفاده از این روش 

ها اشاره  هایی دارد که در مقدمه این مقاله به آن محدودیت

توسط نویسندگان مقاله حاضر الگوریتم تکرار  اخیراًشد. 

های مربوط  است که محدودیت شده ارائه ]10[سیاستی در 

 PDEبه استفاده از شبکه عصبی را ندارد. در این مرجع، 

سازی  بهینه مسئلهموجود در گام ارزیابی سیاست با یک 

محاسباتی  ازنظرمجموع مربعات جایگزین شده که حل آن 

 ساده است. 

 روش کنترلی پیشنهادی -3

 شنهادشدهیپاز الگوریتم  یا افتهیبهبوددر این بخش، نسخه 

تضمین  باهدفشود. در این الگوریتم  ارائه می ]10[در 

سازی موجود در گام  بهینه مسئلهپایداری نمایی، قیودی به 

است. پیش از ارائه الگوریتم،  شده اضافهارزیابی سیاست 

 فرض زیر را در نظر بگیرید:

وجود دارد به  ((   )   (   )   (   )  ) :1فرض 

 طوری که 

(16) 
  (    (   )  )  (

   (   )

  
)
 

( (   )  

 (   )  (   ))  
   (   )

  
            

(17)   (   )     
             

(11)     (   )    (   )           

(18)  (   )     (   )           

(24)   (   )           

 زیر است: صورت بهالگوریتم تکرار سیاست پیشنهادی 

 :2الگوریتم 

مقداردهی اولیه: در نظر بگیرید که . 1

کند.  را ارضا می 1فرض  ((   )   (   )   (   )  )
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مراحل زیر را تا رسیدن به همگرایی انجام         برای 

 دهید: 

ارزیابی سیاست: با در نظر گرفتن سیاست کنترل . 2

و  (   )  زیر را برای به دست آوردن  مسئله (   )  

 حل کنید:  (   )  

(21)    ∫   (   )    
   

 

(22) 

          (    (   )  )  

(
   (   )

  
)
 

( (   )   (   )  (   ))  

   (   )

  
           

(21)     (   )    (   )          

(20)   (   )     
            

(25)     (   )    (   )          

(26)  (   )     (   )          

(27)   (   )           

بهبود سیاست: سیاست کنترل را با استفاده از رابطه زیر . 1

 کنید: یروزرسان به

(21) 

    (   )         ( ) { (   (   )  )  

(
   (   )

  
)
 

( (   )   (   ) (   ))}  

 
 

 
     (   )

   (   )

  
   

 
هایی بسته و  مجموعه    و      (، 21در رابطه )

سازی مجموع  استاندارد بهینه مسئلهدلخواه هستند. در 

معرفی شد، تابع هدف  2-2 زیر بخشمربعات، که در 

در رابطه  شده انجامگیری  باشد. انتگرال خطی می صورت به

سازی  بهینه مسئلهکند که تابع هدف  ( کمک می21)

خطی نسبت به متغیرهای تصمیم تبدیل  صورت به، شده ارائه

 شود. 

در قضیه زیر آورده  2چند خاصیت مربوط به الگوریتم 

 اند. شده

 صادق هستند: 2موارد زیر در مورد الگوریتم  :1قضیه 

( یک مجموعه شدنی ناتهی 21)-(27سازی ) بهینه . مسئله1

 دارد.

(   ) ( و 1ل از )سیستم حلقه بسته متشک. 2  

 پایدار نمایی فراگیر است.  مبدأدر  (   )    

1.   (   )      (   )   . 

 همگراست و ناتساوی زیر صادق است: {(   )  }دنباله . 0

(28) 

    (   )   
 (   )

  ∫ [(
   (   )

  
)

 

( (   )
 

 

  (   )  (   ))  
   (   )

  

  (      )]      

(   )  که در آن  (   )  و  (   )           

 
 

 
     (   )

   (   )

  
 است.  

 اثبات: 

شود. طبق  این گزاره به کمک استقرای ریاضی اثبات می. 1

یک پاسخ  ((   )   (   )  )،    ، به ازای 1فرض 

( است. بنابراین این گزاره به 21)-(27) مسئلهشدنی برای 

صحیح است. فرض کنید گزاره به ازای     ازای 

یک حل برای  ((   )   (   )  )صحیح و       

است. حال باید     ( به ازای 21)-(27سازی ) بهینه مسئله

برای  یشدن حلیک  ((   )   (   )  )نشان داد که 

است. با       ( به ازای 21)-(27سازی ) بهینه مسئله

(   )    جایگذاری    
 

 
     (   )

   (   )

  
و  

 توان نوشت: ( می22در ) (   )  

(14) 

     
 (   )     (   )   (   )  

(
   (   )

  
)
 

( (   )   (   )    (   ))  

   (   )

  
    

 (   )   (   )   (   )  

(
   (   )

  
)
 

( (   )   (   )  (   )) 

 
   (   )

  
 

(  (   )      (   ))
 

 (  (   )  

    (   ))  

 طبق فرض استقرا رابطه زیر برقرار است:

(11) 

   
 (   )   (   )   (   )  

(
   (   )

  
)
 

( (   )   (   )  (   ))  

   (   )

  
           

 : رو ازاین

(12) 

     
 (   )     (   )   (   )  

(
   (   )

  
)
 

( (   )   (   )    (   ))  

   (   )
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 مسئلهیک جواب شدنی برای  ((   )   (   )  )پس 

است. بنابراین       ( به ازای 21)-(27سازی ) بهینه

به ازای  1در بند  شده انیبطبق اصل استقرای ریاضی گزاره 

 ، صادق است.  هر عدد طبیعی 

 توان نوشت: ( می12با استفاده از ناتساوی ). 2

(11) 

(
   (   )

  
)

 

( (   )   (   )    (   ))

 
   (   )

  
      

 (   )     (   )

  (   ) 

(10) 
 
   (   )

  
  (    

 (   )     (   )

  (   ))  

 شود که:   ( برداشت می26همچنین از رابطه )

(15)    (   )   (   )     (   )  

    
 (   )     (   )   (   )   

 توان نتیجه گرفت:  پس می

(16)    (   )

  
     (   )  

 توان دریافت که: (، می25از طرفی با توجه به قید )

(17) 
  (   )

  
   (   )  

 بنابراین:

(11)  ̇(   )

  (   )
  

 

  
  

 زیر نیز بازنویسی کرد:  صورت بهتوان  ( را می11رابطه )

(18) 
 

  
(  (  (   )))   

 

  
  

، [   ]گیری از طرفین ناتساوی فوق روی بازه  با انتگرال

 توان نوشت:  می

(04) 
  (  (   ))    (  ( ( )  ))  

 

  
  

  (   )    ( ( )  ) 
 
 

  
 
   

 :صورت به( 20پس از بازنویسی قید )

(01) ‖ ‖  √
  (   )

  
 

( استنباط 04توان رابطه زیر را از این ناتساوی و رابطه ) می

 کرد: 

(02) 
‖ ‖  

√  ( ( )  ) 
 
 
  
 

  
  

 صورت بهتوان  ( ناتساوی فوق را می25با توجه به قید ) تاًینها

 زیر نوشت: 

(01) ‖ ‖  √
   ( ( ))

  
 
 
  
     

  و   ،  ، اگر ثوابت مثبت ]22[در  شده ارائهطبق تعریف 

 که یطور بهوجود داشته باشند 

(01) ‖ ( )‖   ‖ ( )‖     

̇ سیستم  آنگاه پایدار نمایی فراگیر  مبدأدر  (   )  

(، سیستم حلقه 01است. بر اساس این تعریف و ناتساوی )

 پایدار نمایی فراگیر است.  مبدأبسته در 

 ( این گزاره بدیهی است. 20( و )21با توجه به قیود ). 1

یک دنباله کاهشی است که حد  {(   )  }(، 1طبق بند . 0

همگرا  {(   )  }پایینی برابر با صفر دارد. بنابراین دنباله 

(   )   صورت بهبوده و یک تابع ارزش حدی   

یک  (   )  که  جایی وجود دارد. از آن (   )        

( است، با توجه 21)-(27سازی ) بهینه مسئلهبرای  یشدن حل

 زیر برقرار است:  ( ناتساوی22به قید )

(05) 

  (    (   )  )

 (
   (   )

  
)

 

( (   )

  (   )  (   ))

 
   (   )

  
           

 زیر است: صورت بهنسبت زمان  (   )  مشتق تابع ارزش 

(06) 
   (   )

  
 (

   (   )

  
)
 

( (   )  

 (   )  (   ))  
   (   )

  
   

توان  می [   ]گیری از طرفین رابطه فوق روی بازه  با انتگرال

 نوشت:

(07) 

  ( ( )  )   ∫ [(
   (   )

  
)
 

( (   )  
 

 

 (   )  (   ))  
   (   )

  
]    

  ( ( )  )  ∫ [ (    (   )  )  
 

 

 (    (   )  )  (
   (   )

  
)
 

( (   )  

 (   )  (   ))  
   (   )

  
]    

  ( ( )  )   

( 07توان ناتساوی زیر را از رابطه ) ( می05با در نظر داشتن )

 نتیجه گرفت:
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(01)   ( ( )  )  ∫  (    (   )  )
 

 
   

  ( ( )  )   

(  ( ) )        (، 2با توجه به بند  است.    

 شود: زیر ساده می صورت بهرابطه فوق  رو نیازا

(08)   ( ( )  )  ∫  (    (   )  )
 

 

    

( ارائه شد، واضح 12( و )11طبق تعاریفی که در روابط )

 است که:

(54) 
∫  (    (   )  )
 

 

  

    
 ( )

{∫  (   (   )  )
 

 

  }    (   )  

 توان به ناتساوی زیر رسید: با مقایسه دو رابطه اخیر می

(51)   (   )   
 (   )  

 ( اثبات شد. 28بنابراین بخش اول ناتساوی )

 یکار دست( و مقداری 10در معادله ) (   )  با جایگذاری 

 توان نوشت: جبری می

(52) 

(
   (   )

  
)
 

( (   )   (   )  (   ))  

   (   )

  
  (    (   )  )  

 (
   (   )

  
)
 

( (   )   (   )  (   ))  

   (   )

  
  (    (   )  )  

((
   (   )

  
)
 

( (   )   (   )  (   ))  

   (   )

  
  (    (   )  ))  

 (
   (   )

  
 
   (   )

  
)
 

( (   )  

 (   )  (   ))    
 (   )   (   )  

 (   )  (
   (   )

  
)
 

 (   )(  (   )  

  (   ))   (   
 (   )  )  

  
 
(   )   (   )   (   )  

   (   )

  
 

   (   )

  
  

 (
   (   )

  
 
   (   )

  
)
 

( (   )  

 (   )  (   ))  
   (   )

  
 
   (   )

  
 

(  (   )   
 (   ))

 
 (  (   )  

  (   ))  

 (
   (   )

  
 
   (   )

  
)
 

( (   )  

 (   )  (   ))  
   (   )

  
 
   (   )

  
   

( ناتساوی زیر به دست 52گیری از طرفین رابطه ) با انتگرال

 آید: می

(51) 

  (   )   
 (   )

  ∫ [(
   (   )

  
)

 

( (   )
 

 

  (   )  (   ))  
   (   )

  

  (    (   )  )]           

   ( نیز اثبات شد.       28پس بخش دوم ناتساوی )
 
(   )  ، 1قضیه  0طبق بند  ییآنجااز    

است،  (   ) 

  شود. طراحی کنترل زیربهینه محسوب می شده ارائهروش 

های  سازی طراحی قانون هدایت و شبیه -4

 عددی

در بخش  شنهادشدهیپدر این بخش، با استفاده از الگوریتم 

، یک 1-2 زیر بخشدر  شده یمعرفو مدل سینماتیکی  1

 شده یطراح گیرها رهقانون هدایت زیربهینه برای فاز نهایی 

بررسی کارایی قانون هدایت  منظور بهاست. همچنین 

هایی در قالب دو سناریوی درگیری  سازی ، شبیهشده یطراح

 شوند.  ارائه می

شوند، طراحی  در هر دو سناریویی که در ادامه مطرح می

شوندگی ثابت و برابر با  کقانون هدایت با فرض سرعت نزدی

است. همچنین، شرط شروع هدایت فاز  شده انجام       

به چهار کیلومتری هدف در نظر  گیر رهنهایی، رسیدن 
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تواند  ( می0است. با این مفروضات، رابطه ) شده گرفته

 زیر نوشته شود:  صورت به

(50) 
 ̈  

 

      
(    ̇       )  

 

   
(  ̇       )   

ورودی کنترلی و  عنوان به گیر رهدر معادله فوق، شتاب 

 . اند شده گرفتهاغتشاش خارجی در نظر  عنوان بهشتاب هدف 

به فاصله چهار کیلومتری از هدف رسید، با  گیر رهوقتی 

وجوگر یا  جست لهیوس بهگیری سرعت نزدیک شوندگی  اندازه

دن برای رسی ازیموردنتوان زمان  هر سازوکار دیگری، می

 زیر محاسبه کرد:  صورت بهبه هدف را  گیر ره

(55)     
 

  
  

بیان شد، قیود استاندارد  2-2 زیر بخشکه در  طور همان

ای  سازی مجموع مربعات از جنس چندجمله مسائل بهینه

بایست از  می 2هستند. بنابراین، برای استفاده از الگوریتم 

 منظور به( استفاده شود. 50ای مدل ) تقریب چندجمله

را به چند  [     ]توان بازه  ها می تر شدن این تقریب دقیق

ای برای  بخش یک تقریب چندجملهبخش تقسیم و در هر 

 تابع 

   
 زیر به دست آورد:   صورت به 

(56) 
 

   
 {

          
          
          

  

 که در آن

(57)                
             

            

(51)               
            

          
(58)              

                      

بایست الگوریتم پیشنهادی سه  (، می56با توجه به رابطه )

( 57)-(58های ) ای مرتبه اجرا و هر مرتبه یکی از چندجمله

تقریب  عنوان به
 

   
بکار گرفته شود. در ادامه، منظور از  

، به ترتیب اجرای الگوریتم  اجراهای اول، دوم و سوم الگوریتم

( و 51(، )57)  ای های چندجمله با در نظر گرفتن تقریب

 ( خواهد بود. 58)

 قرار نیازادر هر سه بار اجرای الگوریتم پارامترهای طراحی 

، (   )         صورت بهای  اند: تابع هزینه لحظه بوده

ترکیب خطی  صورت به (   )  و  (   )  های  ای چندجمله

و سایر  {                     }های  ای جمله از تک

  صورت بهثوابت 
 
        ، 

 
  و        

 اند.  تعیین شده         

در اجراهای اول تا سوم  شده استفادههای اولیه  سیاست

 اند:  ( آورده شده62)-(64در روابط )  به ترتیب  الگوریتم

(64) 
        (       

              

                                    
                           )   

(61) 
        (       

              

                                    
                            )   

(62) 
        (       

              

                                    
                            )   

سازی مجموع مربعات از  در این مقاله برای حل مسائل بهینه

است. همچنین در  شده استفاده SOSTOOLSابزار  جعبه

 عنوان به Mosekابزار  تنظیمات حل این مسائل، جعبه

در  است. شده نییتعمعین  نیمه  های ریزی کننده برنامه حل

 22، 11اجراهای اول، دوم و سوم، الگوریتم به ترتیب پس از 

تکرار به همگرایی رسید و درنهایت سیاست زیربهینه  11و 

 زیر به دست آمد:  صورت به

(61)    {

          

          

        
  

 که در آن

(60) 

      

                             

                               

                            

                         

(65) 

              
                   

                             

                         

                        

(66) 

             
                  

                           

                                   

           

توابع ارزش اولین و آخرین تکرارهای اجراهای اول تا سوم 

اند.  رسم شده 4تا  2های  الگوریتم به ترتیب در شکل

شود، تمامی توابع  ها مشاهده می که در این شکل طور همان

مثبت هستند و توابع ارزش آخرین  شده دادهارزش نشان 

 مقدار کمتری از اولین تکرارها دارند.  وضوح بهتکرارها 
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توابع ارزش اولین و آخرین تکرارهای اجرای اول  :(2)شکل 

 الگوریتم.

 
توابع ارزش اولین و آخرین تکرارهای اجرای دوم (: 3شکل )

 الگوریتم.

 
توابع ارزش اولین و آخرین تکرارهای اجرای  (:4شکل )

 سوم الگوریتم.

، شده یطراحبررسی کارایی قانون هدایت  منظور بهحال 

هایی در قالب دو سناریوی درگیری انجام  سازی شبیه

شود که در شروع فاز  شود. در سناریوی اول فرض می می

       و هدف هر دو در ارتفاع  گیر رهیاب پرواز،  آشیانه

و سرعت ثابت     هستند. هدف با زاویه مسیر پرواز 

و         بافاصلهنیز  گیر رهدر حال پرواز است.         

        نسبت به هدف، با سرعت     روی  ی نشانهخطا

کند. با اعمال قانون هدایت زیربهینه  پرواز می        

سازی عددی نتایج نشان  و انجام شبیه گیر ره( به 61)

 . اند آمده دست به 6و  5های  در شکل شده داده

 
 .نرخ چرخش خط دید در سناریوی اول :(5)شکل 

 
 به هدف در سناریوی اول. گیر رهمسیر برخورد  :(6)شکل 

پاسخ زمانی نرخ چرخش خط دید  دهنده نشان، 5شکل 

طور  و هدف از لحظه شروع فاز نهایی پرواز است. همان گیر ره

شود نرخ چرخش خط دید پس از  که در این شکل دیده می

کند که نتیجه آن، با توجه  گذشت لحظاتی به صفر میل می
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به هدف  گیر رهبه فلسفه هدایت ناوبری تناسبی، برخورد 

به هدف در صفحه  گیر رهنیز مسیر برخورد  6باشد. شکل  می

دهد. لازم به ذکر است که از  درگیری را نشان می یدوبعد

( و همچنین 56در رابطه ) شده دادهای  های چندجمله تقریب

شوندگی در این  فرض ثابت بودن سرعت نزدیک

طور  ای نشده است و این مفروضات به ها استفاده یساز شبیه

 . اند شده گرفتهخاص در بخش طراحی قانون هدایت بکار 

 شده گرفتهسناریوی دوم نیز همانند سناریوی اول در نظر 

است با این تفاوت که در آن سرعت هدف ثابت نیست. در 

 صورت                       بهاین سناریو، هدف دارای شتابی 

فرض شده است. با اعمال قانون هدایت  (   )        

دهنده برخورد  سازی، نتایج نشان و انجام شبیه گیر رهبه 

به هدف هستند. پاسخ زمانی نرخ چرخش خط دید  گیر ره

های  به هدف در شکل گیر رهو هدف و مسیر برخورد  گیر ره

دهی در این سناریو برابر  اند. فاصله از دست رسم شده 8و  7

 باشد. به دست آمد که مقداری مطلوب می     با 

اثبات قوام قانون هدایت نسبت به خطاهای  منظور به سپس

روی دیگری  روی، سناریوی دوم با فرض خطاهای نشانه نشانه

ها در شکل  سازی سازی شد. نتایج این شبیه شبیه مجدداًنیز 

دهی در تمامی این  اند. فاصله از دست رسم شده 9

 متر داشت. 1ها مقداری کمتر از  سازی شبیه

قانون هدایت متغیر با   نشان دادن مزیت باهدف تیدرنها

زمان پیشنهادی، یک قانون هدایت زیربهینه نامتغیر با زمان 

طراحی  ]16[در  شده ارائهبر مبنای الگوریتم مبتنی بر مدل 

( مقایسه شد. به دلیل محدودیت فضا 61دایت )و با قانون ه

 ]16[در  شده ارائهاز بحث در مورد جزئیات الگوریتم 

خودداری شده است. نرخ چرخش خط دید در سناریوی دوم 

 ]16[در صورت استفاده از روش پیشنهادی و روش مرجع 

اند. مقدار تابع ارزش در صورت  رسم شده 11در شکل 

و در صورت        برابر با  استفاده از روش پیشنهادی

به دست آمد که        برابر با  ]16[استفاده از روش 

 برتری روش پیشنهادی است. دهنده نشان

  

 
 نرخ چرخش خط دید در سناریوی دوم. :(7)شکل 

 
 گیر به هدف در سناریوی دوم. مسیر برخورد ره (:8شکل )

 
گیر به هدف به ازای خطاهای  مسیر برخورد ره :(9)شکل 

 روی. مختلف نشانه
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 .]16[مقایسه روش پیشنهادی و روش  :(11)شکل 

 گیری نتیجه -5

طراحی قانون هدایت بهینه متغیر با  مسئلهدر این مقاله، 

قرار گرفت. در  موردمطالعه گیرها رهیاب  زمان برای فاز آشیانه

همین راستا، یک الگوریتم تکرار سیاست مبتنی بر 

سازی مجموع مربعات ارائه و از آن برای طراحی قانون  بهینه

های  هدایت استفاده شد. این الگوریتم مشکلات الگوریتم

ها، سنگین  محلی بودن تحلیل ازجملهتکرار سیاست مرسوم 

رد. بودن محاسبات و عدم تضمین پایداری را ندا

هایی نیز برای الگوریتم پیشنهادی و سیاست کنترلی  خاصیت

ها شامل  حاصل از آن، ادعا و اثبات شدند. این خاصیت

سازی و  بهینه یها مسئلههمگرایی الگوریتم، شدنی بودن 

 منظور بهپایداری نمایی سیستم حلقه بسته بودند. همچنین 

 یرهاگ رهاثبات کارایی الگوریتم پیشنهادی برای هدایت 

ها در متن مقاله  هایی صورت گرفت و نتایج آن سازی شبیه

 زمان مدتهدایت فاز نهایی در  ییآنجاگزارش شدند. از 

دهد، افزودن قابلیت تضمین پایداری زمان  کوتاهی رخ می

تواند ایده خوبی برای تحقیقات بعدی  محدود به الگوریتم می

    در این زمینه باشد.
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H I G H L I G H T S  G R A P H I C A L     A B S T R A C T 

 A policy iteration algorithm has been 

proposed for control of time-varying 

systems.  

 Properties of this algorithm have 

been proved.  

 A guidance law has been designed 

based on this algorithm. 
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In this paper, we propose a method for sub-optimal control of time-
varying polynomial systems and use it for pursuits guidance law design. 
Since, engagement equations between pursuit and target are depend on 
the range between them and this range is varying during the flight, 
guidance law designer is faced with a time-varying system. The developed 
methods for control of time-invariant systems are not directly applicable 
for time-varying systems. One of the conventional approaches for pursuits 
guidance law design is the optimal control. Approximate dynamic 
programming is a well-known method for solving the optimal control 
problem. One of the challenges of using this method for control of 
nonlinear time-varying systems is the difficulty of solving the Bellman 
equation. In the proposed method of this paper, solving the Bellman 
equation has been relaxed with solving a sum-of-squares optimization 
problem. It will be proved that the designed control policy with this 
method is globally exponentially stabilizing. Finally, performance of the 
proposed method for pursuits guidance will be illustrated with numerical 
simulations. 
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