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 مقدمه -1

 تر، عیسر ریپذ انعطاف یها ربات ،یکاهش وزن و سفت لیبه دل

 شیصلب هستند. با افزا یها و کارآمدتر از ربات تر منیا

 ینسبت بار حمل شده به وزن ربات، سرعت حرکت و پهنا

 انینما شتریب کیربات یبازو یریپذ باند کنترل، انعطاف

حالت ماندگار،  یخطا جادیباعث ا ،یریپذ . انعطافشود یم

ربات  یینها یو ارتعاشات در مجر ریمس یابیخطا در رد

در  دیبا اعضا کیشکل الاست رییتغ د. به همین دلیلشو یم

 یها ربات کنترل یها یحرکت کنترل شود، استراتژ نیح

 گنالیکه س 0خور شیمعمولاً شامل کنترل پ ریپذ انعطاف

و  کند یم جادیرا ا ریمس بیتعق یحلقه باز برا یکنترل

ی ها تیکه اختلالات و عدم قطع 2خور پسکنترل  گنالیس

 .[0] کند یرا جبران م مدل

ی ها رباتبرای  خور شیپی کنترل ها روش نیتر مهم 

گشتاور  لتریف، [1 و 2] دهی ورودی پذیر شامل: شکل انعطاف

 دهی شکل های دینامیک معکوس است. روش و [4]ورودی 

 خطی های سیستم ی برایگشتاور ورود لتریف ورودی و

که فرکانس  یرخطیغ های سیستم. برای اند شده یطراح

تواند  کند، می طبیعی با تغییر حالت سیستم، تغییر می

کنترل  برای بیشتر ها از آن همچنین، اشکال ایجاد کند.

 .[1] شود می استفاده مسیر ردیابی در و کمتر نقطه به نقطه

های   توانایی کنترل مسیر در سیستم دینامیک معکوس روش

 خطی را دارد. غیر

پذیر، برای  ماهیت پیوسته اعضای ربات انعطاف لیبه دل

لف سازی مخت ی گسستهها روشی دینامیکی از ساز مدل

این  نیتر مهمشود.  برای تقریب اعضای پیوسته استفاده می

محدود،  اجزای، روش 1شامل روش مدهای فرضی ها روش

. روش [6]است 1و روش توده پارامتر 4روش تفاضل محدود

اما دارای بار  تر قیدق ها وشرنسبت به سایر  اجزای محدود

محدود،  اجزا روش در. همچنین [1]محاسباتی بیشتر است

توان به سیستم اعمال  تر می قیدهای سینماتیکی را ساده

تعامل با محیط و یا همکاری  لیبه دل معمولاً. این قیدها کرد

                                                           
1 Feedforward 
2 Feedback 

3 Assumed Mode Method 

4 Finite Difference 

5 Lumped Parameter Method 

و ایجاد زنجیره بسته سینماتیکی به مسئله  وارد  ها ربات

ی ها رباتشود. مسئله دینامیک معکوس برای  می

 یلازم  برا یو گشتاورها روهایبه محاسبه نپذیر  انعطاف

 یصورت تابع، بهعملگر نهاییدر  حرکت مشخص کی دیتول

 .شود یاز زمان گفته م

 ظاهرنشدهو  مانده یباق دینامیک عنوان به یداخل دینامیک

 باشد شده نییتعخروجی سیستم  که یوقت ستمیس کی

و این دینامیک داخلی به خاطر اینکه ورودی  شود می فیتعر

 .است 6و خروجی سیستم در یک مکان تجمیع نشده

ها سرعت انتشار  که در آن لآ هدیا صلب یبرخلاف ساختارها

 طرف کیاز یا طور لحظه به رویناثر  یعنیموج نامحدود است، 

 شود، سرعت انتشار موج در یمنتقل م گریساختار به سر د

، هرچه جهیدرنتمحدود است.  پذیر انعطاف هایساختار

فعال شدن بازو و  نیب ری، تأخشدباپذیرتر  انعطافساختار 

فاز در  ریمنجر به تأخ نیاست. ا شتریب عملگر نهاییحرکت 

 ناپایداررا  سیستم تواند کنترل شود که می یم ستمیپاسخ س

یم ستمیداخل س دینامیکفاز،  ریتأخ تیکند. بسته به اهم

در سیستم ، باشد 0فازمینیمم  ریغ ای 1فاز مینیممتواند 

در سیستم است،  داریپا ی سیستمداخل ، دینامیکفاز ممینیم

 ها یژگیو نایاست.  داریناپا یداخل ، دینامیکفازمینیمم  ریغ

رفتار زیادی دارد.  ریتأثحلقه باز  ستمیس رکنترل یبر طراح

 یها که از محرک افتد اتفاق می یفاز زمانمینیمم  ریغ

 [0] ریپذ انعطاف ربات کی عملگر نهاییکنترل  یبرا مفاصل

استفاده شود.  [9] رفعالیبا مفاصل غ ربات کی ای

 های ی در سیستمداخل کینامید یداریپا لیوتحل هیتجز

 ستمیصفر س کینامید بررسی در عمل، محدود به ،یرخطیغ

 که یوقت ماندهیباق کینامید عنوان بهو  [01] شده است یخط

 فی، تعرشوند داشته نقطه تعادل ثابت نگه کیها در  یخروج

 .شود می

و  دارند داریپا یداخل کینامید، فازمینیمم های  سیستم

در  جلو روبه گیری انتگرالتوان با  یمعکوس را م کینامید

هایی با  پذیر سیستم های انعطاف ولی ربات زمان حل کرد.

در  جلو روبه گیری انتگرال ؛ ودینامیک داخلی ناپایدار هستند

به دست  یبرا .[00]شود  کران منجر می به حل بیزمان 
                                                           
6 Non-Collocated 
7 Minimum Phase 
8 Non-Minimum Phase  
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 کینامیدهایی با  برای سیستمدار  حل کران کیآوردن 

شود.  استفاده می داریپا یهای وارونگ شرو از دار،یناپا یداخل

توسط دواسیا و چن ارائه شد و  داریپا یروش وارونگ نیاول

جلو و عقب معادله  روبه یزمان گیری انتگرالاز  یبیشامل ترک

منجر  0سببی ریحل غ راه کیبه  کهاست  یداخل کینامید

قبل از  دیکنترل با یها یبدان معناست که ورود نیا شود می

داشته ادامه هم  ریمس انیو پس از پا شود اعمال ریشروع مس

مجدد  یبند فرمول ل مناسب و مستق متغیر انتخاب با .باشد

تبدیل  یمعمول لیفرانسیمعادله د کی را به DAEتوان  می

 مختصات یبند شنیبا استفاده از روش پارت ؛ کهکرد

 2یجخرو -یورود نرمال. سپس، شکل [02] است شده انجام

نشان داده است استخراج  سیفراید که طور همانتوان  یرا م

 -یفرم نرمال ورود به دست آوردن، حال نی. باا[01]کرد 

رسد.  به نظر می یلیتحل دهیچینسبتاً پ ندیفرآ کی یخروج

 میطور مستق به داریپا یروش وارونگ فیتعر ،یمهندس ازنظر

تر است تا بتوان از  ساده اریمعادلات بس DAEبر اساس فرم 

 استاندارد استفاده کرد. 1چندجسمی یساز مدل یکدها

 یبرا DAE داریپا یروش وارونگ کی، بورولس و همکاران

. [0] اند کرده شنهادیپ ریپذ های چندجسمی انعطاف سیستم

در این است اما  محلی داریپا یروش معادل روش وارونگ نیا

لازم  یخروج-یورود نرمالشکل  آوردن،روش به دست 

در  یراحت بهتوان آن را  می ل،یدل نی. به همنیست

های  سیستم یاسازی استاندارد بر افزارهای شبیه نرم

 DAEروش منجر به مسئله  نیچندجسمی توسعه داد. ا

 حیصح فیبه تعر ازیشود که ن می یا دونقطه یمقدار مرز

و  داریپا یفولدهایوتحلیل من بر اساس تجزیه یمرز طیشرا

توان  دارد. سپس مسئله حاصل را می DAE میدر تنظ داریناپا

 یمرز قدارمسائل م یبرا DAE کننده حلبا استفاده از 

 .حل کرد یصورت عدد به

 روشبر  یمبتن نیگزیروش جا کباستوس و همکاران، ی

 دار کرانبه دست آوردن حل  یبرا میسازی مستق بهینه

 یمرز طیبه شرا ازیبدون ن ،معکوس کینامیمسئله د

تر  ساده یاستراتژ نیا یاجرا که  [04] اند داده شنهادیپ

که ، داریو ناپا داریپا یفولدهایوتحلیل من از تجزیه رایز .است

                                                           
1 Noncausal 

2 Input-Output Normal Form 

3 Multibody 

. کند یم یریوگجل مهم است،گام  کی DAE ماتیدر تنظ

 شکل یطور معادل برا توان به یرا م یساز نهیمسئله به نیا

  کرد. فیتعر  DAEفرم  یبرا ای [01]ی خروج-یورود نرمال

مسئله  کیعنوان به را معکوس کینامیمسئله دتیلر و لی 

 کینامیاگر د که یطور ، بهکردند یبند فرمول یمقدار مرز

کند  دایحل محدود پ راه کیتوان  یباشد، م داریناپا یداخل

را معکوس  کینامیمسئله دموریسون و همکاران  .[06]

 ها آنکردند. فرموله  DAE نهیمسئله کنترل به کیعنوان  به

 یداخل کینامیبه حداقل رساندن دامنه د یبرارا تابع هدف 

با  یمسئله مقدار مرز کردند. و فیتعر ،ریدر طول مس

این  .[01]است  شده حل 4چندگانه شوتینگاستفاده از روش 

 یبرا ییو توانا یمحاسبات ییاستحکام، کارا لیبه دل روش

 نی. ا[00] است شده شناخته ی،داریمقابله با مشکلات ناپا

 یمناسب است. بازه زمان یموازپردازش  یبرا نیروش همچن

 ریهر ز یو برا شود یم میتر تقس بازه کوچک ریز یبه تعداد

جلو  با ادغام زمان روبه DAEمعکوس در فرم  کینامیبازه، د

 کینامیاگر د یحت توان یادغام را م نی. اشود یمحاسبه م

فواصل  نکهیباشد، انجام داد، مشروط بر ا داریاناپ یداخل

 ناپایداریکوچک باشند تا از  یاندازه کاف به نگیشوت یفرع

 شود. یریحل جلوگ راه

بازوهای  یمعکوس برا کینامید به مسئلهمقاله،  نیدر ا

مسئله با  نی. اشودپرداخته می همکار یریپذ انعطاف

متفاوت  یتوجه طور قابل بهی سری ها معکوس ربات کینامید

، زنجیره سینماتیکی ها رباتکه با همکاری  لیدلاین است به 

قیدهای سینماتیکی و ضرایب لاگرانژ در  ؛ وشود بسته می

شود. ضرایب لاگرانژ در قیدهای سینماتیکی  مسئله وارد می

نیروهای اعمالی به جسم مشترک است و با  دهنده نشان

توان نیروهای داخلی را کنترل کرد  ها می کنترل و تنظیم آن

علاوه بر قیدهای حاکم بر مسئله از قیدهای تساوی و 

 شده استفادهنامساوی اضافی برای کنترل نیروهای داخلی 

است. برای بررسی صحت حل دینامیک معکوس، با 

حل آن، دینامیک مستقیم  از شده محاسبهگشتاورهای 

است و مسیر خروجی حل دینامیک مستقیم  شده یساز هیشب

 با مسیر مطلوب دینامیک یکسان هستند.

                                                           
4 Multiple Shooting 

 بار
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پذیر  دینامیک بازوهای تک لینکی انعطاف -2

 همکار

شکل  همکار مطابق با یبازودو صورت  به شده یبررسسیستم 

است. سیستم از دو بازوی تک لینکی  شده گرفتهدر نظر  1

که هر یک از بازوها، در نقطه  شده لیتشکپذیر  انعطاف

لولایی متصل شده است.  صورت بهانتهایی به بار صلب، 

 ریصورت ت از اجزا به کیو هر  یا صورت صفحه به سیستم

در  تواند یمدل شده است هر عضو آزادانه می برنول-لریاو

خم  تواند یشود اما در جهت عمود بر صفحه نم صفحه خم 

 .قرار دارد ،ربکسیشامل موتور و گ ی. در لولاها توپشود ینم

 یها از ربات یستمیس یکینامیدشکل کلی معادلات 

صورت معادله  به یکینماتیس یدهایق باوجود ر،یپذ انعطاف

 .[09] شود ی( نشان داده م0)

̈ ( )  (الف-0)   (     ̇ )          
( )  (ب-0)    

 gجرم،  سیماتر M ،افتهی میتعممختصات  بردار qکه در آن 

گریز از مرکز، کوریولیس و  ی حاصل از گرانش وروهایبردار ن

ی بردار λ ،یکینماتیس قید m ی شاملبردار  سفتی است. 

  و لاگرانژ  یبضر m شامل
  (  )

  
 انیگراد سیماتر 

را در جهت  u یکنترل هاییورود A سیاست. ماتر قیدها

 د.کن می عیتوز ستمیمختصات س

 .دو بازوی تک لینکی همکار :(1)شکل 

قیدهای سینماتیکی به خاطر تعامل با محیط، همکاری بین 

دینامیک  مسائلهشود. در  و در مسئله وارد میها  ربات

را  ( )  ( خروجی سیستم0در معادله ) uمستقیم با داشتن 

در زمان به دست آورد. در  جلو روبهگیری  توان با انتگرال  می

تابعی از  صورت به ( )  دینامیک معکوس با داشتن  مسائله

تابعی  صورت بههستیم و قید مسیر  uزمان به دنبال محاسبه 

  ارضا شود: هرلحظهاز زمان باید در 

 ( )  و   است qی سیستم و تابعی از خروج ( ) که در آن 

محدود  یبازه زمان کیدر است که دلخواه هموار  ریمس

 صورت به( 2( و )ب-0معادله ) شود. یم فیتعر [     ]

معادلات جبری فرم  باوجودمعادلات جبری هستند و 

کند. قید سینماتیکی  تغییر می DAEبه  ODEمعادلات از 

انتهایی بازوها  دونقطهحاکم بر مسئله ثابت بودن فاصله  

 شود: زیر نوشته می صورت بهاست. که 

   (الف-1)
  (     )

  (     )
    

(  )         (ب-1)        (  ) 

(  )         (پ-1)        (  ) 

(  )            (ت-1)        (  ) 

(  )         (ث-1)        (  ) 

خمش خطی و     ، 0زاویه مفصل بازوی     ها آنکه در 

 1مطابق شکل  0ای نقطه انتهایی بازوی  خمش زاویه    

همچنین  .باشد می 2مختصات بازوی            و  است

 0برای توصیف موقعیت انتهای بازوی    و    مختصات 

است.  2مختصات انتهای بازوی    و    و شده استفاده

زیر  صورت بهمختصات توصیف سینماتیکی بازوهای همکار 

 شود. نشان داده می

(4)                       
                                           

  
( 4برای توصیف موقعیت سیستم شش متغیر اول در معادله )

و مختصات اضافی هستند که به              کافی است

یک معادله قید وجود دارد. با  ها آنازای هر یک از 

( 4نسبت به متغیرهای معادله ) (1گیری از رابطه ) مشتق

 آید.  به دست می    ماتریس ژاکوبی قیدهای سینماتیکی

 مجموعاً( یک ضریب لاگرانژ و 1به ازای هر یک از معادلات )

 پنج ضریب لاگرانژ وجود دارد.

(1)                   
   

 دهنده نیروهای قیدی هستند. ضریب لاگرانژ نشان

(6)                 
                   

ی جرم، ها سیماتربرای به دست آوردن معادلات دینامیکی 

 سفتی، گریز از مرکز و گرانش باید محاسبه شود. 

(2)  ( )    ( )    
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زیر محاسبه  صورت بهماتریس جرم به شکل بلوک قطری 

 شود. می

(1)          (        ) 

جرم  سیماتر   و  0جرم بازوی  سیماتر    که در آن

جرم بار است. ماتریس سختی و  سیماتر   و  2بازوی 

 شود. زیر تعریف می صورت بهکوریولیس نیز  -گریز از مرکز

(0)          (            ) 

(9)          (            ) 

برای ربات  کوریولیس-ماتریس جرم، سختی و گریز از مرکز

 بازوها یریپذ انعطاف( آمده است. 0تک عضوی در پیوست )

است.  شده یساز مدل یبرنول -لریاو ریت یبا استفاده از تئور

 یاجزا یساز گسسته از معادلات لاگرانژ، همراه با روش

 شده استفادهربات  یکینامیمعادلات د جادیا یبرا ،محدود

̇     )  . بردار[21]است زیر  صورت به( 0در معادله ) (

 شود. تعریف می

 سازی بهینه مسئله -3

 یساز نهیمسئله به کیعنوان  معکوس به کینامیمسئله د

در  الاستیک اعضا انرژیکه در آن  شود یم یبند فرمول مقید

شکل  نه،یمسئله کنترل به در. شود میحداقل  ریطول مس

در نظر زیر  صورت بهتوان  را می 0تابع هدف با فرم بولزا کلی

 گرفت:

(00)   ∫  ( ( )  ̇( )  ( )  ( )  )  
  

  

  

                                ( (   )  ̇(  ) ) 
)ترم  [     ] را در بازه نهیانتگرال هز کیتابع هدف  نیا

)ترم     یانیحالت در زمان پا یرهایاز متغ یلاگرانژ( و تابع

 قیدهایو  ریمس یدهایق ،طورکلی . بهکند یم بی( ترکریما

اعمال  ستمیس دینامیک بهرا  ییها تیمحدود ،یانیپا

 ای نامساوی قیدهاید به نتوان ها می تیمحدود نیکنند. ا یم

در نظر  یانیپا جا قیدنیمنجر شود. در ا قیدهای تساوی

 در قید تساوی صورت به( 00) معادلهو گرفته نشده است، 

که به شکل فشرده  است شده گرفتهنظر  در ریمسطول 

 .شوند نوشته می زیر صورت به

                                                           
1 Bolza 

(02)  ( ( )  ̇( )  ̈( )  ( )  ( ))    
 یبند طبقه ریطورکلی به موارد ز به نهیهای کنترل به روش

 :شوند یم

 به حل معادله  ازیکه نپویا  یزیر های برنامه روش

 .[20]دارند  یجزئمشتقات  لیفرانسید

 به حل مسئله مقدار  ازیکه ن میرمستقیهای غ روش

 .[22]دارند  یمرز

 را به  نهینترل بهکه مسئله ک میهای مستق روش

 کند. می لیتبد یرخطیغ یزیر مسئله برنامه کی

 یساز گسستهرا پس از  نهیبه طیشرا م،یهای مستق روش

 مانند یمتعدد یایو مزا کنند یمسئله، فرموله م یزمان

مسائل مختلف و  یمجدد آسان برا یبند ، فرمولمقاومت

را ارائه  داریو ناپا دهیچیپ یرخطیحل مسائل غ ییتوانا

را  یشتریب زیتما م،یهای مستق روش نی. در بدهند یم

های  ، روش[21] میمستق رونوشتهای  روش نیب توان یم

در داد.  [24] 1چندگانهشوتینگ های  و روش 2شوتینگ تکی

که در آن  است میمستق رونوشتروش  یبر رو اینجا تمرکز

زمان حل  طور هم به یساز نهیو به یزمان گیری انتگرال

کنترل و  یرهایاست که همه متغ یمعن دانب نی. اشوند یم

 یرهایمتغ عنوان به یاز شبکه زمان گامحالت در هر 

 مسئلهشوند که منجر به  سازی در نظر گرفته می بهینه

 شود ( بزرگ اما پراکنده میNLP) یرخطیغ یزیر برنامه

[04]. 

 4میمستق شتروش رونو -4

ه در زمان ب نهیمسئله کنترل به م،یمستق شتروش رونو در

        شود؛ که  گسسته می  ( ) نقطه N ای از شبکه

 یطراح یرهایمجموعه متغاست.       و          و  

لاگرانژ  ضرایب ، ̈ ها ، شتاب̇ ها  ، سرعتq ها ییشامل جابجا

λ یکنترل یها یو ورود u است. یزمان گامدر هر  ستمیس 

زیر  صورت به k یزمان گامدر هر  یطراح هایریمتغ مجموعه

 شود. تعریف می

(01)  ( )  [ ( )  ̇( )  ̈( )  ( )  ( )  ( )] 

                                                           
2 Single shooting 
3 Multiple shooting 
4 Direct transcription method 

(01)  (   ̇)   (   ̇) ̇     
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زیر  صورت بهی زمان های متغیرهای طراحی در همه گام

 شود. نوشته می

 ومارکین یها فرمولکه بر اساس  [21]یافته،  تعمیم αروش  

 ی زمانیریگ انتگرالالگوریتم  عنوان تواند به می است،

 شود. استفاده ریز صورت به

(01)  
 ̇(   )   ̇( )  (     )  ( )      (   )  

 (   )   ( )    ̇( )  (    )   ( )

       (   ) 
 .[21]زیر است  صورت بهکمکی شتاب  روابط و

(06)  (   )(       )     ( )   
         (       ) ̈

(   )      ̈
( )     

 αروش  یعدد یپارامترها    و    ،γ، βکه در آن 

 یداریپا بیترک یبرا توانند یهستند و م افتهی میتعم

را  یعدد ییرایو دقت مرتبه دوم انتخاب شوند. م یرشرطیغ

در  نیمع یفیشعاع ط کیبه دست آوردن  یتوان برا می

 کرد.  متنظی ρ∞ تینها یبهای  فرکانس

و  با قیدهای نامساویتواند  می میمستق شتروش رونو

 گریهای د با روش سهیکند که در مقا کار یراحت به تساوی

فقط در  ریمسو نامساوی  تساوی ودیاست. اگر ق تیمز کی

 عنوان به یساز نهیاعمال شود، مسئله به یشبکه زمان یها گره

. در شود یم انی( بNLP) یرخطیغ یزیر مسئله برنامه کی

 وجود دارد، ر،یمس تساوی و نامساوی قیدهایتنها این روش 

 .گیرد را به خود میزیر  یشکل کل NLPمسئله 

(01)      ( )          {
    

 ( )    

  ( )    
 

 ، شده گسستهتابع هدف               که در آن

                قیدهای تساوی بردار            و 

    و 
 ریمس قیدهای نامساویبردار            

 یزمان گیری روابط انتگرالاست که شامل  شده گسسته

را  0تاکر-کوهن-کاروش نهیبه طیشرا نهیاست. حل به

 یبرا توان یرا م NLPاستاندارد ی گرها حل. کند یبرآورده م

 استفاده قرار داد.مورد  مؤثرطور  به یمسائل نیحل چن

با توجه به روش  (02)تابع هدف در معادله  یساز گسسته

 دهد. معادله زیر را نتیجه می لریاو حیصر

(00)    ∑   (    ̇       ) 

   

   

  (    ̇ ) 

                                                           
1 Karush–Kuhn–Tucker 

 شیمنظور افزا است. به یساز گسسته یزمان گام h که در آن

 یا ذوزنقهمرتبه بالاتر مانند قانون  یساز دقت از گسسته

( 0) معادلات حرکت یزمان گامتوان استفاده کرد. در هر  می

قیدهای تساوی  عنوان به( در هر گام زمانی 2و معادله مسیر )

 .شوند در نظر گرفته می (09معادله ) صورت به

(09) 

  
( )

 [

   
( )

   
( )

   
( )

]    

   
( )

  ( (  )) ̈(  )   ( (  )  ̇(  ))   

                            ( (  )) ( )     ( ) 

   
( )

  ( (  )) 

   
( )

  ( (  ))     ( ( )) 
   ،  ،  

 αروش  گیری انتگرالهای  طور مشابه، فرمول به نیهمچن

 تساوی قیدهای عنوان به( 06( و )01) معادلات ،یافته تعمیم

 یحل و سازگار پیوستگیاز  نانیاطم یبرا      تعدادبه 

ی زمانی ها گامبین سرعت و شتاب  ،ییجابجا یرهایمتغ نیب

 شوند. می اعمال

(21) 

  
( )

 [

   
( )

   
( )

   
( )

]    

   
( )

  ̇(   )   ̇( )   (     )  ( ) 

                  (   ) 

   
( )

  (   )   ( )    ̇( ) 

              (    )   ( )       (   )  

   
( )

 (      ) (   )   ( ) 

             (     ) ̈
(   )     ̈

( ) 
              

در  ذکرشدهبرداری متشکل از قیدهای  قیدهای تساویبردار 

 است. یزمان گامهر 

(20)    (  
( )

   
( )

     
(   )

   
(   )

   
( )

)    

 xاز بردار بزرگ  مؤلفهفقط به چند  دیهر ق( 20ه )در معادل

ساختار  ،حاصل NLP مسئله ل،یدل نیدارد. به هم یستگب

 دارد. یا پراکنده اریبس

تابع هدف  انیگراد یابیبه ارز یساز نهیبه یها تمیالگور اکثر

 نیدارند. ا ازینی طراح یرهایمتغ قیدها بر اساسو 

توان به دست آورد.  محدود می تفاضل روشها را با  گرادیان

استفاده  نهی، اگر ساختار پراکنده مسئله کنترل بهحال نیباا

به دلیل محاسبه منجر به محاسبات نسبتاً ناکارآمد  ،نشود

(04)   [ ( )  ( )    ( ) ] 
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تفاضل محدود،  روش یجا بهابع خواهد شد. وت انیگراد

   توابع گرادیان محاسبه یحلیلی برات های روشتوان از  می

    و    ،
کرد. در استفاده  x یطراح یرهایبه متغ نسبت   

 متلب برای 0ریاضیات سمبولیک ابزار جعبهاینجا از 

است.  شده استفادهی نسبت به متغیرهای طراحی ریگ مشتق

نسبت ها  گرادیان و سریع  قیدق محاسبهمنجر به  ن روشای

و  یطراح یرهای، اندازه متغباشد میبه روش تفاضل محدود 

 ش تعداد نقاطافزایو تابع هدف با  قیود یژاکوب سیماتر

 قیدهای بعضی از . حذفابدی یم شیافزا شدت به یشبکه زمان

قیود و  یطراح یرهایکاهش تعداد متغ یبرا تواند یم یخط

قیود  حال، حذف اعمال شود. بااین یساز نهیبه ندیدر فرآ

 رییتغ ی راساز نهیمسئله به یپراکندگ یممکن است الگو

 سودمند ،ممکن است این قیدهاحذف  که یطور به، دهد

 .نباشد

 سازی عددی شبیه -5

در  1پذیر شکل  خصوصیات فیزیکی سیستم بازوهای انعطاف

 است.  شده دادهنشان  1جدول 

 دو عضویربات  پارامترهای :(1)جدول 

 مقدار ابعاد و ضریب نمایه پارامتر

 1/1      2طول عضو 

 1/1      2طول عضو 

ممان اینرسی 

 مقاطع
           2 

 6           مساحت مقطع

    0عضو  چگالی
       61/2666 

    2عضو  چگالی
       16/2604 

 E1           2 مدول یانگ

 Gr   -    0 نسبت تبدیل

 0/1       جرم بار

 1/1              ممان اینرسی بار

و نیروهای داخلی اعمالی  هدف کنترل مسیر حرکت بار

باشد. ضرایب  هر یک از بازوها به بار خارجی می توسط

و مسیر  ستلاگرانژ برابر با نیروهای قیدی اعمالی به جسم ا

                                                           
1 Symbolic Math Toolbox 

مرکز جرم جسم صلب دارای مقدار اولیه  yمطلوب، مختصه 

متر است. حرکت در صفحه  21/1متر و مقدار نهایی  19/1

  شده است. نظر صرفافقی و از گرانش 

بار بستگی دارد و  تیموقعفرکانس طبیعی سیستم به 

 انثانیه است به این دلیل زم 1/1برابر  باًیتقربیشترین مقدار 

ثانیه در نظر  21/1 سازی مقداری کمتر و برابر با شبیه

است،  مینیمم فاز ریغ ستمیس که ییازآنجااست.  شده گرفته

را انتظار  ستمیس بودن فعال و پس فعال شیپ توان یم

 شیپثانیه ابتدایی و انتهایی زمان  12/1به همین  داشت.

 هایریمتغ مجموعهبودن سیستم است.  2و پس فعال فعال

 شود. زیر تعریف می صورت به k یزمان گامدر هر  یطراح

شده است و بازه  لحاظ ثانیه 110/1 یساز هیشب یگام زمان

 گسسته شده است. یمرحله زمان 211به  یزمان

 صورت به انرژی الاستیک اعضا است و ،یساز نهیتابع هدف به

افزایش  منظور بهاست.  شده گرفتهدر نظر  (21معادله )

، تابع هدف انیگراد ،سازی بهینه تمیالگور ییسرعت همگرا

تحلیلی محاسبه و به  صورت به ی،طراح یرهایبه متغ نسبت

 .است شده دادهبرنامه 

(21)    
 

 
∑    ( )  ( )  ( )

 

   

 

( شامل معادلات دینامیکی 09قید تساوی بر اساس رابطه )

حرکت، قیدهای سینماتیکی قید مسیر است. معادلات 

    دینامیکی حرکت
( با در نظر الف-0بر اساس رابطه ) ( )

ی جرم، سختی، کوریولیس هر یک از ها سیماترگرفتن 

شود. معادله  بازوها و بار و ماتریس ژاکوبی قیدها محاسبه می

   ( قیدهای سینماتیکی 1)
دهد. با توجه به  را نشان می ( )

مرکز  جرم  بار است قید  yهدف، کنترل موقعیت  که نیا

   مسیر 
ی درجه پنج به شکل ا چندجملهتابع   صورت به ( )

 شود. زیر نوشته می

(24) 
  ( )  

     

 
   (     (  )

        (  )       (  )

       (  )) 

                                                           
2 Pre- and post-actuation 

(22) 
 ( )     

( )
     

( )
     

( )
   

( )
     

( )
  

                         
( )
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  (             )           

         
 

  
    
  

 

سازی، برای کنترل نیروی داخلی  قید دیگر مسئله بهینه

ها به جسم مشترک قید زیر روی ضرایب  توسط رباتاعمالی 

 شود. لاگرانژ وارد می

(21)    
    

    
    

     
     

     
     

 

    

با اعمال قید فوق اندازه نیروی داخلی اعمالی، برابر سه 

روش شود. قیدهای  نیوتن در طول بازه زمانی اعمال قید می

α ( روی سیستم اعمال 21مطابق با معادلات ) افتهی میتعم

با انتخاب  افتهی میتعم αروش  یعدد یپارامترها. شود یم

 است. آمده دست بهزیر  صورت به 1/1 یبر رو ρ یفیشعاع ط
                            

نیز  ی،طراح یرهایبه متغ قید، نسبتابع وت هایانیگراد

برای . است شده دادهتحلیلی محاسبه و به برنامه  صورت به

         متلب با الگوریتم fminconسازی از تابع  بهینه

interior-point  برای قیدها و توابع  01-0 تلورانسبا

برابر با  سازی، بهینه هیحدس اولاست. بهتر است  شده استفاده

باشد. ولی در این مسئله با حدس اولیه  صلب ستمیس حرکت

 شود. صفر نیز الگوریتم همگرا می

 نتایج -6

حل ، i7-7700HQ CPU @2.8 GHz کامپیوتر استفاده از با

ثانیه به پاسخ نهایی  41تکرار و  26بعد از دینامیک معکوس 

مسیر مطلوب و مسیر طی  2در شکل  همگرا شده است.

است. با توجه به شکل  شده دادهی نشان ساز هیشبشده حین 

زمان پیش و پس فعال در نظر  عنوان بهثانیه  12/1

و در قبل از زمان پیش فعال و بعد از زمان  است شده گرفته

شود. در زمان  پس فعال قید سرو به سیستم اعمال نمی

[ ثانیه مسیر مطلوب با مسیر 12/1 21/1مابین ]

اندازه  3بر هم منطبق است. در شکل  کاملاً شده یساز هیشب

مالی به جسم توسط بازوها نشان اع شده یساز هیشبنیروی 

[ ثانیه( 12/1، 21/1و در محدوده زمانی قید سرو )] شده داده

 4در شکل  کند. نیروی مطلوب سه نیوتن را ردیابی می

رانشان  شده ارائهتوسط الگوریتم  شده محاسبه گشتاور اعمالی

 باهم کاملاً bو  a دهد. مطابق با نمودار گشتاور بازوی می

 است.  شده محاسبهبرابر 

 
 .زمان برحسبمرکز جرم جسم مشترک  Y :(2)شکل 

 
 .زمان برحسبنیروی داخلی جسم  :(3)شکل 

 
 .زمان برحسبگشتاور بازوها  :(4)شکل 
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نشان  6 و 5های  همچنین جابجایی الاستیک بازوها در شکل

است که مقداری مساوی در هر دو بازو دارد. تغییر  شده داده

اندازه گشتاور بازوها باعث تغییر در جهت نیرو در جسم 

برای کنترل نیرو در بازوهای همکار مناسب  که ؛شود می

 نیست.

 
 برحسب)جابجایی الاستیک بازوها(  u22و  u12 :(5)شکل 

 .زمان

 
 .زمان برحسب v22و  v12 :(6)شکل 

سازی عوض  جهت اعمال نیرو حین شبیه که نیابا توجه به 

( روی مسئله 09شود قید نامساوی مطابق با معادله ) می

 شود. سازی اعمال می بهینه

(26)  (     )    

یابد و بعد  ( زمان حل افزایش می09با اعمال قید نامساوی )

در  شود. ثانیه به پاسخ نهایی همگرا می 109تکرار و  221از 

مسیر حرکتی و نیروی داخلی جسم  8و  7ی ها شکل

. در این دهد یممشترک با اعمال قید نامساوی را نشان 

حالت میزان تغییرات پاسخ در زمان پیش و پس فعال با قید 

سرو کمتر شده است. ولی در اواخر زمان اعمال قید سرو 

گشتاور  9شکل مقداری خطا در ردیابی نیرو وجود دارد. 

دهد. با توجه به این  بازوها را نشان میاعمالی به هر یک از 

مقدار  ازنظربازوها متفاوت است و  ها جهت گشتاور در شکل

سازی بدون اعمال  نیز مقدار یکسانی ندارند. برعکس شبیه

در  یکسان بودند. کاملاًمقدار و جهت  ازنظرقید نامساوی که 

ای بازوها  تغییر شکل الاستیک خطی و زاویه 11 و 11شکل 

تقریبی  صورت به آمده دست بهمقادیر  است. شده دادهنشان 

. همچنین با باشد یممتناسب با گشتاور اعمالی به بازوها 

های  جهت نیروی داخلی مقدار تغییر شکل داشتن نگهثابت 

 یابد. الاستیک کاهش می

 
زمان با اعمال قید  برحسبمرکز جرم  Y :(7)شکل 

 .ینامساو

 
زمان با اعمال قید  برحسبنیروی داخلی  :(8)شکل 

 .ینامساو
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زمان با اعمال قید  برحسبگشتاور بازوها  :(9)شکل 

 ی.نامساو

 
زمان با اعمال قید  برحسب u22و  u12 :(11)شکل 

 .ینامساو

 
زمان با اعمال قید  برحسب v22و  v12 (:11)شکل 

 .ینامساو

برای بررسی صحت حل دینامیک معکوس، با گشتاورهای 

دینامیک مستقیم  11و  9 شکلمطابق با  شده محاسبه

معادله  کننده استفاده از توابع حل یبرااست  شده یساز هیشب

 لیفرانسیمعادلات د دیبا ODE45مانند  در متلب لیفرانسید

. شود لیتبد کیمرتبه  لیفرانسیمرتبه دو به معادله د

 شده ارائهمعادلات حرکت توسط روش  DAEهمچنین شکل 

است. با انتخاب دقت حل برابر  شده لیتبد ODEبه  [21]در 

شود. خروجی  خودکار تعیین می صورت به، گام زمانی 01-0با 

نشان  12است. در شکل  بار yسازی که موقعیت  شبیه

مسیر خروجی حل  12با توجه به شکل  است. شده داده

دینامیک مستقیم با مسیر مطلوب دینامیک معکوس یکسان 

در  شده محاسبهدرستی گشتاورهای  دهنده نشان که ؛هستند

 باشد. حل دینامیک معکوس می

 
سازی دینامیک مستقیم با گشتاورهای  شبیه :(12)شکل 

 .شده از دینامیک معکوس محاسبه

 گیرینتیجه -7

 کینامیحل د یبرا یسازنهیبه روش ، استفاده ازمقاله نیا

از حل . کند را بررسی می همکار ریپذ معکوس ربات انعطاف

پذیر  بازوهای انعطاف خور شیپ کنترلدینامیک معکوس در 

ماهیت غیر مینیمم فاز سیستم،  لیبه دلشود.  استفاده می

جلو برای حل دینامیک معکوس  گیری روبه روش انتگرال

حل پایداری برای این  یساز بهینه؛ و روش یدار استناپا

سازی، انرژی الاستیک  تابع هدف بهینه. دهد سیستم ارائه می

دینامیکی، قیدهای مسیر  اجزا و قیدها شامل معادلات
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برای پایداری  افتهی میتعم αنیرو، قیدهای روش  حرکت و

ی رهایمتغحل، قیدهای سینماتیکی و قیدهای مربوط به 

اضافی است. همچنین قید نامساوی نیز برای جلوگیری از 

است.  شده اعمالتغییر جهت نیرو در کنترل نیرو به سیستم 

معادلات روش از  ی،برنول-لریاو ریت یبا استفاده از تئور ربات

 یساز محدود مدل یاجزای ساز لاگرانژ، همراه با گسسته

بر روی  شده انجامی ها یساز هیشببا توجه به  شده است.

و  معکوس کینامیمسئله دهای تک عضوی این روش،  ربات

تواند  همکار را می ریپذ انعطاف یها معکوس ربات کینماتیس

مزیت دیگر کنترل نیروی داخلی و خارجی  ،حل کند باهم

است که با اعمال قیدهای تساوی و نامساوی روی ضرایب 

 است. شده انجاملاگرانژ 
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پذیر با  انعطاف ی بازوی تک لینکیرخطیغمدل 

محدود با یک المان به ترتیب ماتریس  اجزایی ساز گسسته

 جرم، سختی و کوریولیس و گریز از مرکز:
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چگالی،   سطح مقطع،   طول عضو،    که در عبارات فوق 

   ممان اینرسی بار،    جرم بار،    سختی خمشی،    

زاویه عضو،   ضریب تبدیل گیربکس،    اینرسی هاب، 

زاویه خمشی انتهای عضو     خمش انتهای عضو و     

 است.
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 Lagrange multipliers in constraint 

systems represent internal forces. 

And by adjusting them, the internal 

forces are controlled. 

 The inequality constraint is 

introduced as a constraint of the 

minimization problem for 

converging to the correct answer. 
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In this paper, the inverse dynamics solution for feedforward control of 
cooperative flexible manipulators is investigated. The internal dynamics of 
flexible manipulators are unstable, and to obtain a bounded solution to the 
inverse dynamics problem, the constrained nonlinear optimization method 
is used. In the optimization method, the aim is to minimize the elastic 
energy of the manipulators despite several constraints. These constraints 
include: 1) dynamic equations; 2) Spatial and force trajectory; 3) kinematic 
constraints limiting the movement of manipulators; 4) constraints related 
to superfluous variables and 5) constraints of the generalized α method for 
the stability of the solution. The method used for dynamic modeling is 
based on the Lagrange equation and finite element discretization. 
Lagrange multipliers have been used to control the internal forces applied 
to the payload, and to prevent the change of direction in force control, an 
inequality constraint has been added to the optimization constraints. This 
method is implemented on flexible cooperative manipulators and has the 
ability to control the path of the payload and the force applied to it. 
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