
 

* Copyrights for this article are retained by the author(s) with publishing rights granted to Imam Hossein University Press. The 
content of this article is subject to the terms and conditions of the Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY-NC 
4.0) License. For more information, please visit https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode. 

Journal of Aerospace Mechanics/ 2023/ Vol.19/ No.4/ 41-52 

 Journal of Aerospace Mechanics 
 20.1001.1.26455323.1402.19.4.4.5DOR:  
 

Analysis and Comparison of Linear, Feedback Linearized and 
Backstepping Controllers Based on Quaternion in Spacecraft Attitude 
Control  
Mahdi Nikusokhan Lame 

Ph.D., Aerospace Industry Organization, Tehran, Iran. 

H I G H L I G H T S  G R A P H I C A L     A B S T R A C T 
• Nonlinear stability analysis based 

on the Lyapunov method. 
• Selection of the controller gain 

matrices for the exact rotation 
about the initial eigen axis. 

• Determining the controller gains 
based on the local linearized 
equations for the linear and 
backstepping controllers 

 

 

A R T I C L E    I N F O  A B S T R A C T 
Article history: 
Article Type: Research paper 
Received: 27 February 2023 
Received in revised form: 26 March 
2023 
Accepted: 3 May 2023 
Available online: 7 May 2023 
*Correspondence: 
nikusokhan@gmail.com 

 

In this paper, the attitude control design and analysis of a spacecraft as a 
rigid body based on three controllers of linear, nonlinear based on 
feedback linearization and backstepping is presented. According to the 
global presentation of the attitude based on quaternion parameters, these 
parameters have been used to derive the dynamic equations. Global 
asymptotic stability of linear and backstepping controllers is proved 
based on the Lyapunov method. The closed-loop stability of the feedback 
linearized controller is also proved by showing there are no internal 
dynamics. The controller gains are determined in linear and backstepping 
controllers based on linearized dynamics, derived from the local 
linearization around the equilibrium point. While, in the feedback 
linearized controller, gains are determined based on the global linearized 
dynamic equation. The performance of these three controllers in different 
scenarios is compared to each other. The results show that the feedback 
linearized controller can satisfy accurately the desired rise time. Whereas, 
the maximum error in achieving the desired rise time is 17% and 22% for 
backstepping and linear controllers, respectively. Of course, the control 
effort for the feedback linearized and backstepping is 100% and 46% 
more than the linear controller, respectively.  
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ا جسم صلب،    کیعنوان  به   مایفضاپ  کی  تیکنترل وضع  لیو تحل  یمقاله، طراح  نیدر 
  یمبتن  یرخطی خور و غپس  يسازی بر خط  یمبتن  ی رخطی غ  ،یبر سه کنترلر خط  یمبتن

پسگام   استارائه بر  وشده  به  توجه  با  فراگبه   تیوضع  انیب  یژگی.  اساس    ریصورت  بر 
ا  ون،یکواترن  يپارامترها برا   نیاز  شده  استفاده   ی کینامیاستخراج معادلات د  يپارامترها 

شده  اثبات  اپانوفیو پسگام بر اساس روش ل  یکنترلر خط  یمجانب  ریفراگ  يداری. پااست
دادن عدم وجود    با نشان   زیخور نپس   شدهي سازیحلقه بسته کنترلر خط  يدار ی. پااست

بر اساس    پسگامو    یدر روش خط  یکنترل  يها. بهره شده استاثبات  یداخل  کینامید
خط خط  آمدهدست به   یمدل  روش    یمحل  يساز ی از  در  و  تعادل  نقطه  حول 

سه   نی. عملکرد ااست شدهنییتع ر،یفراگ یخور بر اساس مدل خطپس  شدهي سازی خط
که کنترلر    دهندی نشان م  جی. نتاشده است  سهیمقا  باهممختلف    يوها یکنترلر در سنار

برآپس   شدهي سازی خط به  قادر  م  قیدق  يسازورد خور  مطلوب  نشست  .  باشدیزمان 
شده نسبت به زمان نشست مطلوب در  زمان نشست حاصل   يخطا   نهیشیب  کهیدرصورت

در   پسگام  خط  %17حدود  کنترل  کنترلر  در  حدود    یو  تلاش    %22در  البته  است. 
خط  یکنترل پسگام  پس   شدهي سازی کنترلر  و  ترتخور  از    شتریب  %46و    %100  بیبه 

 . باشدی م  یخطکنترلر  
 
 
 
 

 : هاکلیدواژه 
 تیکنترل وضع

 ون ی کواترن
 ی خط  کنترلر
 پسگام 

 خور پس   يسازی خط
 ما یفضاپ
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 مقدمه -1

کنترل محورهاي دستگاه بدنه یک    به معنی  1کنترل وضعیت 
و   مباحث مهم  از  یکی  به یک دستگاه مرجع،  نسبت  وسیله 
کاربردي در حوزه هوافضا و رباتیک است. در حل این مسئله  
کنترلی، دو موضوع اصلی مطرح است. اول، پارامترهاي بیان  
بیان   و  مرجع  دستگاه  یک  به  نسبت  جسم  یک  وضعیت 

آن   اساس  بر  دینامیکی  بر  معادلات  کنترلی  روش  دوم،  و 
از   یکی  است.  انتخابی  وضعیت  بیان  پارامترهاي  اساس 

کواترنیون مرسوم  وضعیت،  بیان  پارامترهاي    2هاترین 
هیچ   در  آن  دینامیکی  معادلات  که  است  اویلر)  (پارامترهاي 

با    4صورت فراگیر ها بهنبوده و تمام وضعیت  3وضعیتی تکینه
هاي دیگر مانند  ام بیان وضعیتاست. تم  انیبقابلاین پارامتر  

رودریگ پارامترهاي  اویلر،  اصلاحز  زوایاي  پارامترهاي  شده  و 
صورت شده و به  تکینگیها دچار  رودریگز در برخی وضعیت

بهنمی  استفادهقابلفراگیر   زوایاي  باشند.  معادلات  مثال  طور 
فراز  زاویه  در  مرسوم  رودریگز    90  5اویلر  پارامترهاي  درجه، 

درجه حول محور دوران و پارامترهاي    180یه چرخش  در زاو
درجه حول محور    360شده رودریگز در زاویه چرخش  اصلاح 

اصلی  ]1[شوند  دوران تکینه می علت  ها  این روش  تکینگی . 
وضعیت برخی  بیان در  براي  پارامتر  سه  تنها  از  استفاده  ها، 

است؛   کواترنیون   کهدرصورتیوضعیت  پارامتر در  چهار  از  ها 
این ویژگی  براي بیان وضعیت استفاده می شود. با عنایت به 

دهنده  ها، مرور مراجع در هفت دهه گذشته نشانکواترنیون 
مانند   وسایل  وضعیت  کنترل  در  زیاد  بسیار  مقالات  انتشار 

ماهواره و  رباتیک  ]2-29[فضاپیما  بازوهاي  ،  ]31و    30[، 
بر    ]34-36[  هاو موشک  ]32[ها  ردیاب ها  کواترنیون مبتنی 

است. در این روش، براي بیان وضعیت یک جسم نسبت به  
مشخص   محور  یک  حول  چرخش  یک  از  مرجع  دستگاه 

یا محور اویلر و    6شود. این محور با نام محور ویژهاستفاده می
 .]2-4[شودزاویه چرخش نیز زاویه ویژه یا اویلر شناخته می

 
1 Attitude 
2 Quaternion 
3 Singular 
4 Global 
5 Pitch 
6 Eigen axis 

ارائه  کنترلرهاي  وضعیاکثر  کنترل  براي  اساس  شده  بر  ت 
روش کواترنیون مبتنی بر کنترلرهاي خطی خصوصاً کنترلر 

میمشتق-تناسبی مسئله  گیر  براي  پایداري  تحلیل  باشد. 
لیاپانوف   تابع  اساس  بر  محدوده    شدهارائه غیرخطی  و 

پایداري دینامیک غیرخطی  بهره براي    شده ارائه هاي کنترلی 
بهرهاست انتخاب  نوع  در  مراجع  این  تفاوت  عمده  کنترلی . 

هاي کنترلی وابسته به  ، بهره]23-32[،  ]2[است. در مراجع  
هاي کنترلی  ، بهره]28و    27  ، 4[پارامترهاي مدل، در مرجع  

هر دو نوع آن    ]33[مستقل از پارامترهاي مدل و در مرجع  
رسیدناست  شنهادشدهیپ  براي  مراجع  این  از  برخی  در  به    . 

نقطه  حول  غیرخطی  دینامیک  مطلوب،  زمانی  پاسخ  یک 
هاي کنترلی مناسب بر اساس  سازي شده و بهرهتعادل خطی

تعیینتحلیل محدوده  در  و  خطی  روش هاي  توسط  شده 
، در  طرفآناما از  .]32و  24، 23، 6[شودلیاپانوف تعیین می

اساس روش خطی بر  خور، سازي پسصورت طراحی کنترلر 
توان از تحلیل  سازي حول نقطه تعادل میبدون نیاز به خطی

هاي کنترلی استفاده کرد. در مراجع خطی براي تعیین بهره
خور سازي پساز روش خطی  ]31و    26،  25،  18،  15،  5،  3[

  شدهاستفادهمبتنی بر بیان وضعیت با پارامترهاي کواترنیون  
مرجع  است در  با    ]3[.  کنترلی  سیستم  یک  براي 

شتاورسازهاي خارجی، با انتقال مسئله غیرخطی به خطی، گ
  شده استفادهاز روش کنترل بهینه براي طراحی کنترلر خطی 

داراي  روش  برخلافو    است که  بهینه  کنترل  عددي  هاي 
پیاده میمشکلات  با  سازي  کنترلر  یک  روش  این  در  باشند، 

بسته   مراجع    آمده دستبهحل  در  با    ]15و    5[است.  نیز 
گشتاورسازهاي    همین با  کنترلی  سیستم  یک  براي  روش 

عکس چرخ  وضعیت  داخلی  کنترلر  طراحی  به  العملی 
اي  این روش براي مسئله   ]26[. در مرجع  است  شدهپرداخته 

صلب   جسم  دو  مستقل   همبهمتصلشامل  کنترلرهاي  با 
است  کاربردهبه بر شده  مبتنی  اصلی در کنترلرهاي  . مشکل 

پسخطی وجودسازي  آن وضعیت  خور،  در  که  است  هایی 
 . ]31و  26، 15، 5، 3[ شوندسیگنال کنترلی تکینه می
پسگام روش  مقابل،  براي    7در  کنترلر  طراحی  روش  یک 

است که در آن تابع لیاپانوف    8هاي غیرخطی آبشاريسیستم 

 
7 Backstepping 
8 Cascade 
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بازگشتیبه شود. همچنین در هر مرحله ساخته می  1صورت 
می طراحی،  روشاز  با  عدم  توان  تطبیقی  یا  مقاوم  هاي 

را جبران کرد. در مراجع   ،  17،  14،  11[قطعیت آن مرحله 
براي کنترل وضعیت مبتنی بر کواترنیون  ] 36-35و    20-22

کنترلرهایی   پسگام  روش  از  استفاده  در است  شدهارائهبا   .
کنترلرها، داراي سیگنال کنترلی  ] 36و    35،  21،  14[مراجع  

  ]22و    17،  14[مرحله اول و دوم یکسان هستند. در مراجع  
کنترلی  (سیگنال  مطلوب  بدنه  چرخش  نرخ  یک  ارائه  با 

اول)   براي   برحسبمرحله  تانژانت  معکوس  غیرخطی  تابع 
. در  است  شدهی طراحمحدود کردن سیگنال کنترلی، کنترلر  

نامس  ]14[مرجع   اساس  بیشینه بلمان  -گرووال  اويبر  حد 
آورده و با    به دستنرخ چرخش بدنه و یا دستور کنترلی را  

دستور  بیشینه  نشست،  زمان  روي  بر  نامساوي  قید  یک 
می کمینه  بر  کنترلی  کنترلی  بهره  مراجع،  این  در  شود. 

بهینه میاساس  تعیین  در  ؛  شوندسازي عددي  نکته مهم  اما 
نحو به  اشاره  عدم  مرجع،  سه  نشست  هر  زمان  محاسبه  ه 

اول  ]20[است. در مرجع    برخلاف ، سیگنال کنترلی مرحله 
ارائه  پسگام  کنترلرهاي  از  بقیه  غیرخطی  تابع  یک  شده 

در این مرجع نه دلیل    متأسفانه.  است  شنهادشده یپ ها  حالت
پیشنهاد این تابع غیرخطی و نه مقایسه آن با کنترلر متداول  

اول   آن سیگنال کنترلی مرحله  یک   صورتبه پسگام که در 
. در مراجع  نشده استتابع خطی از خطاي ردیابی است، ارائه 

هاي پسگام مقاوم یا تطبیقی  به ارائه کنترل ] 36و    35،  21[
و   قطعیت  عدم  حضور  تمام  است  شده پرداخته عیب  در  در   .

دید  هبهر  مراجع، و  خطا  و  سعی  اساس  بر  کنترلی  هاي 
مقید بازه  در  تعیین طراحی  لیاپانوف  روش  توسط  شده 

 شود. می
استخراج   خصوص  در  مرجعی  نویسنده،  دانش  به  توجه  با 
بر   مبتنی  غیرخطی  خطی،  مطرح  کنترلر  سه  معادلات 

بسازي پسخطی مبتنی  غیرخطی  و  اساس  خور  بر  پسگام  ر 
مقایسه   و  تحلیل  و  یکسان  نمادسازي  نشده  ارائه    هاآنیک 

به طراحی و تحلیل این   شده است  . در این مقاله سعیاست
پرداخته   روش  سه  هر  کنترلی  دستور  مقایسه  و  کنترلر  سه 
نیز  ثابت  ویژه  محور  حول  چرخش  شرایط  همچنین،  شود. 

بهره و  اثبات  کنترلر  سه  هر  کنتربراي  اساس  هاي  بر  لر 
 

1 Recursive 

تعادل  خطی نقطه  حول  ،  تیدرنها.  است  شدهن ییتعسازي 
عملکرد این سه کنترلر در سناریوهاي مختلف با هم مقایسه 

 . شده است
بخش   فضاپیما    2در  یک  سینماتیکی  و  دینامیکی  معادلات 

طراحی   3. در بخش  است  شدهارائه عنوان یک جسم صلب  به
تناسبی خطی  خطیمشتق-کنترلرهاي  شده  سگیر،  ازي 

پایداري  پس تحلیل  همراه  به  پسگام  و  نحوه    هاآن خور  و 
بهره بخش  است  شدهارائهها  تنظیم  در  و شبیه   5.  سازي 

گیري نتیجه   6در بخش    تی درنهامقایسه عملکرد کنترلرها و  
 شود.بندي ارائه میو جمع

 سینماتیک و دینامیک جسم صلب -2

تحت   که  صلب  فضاپیماي  مدل  یک  بخش،  این   تأثیردر 
می بدنه  دستگاه  در  گشتاورساز  نظرچرخد،  ابزارهاي   در 

گشتاورساز  ) 1(شکل    است  شدهگرفته یک  سادگی،  براي   .
 شود. ال فرض میایده

 
 مشخصات سینماتیکی و هندسی فضاپیما. ):  1شکل (

 دینامیک جسم صلب   -2-1

حول   صلب  جسم  یک  چرخشی  حرکت  اویلر،  معادلات 
متصل   متعامد  بدنهمحورهاي  با    مبدأبا    به  را  جرم  مرکز 

 :]27[کند توصیف می )1(رابطه 
  

)1(  uJωωωJ += ×][ 
],,[Tکه   321 ωωω=ω   زاویه سرعت   اي،بردار 

Tuuu ],,[ 321=u    ،بردار گشتاور کنترلیJ    اینرسی و ممان 
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×][ω صورت تعریف   به اینباشد که  ماتریس شبه متقارن می
 شود: می

)2(  
















−
−

−
=×

0
0

0
][

12

13

23

ωω
ωω
ωω

ω 

متعامد    3و    2،  1هاي  زیرنویس کنترلی  محورهاي  بیانگر 
می فرض  هستند.  بدنه  در  که  ثابت  سرعت    هايمؤلفه شود 

نرخی  زاویه  جایروهاي  با  بدنه  محورهاي  امتداد  در  اي 
استفاده  اندازه هم  بدنه  وضعیت  محاسبه  براي  و  شده  گیري 

 شود. می

 سینماتیک مبتنی بر کواترنیون  -2-2

اویل چرخشی  میقضیه  بیان  جسم  ر  هر  چرخش  که  کند 
توان با چرخش حول یک محور به نام محور ویژه  صلب را می

بیان کرد. کواترنیون، وضعیت هر جسم را بر اساس چرخش 
کند. بخش برداري کواترنیون (سه حول محور ویژه بیان می

 مؤلفه اول) جهت بردار ویژه و بخش عددي کواترنیون (  مؤلفه
دهد.  چهارم) نیز زاویه چرخش حول محور ویژه را نشان می

بردار محور ویژه و زاویه ویژه    برحسبکواترنیون    مؤلفهچهار  
 شود:صورت بیان میبه این 

)3(  3,2,1);2/sin( == inq ii α 
)4(  )2/cos(4 α=q 

و    αکه   ویژه  بردار  حول  چرخش  Tnnnزاویه  ],,[ 321=n 
) است  مرجع  دستگاه  در  ویژه  محور  هادي  ).  1شکل  بردار 

 توان نشان داد که: می یراحتبه )4(و   ) 3(طبق معادلات 
)5(  12

4 =+ qT qq 
Tqqqکه   ],,[ 321=q    براي سینماتیک  دیفرانسیلی  معادله 

 :]27[شود صورت توصیف میکواترنیون به این 
)6 (  ωqωq 45.0][5.0 q+= ×

 
)7(  qωTq 5.04 −= 

اولیه  TTکواترنیون  q )]0(),0([ 4q   در را  کواترنیونها  مقدار 
Tو کواترنیون فرمان  t=0لحظه 

c
T
c q ],[ 4q   کواترنیون مطلوب

گر خطاي وضعیت  دهند. کواترنیون خطا که بیانرا نشان می
به این صورت    بین وضعیت کنونی و وضعیت مطلوب است به 

 : ]6[آید می دست
)8(  c

T
ceccce qqqqq 44444 ,][ +=−−= × qqqqqqq 

سکون  مانور  مسئله  مقاله،  این  در  مدنظر   1سکون به چون 
,1,...,4است، مقادیر مطلوب   =iqicباشند و  ، اعداد ثابت می

کواترنیون  خطاي  دینامیک  مشابه  بنابراین    ) 7(،  )6(ها 
 شود: نوشته می  )10(و  )9(صورت روابط به
)9(  ωIqq )][(2 4eee q+−= ×

 
)10(  e

T
eq qω−=42  

در ادامه چند قضیه که در استخراج روابط کاربرد دارد، ارائه  
 شود. می

)][(: معکوس ماتریس  1قضیه   4 Iq ee q+− از   عبارت است  ×
]3[: 
)11(  eee

T
eeeee qqqq 44

2
4

1
4 /)][()][( ×−× ++=+− qqqIIq 

 : کافی است نشان دهیم:  اثبات
)12(  IqqqIIq =+++− ××

eee
T
eeeee qqqq 44

2
44 /)][)(][( 

و با توجه   )12(سازي سمت چپ رابطه  با بسط ضرب و ساده
اینکه   ][0به  =×

ee qq    وIqqqqqq e
T
eee

T
ee =+ ×× ][][  

 داریم:

)13(  
Iqq

qqqIIq
)(

/)][)(][(
2
4

44
2
44

e
T
ee

eee
T
eeeee

q
qqqq

+

=+++− ××

 

رابطه   به  توجه  با  راست    )5(بنابراین  ماتریس    )13(سمت 
 شود. یکه می
کواترنیون  2قضیه   عددي  مقدار  مشتق    بخش  برحسب: 

 :]4[شود بیان می )14(صورت رابطه برداري به 
)14(  e

T
eee qq 44 /qq  −= 

مشتقاثبات با  رابطه  این  رابطه  :  از  بردار   )5(گیري  براي 
 است. استخراجقابلسادگی کواترنیون خطا به

رابطه  3قضیه   بین مشتق کواترنیون و نرخ چرخش   )15(: 
 :]4[بدنه برقرار است 

)15(  2/)][( 4 ωqωωIq e
T

ee q =+− ×
 

 داریم:  )10( و  )9(: با استفاده از رابطه اثبات

)16 (  
ωqωωωqω

ωqωωIq

e
T

ee

eeee

q
qq

5.0)][(][5.0
][)][(

4

44

++−−=

+−=+−
××

××


 

ویژگی   از  استفاده  با  Iqωqωωqحال  e
T

e
T
e =+ ××   و   ][][

0][ =×ωω  این صورت بازنویسی    را به   )16(توان رابطه  می
 کرد:

 
1 Rest-to-rest 
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)17(  
ωqω

ωqωωωqωqω
ωIq

e
T

e
TT

ee
T

ee q

5.0
5.0)(5.0

)][( 4

=

+−=

+− ×


 

رابطه  4قضیه   نرخ چرخش   )18(:  و  بین مشتق کواترنیون 
 :]4[بدنه برقرار است 

)18(  ωωωq T
e

T
e q45.0= 

 داریم:  )9(: با استفاده از رابطه اثبات
)19(  )][( 4 ωωqωωq ee

TT
e q+−= ×
 

][0حال با توجه به ویژگی   =×ωqω e
T  :داریم 

)20(  ωωωq T
e

T
e q45.0= 

 طراحی کنترلر  -3

استخراج  در   و  پایداري  تحلیل  طراحی،  به  بخش  این 
 شود.هاي کنترلی کنترلرهاي مدنظر پرداخته میبهره

 گیر مشتق-تناسبی  کنترلر خطی  -3-1

خطاي   خطی  فیدبک  شامل  عبارت  سه  خطی،  کنترلر  در 
عبارت  و  بدنه  چرخش  نرخ  خطی  فیدبک  کواترنیون، 

 دارد:غیرخطی براي حذف گشتاور ژیروسکوپی وجود 
)21(  ωKqKJωωu dep −−−= ×][ 

 شود:صورت نوشته میبه این  )1(معادله  صورت نیادر 
)22(  ωKJqKJω dep

11 −− −= 
 صورت: با پیشنهاد تابع لیاپانوف به

)23(  JωKωqq 12
4 5.0)1( −+−+= p

T
ee

T
e qV 

نرمال بودن بردار کواترنیون، تابع لیاپانوف    شرطبه و با توجه  
 شود: این صورت ساده می به
)24(  JωKω 1

4 5.0)1(2 −+−= p
T

eqV 
مشتق معادلات  با  جایگزینی  و  لیاپانوف  تابع  از  ،  ) 9(گیري 

این صورت ساده   در آن، مشتق تابع لیاپانوف به ) 22(و  )10(
 شود: می

)25(  ωKKω dp
TV 1−−= 

اگر   dpبنابراین  KK مجانبی    −1 پایداري  باشد،  معین  مثبت 
می تضمین  بهره  ماتریس  کهدرصورتیشود.  فراگیر  هاي 

JKصورت  به pp k=  وJK dd k=  به شوند،  شرط انتخاب 
0>pk    0و>dk حلقه معادله  پایداري،  تضمین  بر  علاوه   ،

 بسته نرخ چرخش بدنه مستقل از ماتریس ممان اینرسی به 
 شود:این صورت نوشته می

)26 (  ωqω dep kk −−= 
 داریم:  )10(و  ) 9(گیري از معادله با مشتق

)27(  ωIqωIqq  )][()][(2 44 eeeee qq +−++−= ×× 
)28(  e

T
e

T
eq qωqω  −−=42 

معادله   از  بدنه  چرخش  نرخ  جایگزینی  معادلات    )26(با  در 
به    )28(و    )27( توجه  با  ][0و  =×

ee qq    از استفاده  با  و 
معادلات  4و    3قضایاي   این    )28(و    )27(،  صورت ساده به 

 شود: می
)29(  edeepe

T
e kqk qqωqωq  25.02 4 −−−= 

)30(  ωωT
eedepe qqkqkq 44

2
44 5.02)1(2 −−−=  

خطی معادلات  با  تعادل    )30(و    ) 29(سازي  نقطه  حول 
0ωq ==e 04و =eq  :داریم 
)31(  0qqq =++ epede kk  22 

صورتدر   و  بهره  این  میرایی  ضریب  اساس  بر  کنترلی  هاي 
 آیند: می به دستصورت فرکانس مطلوب به این 

)32(  ndnp kk ξωω 2,2 2 == 
که   داده  نشان  باید  ویژه  محور  حول  چرخش  اثبات  براي 

اثبات    teq)(جهت   براي  است.  زمان  از   رییتغعدممستقل 
میteq)(جهت   که  ،  داد  نشان  راستاي    teq)(توان  در 

می باقی  آن  اولیه  بنابراین،ماندمقدار  می  ؛  که  فرض  شود 
0)()( eqe tct qq توان نتیجه گرفت می  )26(. طبق معادله  =

توان خواهد بود و بنابراین می  0eqهم در راستاي  tω)(که  
را )()(0صورت  به   آن  etct qω ω=    دو این  اگر  حال  نوشت. 

معادله   در  را  به    ) 9(رابطه  توجه  با  دهیم،  قرار 
0)(])([ 0 =

×
eeq tctc qq ω  که می گرفت  نتیجه  توان 

2/)()( 04 eee tctq qq ω=   فرض بنابراین  و 
0)()( eqe tct qq  ، فرض صحیح بوده است.=

 خور شده پسسازيکنترلر خطی  -3-2

است.   eqخروجی مطلوب کنترل در بیان با کواترنیون بردار  
شود  حاصل می  )27(گیري از این بردار رابطه  با دو بار مشتق

ویژگی   به  توجه  با  ωqqωکه  ×× −= ][][ ee    این صورت  به 
 شود: بازنویسی می
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)33(  
ωqωωqωω

ωIqq

e
T

ee

eee

q
q

5.0)]([][5.0
)][(2

4

4

−+

+−=
××

×


 

رابطه   جایگذاري  ظاهر    )33(در    )1(با  کنترلی  ورودي 
 شود: می

)34(  uωqgωqfq ),(),( eee += 
 که

)35(  
ωqωωqωω

JωωJIqωqf
JIqωqg

e
T

ee

eee

eee

q
q

q

25.0)]([][25.0
][)][(5.0),(

2/)][(),(

4

1
4

1
4

−++

+−=

+−=

××

×−×

−×

 

به  کهی درصورت کنترلی  رابطه  دستور  انتخاب   )36(صورت 
 شود:

)36 (  )),()(,(1 ωqfqKqKωqgu eedepe −−−= −
 

 شود:صورت خطی میسیستم دینامیکی مدنظر به این 
)37(  0=++ edepe qKqKq  

معادله   پایداري  ریشه  )37(براي  است که  معادله  کافی  هاي 
در سمت چپ محور موهومی قرار گیرد. با توجه به   2درجه  
][0اینکه  =×ωω شود: این صورت ساده می به )36(، رابطه 

)38(  
))][]([25.0(

),(][ 1

ωqωqωωqKqK
ωqgJωωu

e
T

eedep

e

+−−−

×+−=
××

−×



 

),(معکوس تابع   ωqg e  عبارت است از:  1طبق قضیه 

)39(  )][(2),( 4
2
4

4

1 ×− ++= ee
T
eee

e
e qq

q
qqqIJωqg 

قابل   موردنظر،  دینامیکی  سیستم  اینکه  براي  شرط  تنها 
وروديخطی که  -سازي  است  این  باشد،  ),(خروجی  ωqg e  

باشدمعکوس بنابراین،پذیر  رابطه    طورهمان  ؛  در   ) 39(که 
می در  مشاهده  04شود  =eq  ،ee q4

1 /2),( Jωqg و    −=
),(بنابراین تابع   ωqg e    04در =eq  این   پذیر نیست.معکوس

زوایاي چرخش ویژه صفر و   ؛  درجه است  360مقدار معادل 
خور سازي پساز خطی  آمدهدستبهدستور کنترلی    بنابراین،

بسته اما در خصوص پایداري حلقه ؛  یک کنترلر فراگیر نیست
با  سیستم، همان شد  مشاهده  که  مشتق  2طور  از بار  گیري 

دهنده  خروجی مطلوب، دستور کنترلی ظاهر شد و این نشان
نسبی   هر    2درجه  نسبی  مؤلفهبراي  درجه  کل   6  و  براي 

دینامیکی   معادلات  درجه  طرفی  از  است.  است    7معادلات 
  )5(). ولیکن با توجه به قید رابطه  )10(و    ) 9(،  )1((معادلات  

با    ؛ بنابراین،است  6درجه معادلات دینامیکی بدون قید برابر  
معادلات   درجه  و  نسبی  درجه  بودن  یکسان  به  توجه 

حلقه  دینامیکی  سیستم  دینامیکی  دینامیکی،  بدون  بسته 
 داخلی بوده و پایدار مجانبی فراگیر است.

انتخاب    در IKصورت  pp k=    وIK dd k=   هاي مؤلفه  
به  )37(معادله   معادله  پاسخ  و  شده  مستقل  هم  صورت از 

)()(0کلی   eqe tct qq دست  = معنی    به  به  که  آمد  خواهد 
 چرخش حول محور ویژه اولیه است.

 کنترلر پسگام  -3-3

در طراحی کنترل با استفاده از روش پسگام یا گام به عقب،  
میانی   حالت  متغیرهاي  برخی  کنترلی    عنوانبهاز  ورودي 

 عنوانبهشود. در این مسئله از نرخ چرخش بدنه  استفاده می
سینماتیکی   مسئله  کنترلی  از    شده استفادهورودي  بعد  به  و 

بعد، گشت  دست گام  در  بدنه مطلوب  نرخ چرخش  اور  آمدن 
مطلوب  بدنه  چرخش  نرخ  تعقیب  براي  مناسب  کنترلی 

می بدنه  طراحی  چرخش  نرخ  خطی،  کنترل  مشابه  شود. 
گرفته   نظر  در  کواترنیون  خطاي  از  خطی  فیدبک  مطلوب 

 : ؛ بنابراین،شودمی
)40(  eqKω −−= ep: 

به پسگام  روش  اول  مرحله  براي  لیاپانوف  رابطه  تابع  صورت 
 شود:پیشنهاد می )41(
)41(  2

41 )1(: ee
T
e qV −+= qq 

صورتدر   ویژگی    این  به  توجه  ][0با  =×eqq e
T
e  مشتق  ،

 آید: می به دست )42(صورت رابطه لیاپانوف به
)42(  eqqKq T

eep
T
eV +−=1

 
 داریم:  ) 1(در  )40(با جایگذاري معادله 

)43(  uJJωωJqKe 11 ][ −×− −−−= ep
 

 شود:این صورت تعریف می در مرحله دوم، تابع لیاپانوف به
)44(  2/12 eeTVV += 

به  کهی درصورت کنترلی  رابطه  ورودي  انتخاب   )45(صورت 
 شود:

)45(  eJKJωωJqqJKu deep +−+−= ×][ 
 مشتق تابع لیاپانوف مرحله دوم عبارت است از:

)46 (  eKeqKq d
T

ep
T
eV −−=2

 
باشند،    dKو    pKهاي  ماتریس  کهدرصورتی  معین  مثبت 

تعادل   نقاط  و  بوده  معین  منفی  لیاپانوف  0eqتابع  ==e ،
کنترلی، ورودي  تعیین  با  است.  فراگیر  مجانبی    پایدار 
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به  سیستم  بسته  حلقه  روابط  معادلات    )49(تا    )47(صورت 
 شود:استخراج می

)47(  ))(]([5.0 4 eqKIqq +−= ×
epeee q 

)48(  )(4 eqKq += ep
T
eeq 

)49(  eKqe de −= 
خطی معادله  با  0qحول    )47(سازي  =e  معادله این   ،

2)(  صورتبه eqKq +−= epe
  می با  نوشته  که  شود 

،  eq برحسب eو   )49(از  eگیري از آن و جایگزینی  مشتق 
 آید: می به دستصورت به این  eqبردار   2معادله مرتبه 

)50(  0)1()2(2 =++++ epdedpe qKKqKKq  

انتخاب   صورت  IKدر  pp k=  وIK dd k=   اینکه بر  علاوه 
خطی روش  پسمشابه  میسازي  که  خور  داد  نشان  توان 

ریشه شد،  خواهد  انجام  اولیه  ویژه  محور  هاي  چرخش حول 
))2((/4صورت  به  )50(معادله   ∆±+−=± dp kkr   به

که  می  دست 8)2(2آید  dp kk ارتباط  ∆=−+− همچنین   .
بهره با  طبیعی  فرکانس  و  میرایی  ضریب  کنترلی  بین  هاي 

 برقرار است:  )51(صورت رابطه به
)51(  )1(5.0,5.02 2

dpndpn kkkk +=+= ωξω 
 آید: می به دستاین صورت  هاي کنترل بهبنابراین، بهره

)52(  )1(422 22 −+= ξωξω nnpk 
 

)53(  )1(2/1 22 −+±= ξωξω nndk 
 باید:  dk<0و   pk<0پایداري   شرطبهبا توجه 

)54(  5.0)1(424 22222 >⇒−+> nnn ωξωωξ 
آورد    به دستتوان  با این قید، حداکثر زمان نشستی که می

می به  محدود  براي دستیابی  نشست مطلوب   زمانکیباشد. 
رابطه   اساس  بر  شده  مقید  مقدار  از  بیشتر  است،   )54(که 

)، از حل عددي  stزمان نشست (  این صورت. در  ∆<0باید  
 آید: می به دست  )55(معادله 

)55(  )(02.0 −++− −=+− −+ rrerer ss trtr 
( بیان  ) 55(معادله   نشست  زمان  در  که  است  این  ) stگر 

از   به کمتر  بردار کواترنیون  اولیه خواهد   0.02خطاي  مقدار 
از   کهدرصورتی رسید.   باشد،  مدنظر  مطلوبی  نشست  زمان 

معادله   ضرایب    )55(حل  از  یکی  بودن  مشخص  ازاي  به  و 
دیگر   کنترلی  دستکنترلی، ضریب  بهمی  به  مثال  آید.  طور 

آید.  می  به دست از حل این معادله    dkمعلوم باشد،    pkاگر  
این معادله    را صفر در نظر  pkبراي سادگی   گرفته و با حل 

dk  تعیین می را  البته در حالتی که  مطلوب  ،  pk=0کنیم. 
شبه معین خواهد بود. در این حالت طبق   ) 46(تابع لیاپانوف 

نامتغیر  مجموعه  سمت  به  سیستم  نامتغیر،  مجموعه  قضیه 
مشتق تابع لیاپانوف به    )46(همگرا خواهد شد. طبق معادله  

0eازاي   معادله  = طبق  است.  صفر  بر  )49( ،  اینکه  براي   ،
مسیر   0eروي  باید    = بماند،  0qباقی  =e ،بنابراین   ؛ 

است تعادل  نقطه  فقط  سیستم،  این  نامتغیر  ؛  مجموعه 
حالت    بنابراین، در  مجانبی    pk=0حتی  پایدار  سیستم 

 است.

 سازي و ارائه نتایج شبیه  -4

شبیه نتایج  و  طراحی  مثال  یک  بخش،  این  ارائه در  سازي 
صلب  می فضاپیماي  مشخصات  شود.  با  در    شدهارائهشاتل 

   .است شدهگرفتهدر نظر   1جدول 

 . مشخصات فضاپیما ):1(جدول  
 مقدار  پارامتر 

 تن  110 جرم 
 متر  l( 37طول ( 

 متر  h ( 14ارتفاع (
 متر  w ( 23عرض (

 مترمربع تن    bx )11J( 1290ممان اینرسی حول  
 مترمربع تن    by)22J ( 9680ممان اینرسی حول  
 مترمربع تن    bz)33J ( 10100ممان اینرسی حول  

اینرسی ممان  جدول  این  اصلی  در  و    شدهارائه هاي  است 
اینرسی فرض  ممان  صفر  ضربی  استهاي  .  شده 

TTTهاي اولیه، مقادیر  کواترنیون 
e q ]0,0,0,1[],[ 400 =q   در نظر

کسینوس است  شدهگرفته با  بردار  یک  مطلوب،  بردار  هاي  . 
],,[]2,1,1[/2هادي   321

TTccc استفرض    = و   شده 
  شدهگرفتهدرجه در نظر    180تغییرات زاویه ویژه از صفر تا  

مختلف  است کنترلرهاي  عملکرد  زاویه    برحسب.  تغییرات 
شوند. زمان مطلوب تغییر جهت ور ویژه با هم مقایسه میمح

عدد   نشست  زمان  همان  stsیا  نظر    =40   شده گرفتهدر 
( است بحرانی  میراي  پاسخ  فرض  با   .1=ξ مرجع طبق   (

طبیعی  ]37[ فرکانس  رابطه   برحسب ،  از  نشست  زمان 
sn t/84.5=ω    146.0یا=nω  دست بنابراین،آیدمی  به    ؛ 
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رابطه  بهره طبق  خطی  کنترلر  مقدار )32(هاي   ،
0426.0=pk    292.0و=dk  خطی کنترلر  براي  سازي و 

با  سپ  و    dkخور  خطی  تعیین    pkمشابه  خطی  نصف 
گرفتن مقدار صفر   در نظرشود. براي کنترل پسگام نیز با  می

  dk=1854.5عدد    ) 55(با حل معادله    dk، مقدار  pkبراي  
 . آید می به دست

یعنی   ویژه  زاویه  بیشترین    مؤلفه، چهار  deg180=αبراي 
  و   4شکل  زوایاي اویلر در    ،3شکل  و    2شکل  کواترنیون در  

 طورهمان.  است  شدهارائه   5شکل  گشتاور کنترلی فرمان در  
مشاهده   اویلر  زوایاي  و  کواترنیون  زمانی  تاریخچه  در  که 

خطی می کنترل  را  خیز  زمان  کمترین  شده  سازيشود، 
(پس (FLخور  پسگام  کنترل  سپس  و   (BS  و   ت یدرنها) 

تناسبی خطی  (مشتق-کنترل  داردPDگیر  آن؛  )  از  طرف اما 
شود این کاهش زمان  مشاهده می  5شکل  که در    طورهمان

دستور  افزایش  بهاي  به  نشست،  زمان  آن  بالطبع  و  خیز 
به میگشتاور  ابتدایی  لحظات  در  بهخصوص  منظور باشد. 

مقایسه این سه کنترلر از لحاظ دستور شتاب، تلاش کنترلی 
=∫صورت به

f

0
:

r
T dtce uu شود. تعریف می 

سه   6شکل  در   هر  کنترلی  تلاش  و  نشست  زمان  تغییرات 
ویژه    برحسبکنترلر   زاویه  .  است  شده میترستغییرات 

تواند زمان می  FLشود، تنها کنترلر  که مشاهده می  طورهمان
زوایا   تمام  در  را  مطلوب  این   تأمیننشست  البته  که  کند 

  BSنتیجه به بهاي افزایش تلاش کنترلی است. سپس کنترلر 
داراي کمترین خطاي زمان نشست و البته با تلاش کنترلی  

کنترلر    مراتببه از  در    FLکمتر  کنترل  سه  عملکرد  است. 
شده  با هم مقایسه    2درجه در جدول    180زاویه ویژه اولیه  

می  طورهمان.  است مشاهده  نشست شود  که  زمان  خطاي 
از لحاظ   ؛ بنابراین،است  BS  %17و کنترلر    PD  22%کنترلر  

کنترل   نشست،  زمان  می  BSخطاي  داده  شود.  ترجیح 
کنترلی   تلاش  به    BSو    FLهمچنین  ترت  PDنسبت   بیبه 

 دهد. افزایش را نشان می 46و % 100%
 . deg180=αدر   مقایسه کنترلرها ):2جدول (

 PD FL BS 
 47 40 49 زمان نشست (ثانیه) 

32تلاش کنترلی ( / sm( 1369 2780 2005 
 

 
 ). deg180=αاول کواترنیون ( مؤلفهدو  :)2(شکل  

 
 ). deg180=αدوم کواترنیون ( مؤلفهدو  ):3(شکل  

 ي 

 
 ). deg180=αزوایاي اویلر (  :)4(شکل  

 گیرينتیجه  -5

خطی،   کنترلر  سه  یکسان،  نمادسازي  یک  با  مقاله،  این  در 
بر خطی مبتنی  سازي پسغیرخطی مبتنی  خور و غیرخطی 
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و  طراحی  صلب  جسم  یک  وضعیت  کنترل  براي  پسگام  بر 
پایداري   صورتبه تحلیل شد. تحلیل پایداري هر سه کنترلر  

کنترلر  دو  براي  لیاپانوف  تابع  از  استفاده  با  فراگیر  مجانبی 
تناسبی اساس  مشتق-خطی  بر  و  پسگام  غیرخطی  و  گیر 

کنترلر تحلیل براي  داخلی  دینامیک  تحلیل  و  خطی  هاي 
هاي کنترلی  خور نیز ارائه شد. بهرهسازي پسخطی  مبتنی بر
سازي کنترلرهاي خطی و پسگام حول نقطه تعادل و  با خطی

خطی  کنترلر  پسبراي  شده  به  سازي  نیاز  بدون  خور، 
مطلوب خطی نشست  زمان  یک  به  دستیابی  براي  سازي 

داد   نشان  نتایج  شد.  خطی   اگرچهتعیین    شده يسازکنترلر 
فراگیر نیست ولیکن در تمام سناریوها،  خور یک کنترلر  پس

می فراهم  را  مطلوب  نشست  با  زمان  نتیجه  این  البته  کند. 
دیگر  کنترلر  دو  با  مقایسه  در  کنترلی  تلاش  افزایش  هزینه 
پسگام،   کنترلر  و  خطی  کنترلر  بین  مقایسه  در  است.  بوده 

زمان نشست   تأمینکنترلر پسگام داراي عملکرد بهتري در  
دارد بمطلوب  میجمع   عنوانبه  نابراین،؛  با  بندي  گفت  توان 

کنترلر  فراگیر  مجانبی  پایداري  تضمین  و  عملکرد  به  توجه 
پسگام، این کنترلر گزینه مناسبی در طراحی کنترل وضعیت 
و   پایداري  مقایسه  آینده  کارهاي  از  است.  صلب  جسم  یک 

قطعیت عدم  حضور  در  کنترلر  سه  این  مقاوم  و    عملکرد 
 د. باشاغتشاش می

 فهرست علائم  -6

 متغیرها 
T],,[ 321 ωωω=ω  ايبردا سرعت زاویه 
Tuuu ],,[ 321=u بردار گشتاور کنترلی 
J ممان اینرسی 
α زاویه چرخش حول محور ویژه 

Tnnn ],,[ 321=n  بردار هادي محور ویژه 
Tqqq ],,[ 321=q  بخش بردار کواترنیون 
4q  بخش اسکالر کواترنیون 
I  3در  3ماتریس یکه 
ppk K,  بهره ماتریسی و اسکالر تناسبی 
ddk K, گیربهره ماتریسی و اسکالر مشتق 

V  تابع لیاپانوف 
ξ ضریب میرایی 

nω  فرکانس طبیعی 
st زمان نشست 

ce تلاش کنترلی 
 هازیرنویس

e خطا 

b  بدنه دستگاه 
c  دستگاه فرمان 

 هابالانویس

T ترانهاده 

 
 ).deg180=αگشتاور ( مؤلفهسه  :)5(شکل  

 .αزمان نشست و تلاش کنترلی برحسب  :)6(شکل  
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