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• Analysis of thermal post-buckling of 
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reinforced with graphene platelets. 

• Investigation of buckling behavior 
of plates with differential 
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In this article, the thermal buckling and post-buckling of functionally 
graded plates with a matrix of isotropic polymer reinforced with graphene 
platelets (GPLs) have been investigated. In these multilayer plates, the 
thickness of all layers is the same, and by changing the weight fraction of 
reinforcing graphene platelets in each layer, the type of layer arrangement 
of nanocomposite plates changes. The plates are reinforced with three 
functional graded distributions: X and O and a uniform U distribution. The 
governing equations of the plate are obtained with the help of the first-
order shear deformation theory (FSDT). The thermal buckling behavior of 
plates has been studied by the differential quadrature method. To find the 
effective Young's modulus, the Halpin-Tsai modified micromechanical 
model is used, and the law of mixing is used to obtain the equivalent 
properties of composites. The results show that the distribution of 
graphene platelets with an X arrangement improves the resistance of the 
plate against buckling. Also, the effect of parameters such as the weight 
fraction of graphene platelets, aspect ratio, and length-to-thickness ratio 
has been investigated. 
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 مکانیک هوافضا نشریه
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  جنس   از  ماتریسی  با  تابعی  مدرج  هايورق   حرارتی  کمانشپس   و  کمانش  مقاله،  این  در
گرافننانوپلاکت   با   شدهت یتقو  و  ایزوتروپیک  پلیمر   این   در.  است  شدهی بررس  هاي 
هاي  نانوپلاکت  وزنی کسر تغییر با و است یکسان هالایه تمام ضخامت چندلایه هايورق 

هر  کنندهتقویت   گرافن ورق لایه  آرایش  نوع  لایه،  در   تغییر  نانوکامپوزیتی  هاياي 
.  است  شدهتی تقو  U  و آرایش یکنواخت  O  و  Xمدرج تابعی   آرایش سه  با  هاورق .  کندمی

  است. آمده  دستبه اول    مرتبه  برشی  رشکلییتغ  تئوري  به کمک  ورق  بر  حاکم  معادلات
کمانش دیفرانسیلی  روش  با  هاورق   حرارتی  رفتار    منظور به .  است  شده  مطالعه  تربیع 

به دست   براي و  تساي-هالپینشده اصلاح  میکرومکانیک مدل ازمؤثر    یانگ مدول یافتن
  نشان   نتایج .  استشده  استفاده   اختلاط  قانون  از  هاکامپوزیت   معادل  خواص  آوردن

  برابر کمانش   در   ورق  مقاومت  X  صورتبه   آرایش  با  هاي گرافننانوپلاکت   توزیع  دهد،می
  هاي گرافن، نانوپلاکت  وزنی  پارامترهاي همچون کسر  تأثیر  همچنین،.  بخشدمی   بهبود  را

 است.   شدهی بررس  ضخامت  به  طول  ابعادي، نسبت  نسبت
 

 : هاکلیدواژه 
 ی کمانش حرارت

 یلیفرانسید  عیروش ترب
 گرافن   يهانانوپلاکت 

 کمانش پس 
 مرتبه اول   یبرش  رشکلییتغ  يتئور
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 مقدمه -1

اصلی  هانانوپلاکت ماده  فراوانی  دلیل  به  گرافن  ي 
جایگزین آن  دهندهل یتشک طبیعت،  در  گرافیت  یعنی  ها 

نانولوله براي  بهمناسبی  کربنی  تولید  هاي  منظور 
مینانوکامپوزیت  محسوب  پلیمري  گرافن،  هاي  شوند. 

اتم است که علاوه  صفحه  اي از جنس کربن با ضخامت یک 
پایینی   ساخت  هزینه  بالا،  برشی  مدول  و  استحکام  داشتن 

 دارد.
نانوکامپوزیت مردر  تقویتهاي  توزیع  بهکنندهسوم  صورت ها 

می صورت  تصادفی  یا  و  همگن  مدل  پخش  این  در  گیرد 
می بهبود  حدودي  تا  مکانیکی  مشکلاتی  خواص  اما  یابند 

ها  افتد، پژوهشی اتفاق میخوردگ تركلایه شدن و مانند لایه
می کامپوزیتنشان  از  استفاده  این  دهد  تابعی  مدرج  هاي 

را   حدودمشکلات  کاتا  میي  تابعی  هش  مدرج  مواد  دهد. 
از   مواد  خواص  که  هستند  کامپوزیتی  مواد  از  نسل جدیدي 

به دیگر  سطح  به  سطح  تابعی  یک  طبق  پیوسته،  طور 
میشدهفیتعر تغییر  ویژگی،  به  توجه  با  امروزه  هاي  کند. 

کامپوزیت قبیل  مطلوب  از  تابعی  مدرج  در    تمقاومهاي 
تحمل    قدرت  ین، شکست و همچندگی ی سای  ،مقابل خوردگی

بالا و اختلاف درجه حرارت شدید   هاي درجه حرارت    ،بسیار 
کامپوزیت شده  در  باعث  تابعی  مدرج  از  هاي  بسیاري 

سازهماشین و  کههاها  هستند  یی  مواجه  بالا  دماي   با 
 قرار بگیرند.  مورداستفاده

برتر،   الکتریکی  و  حرارتی  مکانیکی،  خواص  به  توجه  با 
با    ي گرافنیهانانوپلاکتبا    شدهتیتقو  پلیمرهاي در مقایسه 

آن از  معمولی،  صنایع   طوربهها  پلیمرهاي  در  گسترده 
دستگاه الکترونیکی،  تجهیزات  مانند  ذخیره پیشرفته  هاي 

استفاده   پزشکی  زیست  کاربردهاي  و  حسگرها  انرژي، 
پتانسیلمی مواد  این  این،  بر  علاوه  را  شود.  زیادي  هاي 
عنوان عناصر ساختاري سبک و مقاوم در برابر کمانش در  به

ین ساختارهاي  دهد. چنهوانوردي و صنایع فضایی نشان می
نانوپلاکتتقویت  با  و  شده  صفحه  تیر،  شکل  به  گرافنی  هاي 

معرض   در  خود  عمر  طول  در  اغلب  ي  هاط یمحپوسته، 
قرار   شدید  کمانش  ؛  رندیگیم حرارتی  تحلیل  بنابراین، 

نوع   این  کمانش  پس  و  کاربردهاي    ها سازهحرارتی  براي 
 مهندسی از اهمیت بالایی برخوردار است.

مدل ورق سابراي  این  حرارتی  کمانش  با  زي  معادلات  از  ها 
می استفاده  جزئی  این  مشتقات  پیچیدگی  به  توجه  با  شود، 

روش آن معادلات  حل  براي  محدودي  تحلیلی  وجود  هاي  ها 
ترین ابزار در هاي عددي به اصلیدارد، به همین دلیل روش

جزئی   مشتقات  با  دیفرانسیل  معادلات  .  اندشدهلیتبدحل 
است و با توجه   1ها، روش تربیع دیفرانسیلی روش  یکی از این
ویژگی دقت  به  و  درستی  بالا،  همگراییِ  سرعت  مثل  هایی 

روش براي  مناسبی  جایگزین  مرسوم زیاد  عددي  حل  هاي 
 است.

دهه گستردهدر  مطالعات  اخیر  حرارتی هاي  رفتار  روي  اي 
حرارتی ورق  پایداري  بررسی  و  تابعی  مدرج  کامپوزیت  هاي 
مطالعات    وجودنیااباست،    شده انجامصورت دوبعدي  ها بهآن 

ورق  حرارتی  پایداري  بررسی  براي  بهمحدودي  صورت  ها 
تابعی    دهیا  انی باباست.    شدهانجامبعدي  سه  پخش  اولیه 

شنکنندهتقویت  توسط  پلیمرها  در  بور  2ها  سال    3و  در 
پژوهش]1[  1972 کامپوزیت،  روي  بر  تابعی  ها  مدرج  هاي 

، اولین کامپوزیت ]2[  1984آغاز شد و به دنبال آن در سال  
و    4مدرج تابعی در آزمایشگاه ملی هوافضا ژاپن ساخته شد. نا

سال    ]3[  5کیم حرارتی   2004در  کمانش  بررسی  به 
ورق سه  پ بعدي  تابعی  مدرج  کامپوزیت  و  هاي  رداختند 

این ورق  به پایداري حرارتی  وابسته  با خواص مکانیکی  را  ها 
دما و تحت شرایط مرزي گیردار، به کمک روش مدل المان 

با   به  18محدود  دما  تغییرات  تحت  یکنواخت، گره،  صورت 
ضخامت   راستاي  در  سینوسی  و  قرار  موردبررسخطی  ی 

گاناپاتی پراکاش  6دادند.  ورق   ] 4[  7و  حرارتی  هاي  کمانش 
تئوري   کمک  به  را  تابعی  مدرج  برشی   رشکلیی تغمورب 

ساده   مرزي  شرایط  با  محدود  المان  روش  و  اول  مرتبه 
به   موردمطالعه مکانیکی  خواص  تحقیق  این  در  دادند.  قرار 

توانی   قانون  به  شده نییتعکمک  تغییرات دما  صورت  است و 
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نظر   در  ضخامت  راستاي  در  غیرخطی  و    شدهرفتهگخطی 
انحراف   زاویه  و  ناهمگنی  ثابت  ابعادي،  نسبت  تأثیر  است، 

  ] 5[است. شاطرزاده    شدهیبررسورق بر دما بحرانی کمانش  
ورق  مرکز کمانش  در  دایروي  گشودگی  با  تابعی  مدرج  هاي 
هم اثر  حرارتحت  و  مکانیکی  بارهاي  اجزا زمان  روش  با  تی 

و همکاران   فردوسی  بشارت  است.  بررسی کرده    ] 6[محدود 
جداره تحت بار  هاي کربنی تککمانش نانولوله کمانش و پس

از  استفاده  با  را  مختلف  دمایی  شرایط  در  محوري  فشاري 
کردهشبیه  بررسی  عددي  همکاران سازي  و  خورشیدي  اند. 

مطال  ]7[ میکروصفحه به  کمانشی  رفتار  مستطیلی  عه  هاي 
اصلاح کوپل  تنش  تئوري  اساس  بر  تابعی  شده  مدرج 

ملکپرداخته  حرارتی   ]8[زاده  اند.  کمانش  بررسی  به 
هاي دلخواه مدرج تابعی با شرایط مرزي هاي چهارضلعیورق 

بعدي پرداخته است. در  مختلف به کمک تئوري الاستیک سه 
و در    شدهگرفتهر  این مقاله خواص مواد وابسته به دما در نظ

کند، همچنین براي حل معادلات  راستاي ضخامت تغییر می
دیفرانسیلی   تربیع  روش  از  ورق  بر  است.    شدهاستفادهحاکم 

هاي  به بررسی ناپایداري پارامتریک ورق   ]9[و همکاران    1وو
تقویت تابعی  مدرج  نانوپلاکتکامپوزیتی  با  گرافن  شده  هاي 

ن صفحه تحت  درون  تکیروي  افزایش  اي  و  متناوب  محوره 
کمانش    ]10[و همکاران    2یکنواخت حرارت پرداختند. یانگ

ورق  آزاد  ارتعاشات  تقویت و  متخلخل  با  هاي  شده 
قرار دادند.    موردمطالعههاي گرافن مدرج تابعی را  نانوپلاکت

دریافتند  آن  حجمها  هندسی  کسر  پارامترهاي  و  ی 
هاي گرافن و همچنین ضریب تخلخل نقش مؤثري نانوپلاکت

دارند. دو آزاد ورق  ارتعاشات   ] به11[  4و لی  3در کمانش و 
ورق  حرارتی  کمانش  با  مطالعه  تابعی  مدرج  ساندویچی  هاي 

اصلاح  روش  از  دروناستفاده  بدون  شده  محوري  نقطه  یابی 
ورق پرداخته   5مش پژوهش  این  در  لایه  اند.  آرایش،  دو  با  ها 

پایین همگن و بالعکس  میانی مدرج تابعی و لایه هاي بالا و 
نظر   ط   شدهگرفته در  نسبت  حجمی،  کسر  اثر  به  است.  ول 
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5 The improved radial  point interpolation mesh-
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ضخامت ورق، نسبت ابعادي، شرایط مرزي بر دماي کمانش  
به کمک    ]12[و همکارانش    6است. جیائو  شدهیبررسبحرانی  

ورق  کمانشی  رفتار  دیفرانسیلی  تربیع  نازك  روش  هاي 
تقویت تابعی  مدرج  نمستطیلی  با  کربنی  انولولهشده  هاي 

لبه  در  جزئی  فشاري  نیروهاي  گرفتن  تحت  نظر  در  با  را  ها 
توزیع   الگوي  کرده  کنندهت یتقوسه  و  بررسی  غلامی  اند. 

تحلیل   طوربه   ]17-13[همکاران   خصوص  در  گسترده 
کمانش   پس  و  کمانش  کامپوزارتعاشات،    یتیصفحات 

ي  هايبارگذارتحت    گرافن  ي هاشده با پلاکتتقویت  يمریپل
روش   با  دما  به  وابسته  مواد  خواص  با  حرارتی  و  مکانیکی 

برشی مرتبه بالا    رشکلییتغو تئوري    ریمتغ  لیفرانسیع دیربت
] همکاران  و  وو  نمودند.  کمانش  بررسی  به    ]18مطالعه 

نانوکامپوز  یحرارت صفحات  کمانش  پس    هیچندلا  یتیو 
از  گرافن  ي هاپلاکت  با  شده تقویت  مستقل  ماده  خواص  و  ی 

 . اندپرداخته دما  
با توجه به ماهیت غیرخطی مسئله پس کمانش همواره حل 

هایی مواجه بوده مسئله پس کمانش براي محققان با چالش
روش علیاست.  تحلیلی  حل  بالا  هاي  دقت  و  کیفیت  رغم 

محدودیت میداراي  جدي  روشهاي  طرفی  از  هاي  باشند. 
نیازمند  ح مسئله  حل  براي  محدود  اجزاء  مانند  عددي  ل 

الگوریتم از  نیوتناستفاده  مانند  ترکیبی  پیچیده  -هاي 
توانمندي بنابراین علی؛  باشند رافسون و طول کمان می رغم 

هاي زیادي  بالاي این روش در حل مسئله اما در اجرا سختی
دیفرانسیلی به حل  وجود دارد. در این پژوهش با روش تربیع  

 مسئله کمانش و پس کمانش پرداخته خواهد شد. 

 بنديفرمول  -2

هاي  شده با نانوپلاکتمستطیلی تقویت   ورقدر این پژوهش،  
در    1مطابق شکل    hو ضخامت    b، عرض  a، با طول  7گرافن
ورق   شدهگرفتهنظر   این  در  لایهاست.  تمام  ضخامت  ها  ها 

است نانوپلاکت  یکسان  از  ترکیبی  لایه  هر  و  و  گرافن  هاي 
دي جنس  از  همسانگرد  پلیمري  اتر زمینه  گلیسیدیل 

ايِ  هاي گرافن در زمینه پلیمري است. نانوپلاکت  8بیسفنول 

 
6 Jiao 
7Graphene platelet reinforced composite (GPLRC) 
8 Diglycidyl ether of bisphenol A (DGEBA) 
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GPLρ  جهت به با  و  یکنواخت  تصادفی  صورت  گیري 
نانوپلاکت  شدهراکندهپ  تغییر کسر وزنی  با  هاي گرافن  است، 

  و   Xدر هر لایه در راستاي ضخامت با سه توزیع مدرج تابعی  
O  و توزیع یکنواخت  U    هاي بالا  است. لایه  شدهگرفتهدر نظر

پایین در توزیع   بیشترین    Oهاي میانی در توزیع  و لایه  Xو 
مقدار گرافن را دارا هستند. لازم به ذکر است که در تحلیل 

مراجع   از  بسیاري  مطابق  رو    ]18[مرجع    ازجملهپیش 
فرض   این  که  است  شده  فرض  دما  از  مستقل  مواد  خواص 
ولی   ندارد  سازه  کمانش  کلی  رفتار  بر  چندانی  تأثیري 

دماي    حالنیباا مقدار  دما  به  ماده  خواص  وابستگی  فرض 
دهد. ضمن آنکه در مراجعی که خواص،  انش را کاهش میکم

تنها در مورد  این فرض  است  دما هم فرض شده  به  وابسته 
صدق   زمینه  خواص    کند یمماده  گرافنی  هاپلاکتو  ي 

. علاوه بر آن اثر اندشدهگرفتههمچنان مستقل از دما در نظر  
وابستگی خواص به دما تنها از طریق ضریب انبساط حرارتی 

اثر    در نسبت    گذاردیممعادلات  و  یانگ  مدول  وابستگی  و 
 پواسون به دما هیچ تأثیري در نتایج ندارد. 

 
هاي  ها در ورق کنندهنحوه توزیع تقویت ):1(شکل  

 . هاي گرافنشده با نانوپلاکتکامپوزیتی تقویت
)در ابتدا کسر حجمی )( )K

GPLVبراي هر لایه ،  ( 1, 2,...., )LK N=  ،
 است. شدهفیتعرصورت زیر ها بهبا توجه به نوع توزیع لایه

  الف)-1(
( ) *K

GPL GPLV V=                                           
) ب)-1( ) *2 2 1 /K

GPL GPL L LV V K N N= − −                  
) )ج-1( )( ) *2 1 2 1 /K

GPL GPL L LV V K N N= − − −             
) (-1رابطه  رابطه  (-1الف)،  رابطه  و  ترتج)  -1ب)    بیبه 

کننده  هایی با آرایش تقویتدرصد کسر حجمی را براي ورق 
  ها است وتعداد لایه  LN  دهند.نشان می  Oو    U  ،Xصورت  به

*
GPLV است. شدهفیتعرصورت زیر معرف کسر حجمی کل به 

)2( ( )( )
*

/ 1
GPL

GPL
GPL GPL m GPL

WV
W Wρ ρ

=
+ −  

GPLW  تقویت وزنی  ترتیب   GPLρ  و  mρها، کنندهکسر  به 
 هاي گرافن است. چگالی زمینه و چگالی نانوپلاکت

-شده هالپیندر مدل میکرومکانیک اصلاح  نکهیابا توجه به  
نظر گرفته می در  را  اندازه  و  هندسه  اثر  شود، مدول  تساي، 

 است.  شدهمحاسبه یانگ مؤثر به کمک رابطه زیر 

)3( 1 13 5
8 1 8 1

L L GPL T T GPL
m m

L GPL T GPL

V V
E E E

V V
ζ η ζ η
η η

+ +
= × + ×

− −
 

 گردند. صورت زیر محاسبه میبه Tηو Lηمقادیر 

)4( 

( )
( )

/ 1
/

GPL m
L

GPL m L

E E
E E

η
ζ
−

=
+

 

( )
( )

/ 1
/

GPL m
T

GPL m T

E E
E E

η
ζ
−

=
+

 

mE  وGPLE    و ماتریس  یانگ  مدول  مقادیر  ترتیب  به 
مشخصه نانوپلاکت است.  گرافن  هندسی هاي   Lζو   Tζهاي 

 آیند. می به دستصورت زیر به

)5( ( )2 /L GPL GPLa tζ =  
( )2 /T GPL GPLb tζ =  

GPLa،GPLb   وGPLt    ضخامت و  عرض  طول،  ترتیب  به 
استنانوپلاکت ترتیب    گرافن  به  آن  مقادیر    1/ 5،  5/2و 

و   است.  5/1میکرومتر  اختلاط    نانومتر  قانون  از  همچنین، 
براي محاسبه ضریب انبساط حرارتی و ضریب پواسون معادل  

تابعی  کامپوزیت مدرج  و    شده استفاده  موردنظرهاي  است 
 است.  شدهمحاسبه صورت زیر به

)6 ( m m GPL GPLV Vν ν ν= +  
m m GPL GPLV Vα α α= +  

GPLν   وmν   ،پواسون انبساط   mαو   GPLαضرایب  ضرایب 
هاي گرافن و زمینه است. بدیهی  حرارتی به ترتیب نانوپلاکت

صورت زیر تعریف  کسر حجمی ماتریس است و به  mV  است،
 . ]9[گردد  می

)7(  1m GPLV V= −  
هاي گرافن و پلیمر زمینه مطابق  خواص مکانیکی نانوپلاکت

 است. شدهگرفتهدر نظر   1با جدول 
 . یموردبررس خواص مواد  ):1(جدول  

𝜶𝜶 ماده  × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟔𝟔 𝝊𝝊 𝝆𝝆 𝑬𝑬 
1-K - )3m/kg ( )GPa ( 
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 1010 5/1062 186/0 5 ] 19گرافن [
 3 1200 34/0 60 ] 20[  مریپل

هاي  شود، ورق فاقد هرگونه تنشدر پژوهش حاضر فرض می
مرجع دماي  در  (  است  0T  اولیه  رابطه  طبق  دما  )  8و 

 کند. صورت یکنواخت تغییر میبه
)8(  0T T T∆ = −  

براي نقطه هاي جابهمؤلفه  اي دلخواه در ورق بر اساس  جایی 
 صورت است.تئوري تغییرشکل برشی مرتبه اول به

)9( 
( ) ( ) ( ), , , ,xU X Y Z U X Y Z X Yψ= + 
( ) ( ) ( ), , , ,YV X Y Z V X Y Z X Yψ= + 
( ) ( ), , ,W X Y Z W X Y=  

U،V   وW  جابه ترتیب  در به  دلخواه  نقطه  یک  جایی 
مختصات   محورهاي  مؤلفه  Zو    X  ،Yراستاي  هاي  است. 

)میانی   صفحهجایی  جابه )0Z با   = نشان    Wو  U،Vنیز 
به    صفحههاي  چرخش  Yψو  xψاست.   شدهداده میانی 

نسبت به سطح مقطع عرضی    Xو    Yترتیب حول محورهاي  
از    است. استفاده  کرنش  رابطهبا  ونجابه  -غیرخطی  -جایی 

بر ورق برحسب جابهکارمن کرنش ،Uهاي جاییهاي حاکم 
V  وW  هاي و چرخشxψ  وYψ    صورت  میانی به  صفحهدر

 است. شدهفیتعرزیر 

)10( ( )

( )

,

(0) (1)

(0) (1)

(0) (1)

(0) (1)

(0) (1)

2
, ,

,

2
, ,

,

,

, , ,

1
2
1
2

X

X XX

Y YY

YZ YZ YZ

XZ XZ XZ

XY XY XY

X X
X

Y Y

Y Y

X X

Y X Y

Z

U W

V W
Z

W
W

U V W W

ε εε
ε εε

γ γ γ
γ γ γ
γ γ γ

ψ

ψ
ψ

                   = + =     
     
     
          
 + 
 
 + + 

+ 
 + 
 + + 

,

, ,

0
0

X

Y Y

X Y Y X

ψ

ψ ψ

 
 
  
 
 
 

+  

 

کرنش با در  -بر اساس قانون هوك، معادلات ساختاري تنش
دماي  تغییرات  تحت  ورق  براي  حرارت  اثر  گرفتن  نظر 

 است. شده ف یتعرصورت زیر یکنواخت به 

)11( 

11 12

12 22

44

55

66

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

X X

Y Y

YZ YZ

XZ XZ

XY XY

Q Q
Q Q

Q T
Q

Q

σ ε α
σ ε α
σ γ
σ γ
σ γ

       
       
              = − ∆                                 

 

کرنش ساختاري  معادلات  به   لهیوسبهها  در  سفتی  ماتریس 
میتنش مربوط  مؤلفهها  براي شوند.  سفتی  ماتریس  هاي 

( , 1, 2, 4,5,6)i j  شود.محاسبه می 12رابطه صورت به =

)12( 

11 22 21
EQ Q
ν

= =
−

 

12 21
EQ ν
ν

=
−

 

44 55 66 2(1 )
EQ Q Q
ν

= = =
+

 

بر   حاکم  پایداري  معادلات  مجازي،  کار  اصل  از  استفاده  با 
منتجه   موردنظرورق   نیرویی برحسب  ، XN،YN ،XYNهاي 

خمشیمنتجه  گشتاور  منتجه   XM،YM ،XYMهاي  هاي  و 
برشی یکنواخت   YQو  XQنیروي  حرارت  تغییرات  با 

 آید: به دست می 13رابطه صورت به

)13( 

, , 0X X XY YN N+ =  
, , 0XY X Y YN N+ =  

, , , , ,2 0X X Y Y X XX Y YY XY XYQ Q N W N W N W+ + + + =  
, , 0X X XY Y XM M Q+ − =  

, , 0XY X Y Y YM M Q+ − =  
ها و خواص مواد  کنندهبا توجه به تغییر کسر حجمی تقویت

ها در راستاي ضخامت پیوسته نیست در هر لایه، مقدار تنش
می تغییر  لایه  هر  در  و  منتجه   جهیدرنت کند،  و  نیرویی  هاي 

هاي تنش در  هاي گشتاور خمشی و از مجموع انتگرال منتجه 
 شوند:صورت زیر محاسبه میهر لایه به

)14( 

1

( )

/ 2

/ 2
1

(0)
11 12

(0)
12 22

(0)
66

0
0

0 0

L
k

k

k
X X XNh Z

Y Y Yh Z
k

XY XY XY

T
X X

T
Y Y

T
XY XY

N
N dZ dZ
N

A A N
A A N

A N

σ σ
σ σ
σ σ

ε
ε
γ

+

−
=

     
     = =     
     
     

    
    = −    
         

∑∫ ∫
 

1

( )
/ 2

/ 2
1

(0)
44

(0)
55

0
0

L
k

k

kNh ZY YZ YZ

h Z
kX XZ XZ

YZ
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Q
dZ dZ

Q

A
A

σ σ
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γ
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−
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1

( )

/ 2

/ 2
1

(1)
11 12

(1)
12 22

(1)
66

0
0

0 0

L
k

k

k
X X XNh Z

Y Y Yh Z
k

XY XY XY

T
X X

T
Y Y

T
XY XY

M
M ZdZ ZdZ
M

D D M
D D M

D M

σ σ
σ σ
σ σ

ε
ε
γ

+

−
=

     
     = =     
     
     

    
    = −    
         

∑∫ ∫
 

T
XN،T

YN   وT
XYN   و منتجه نیرو  دمایی  Tهاي 

XM  ،T
YM  و

T
XYM  صورت  هاي دمایی گشتاور خمشی هستند و بهمنتجه

 شوند: زیر محاسبه می

)15( 
1

( ) ( )
11 12

12 22
1

66

0
(1, ) 0

0 0 0

L
k

k

T T
X X
T T
Y Y
T T
XY XY

k k

N Z

Z
k

N M
N M
N M

Q Q
Z Q Q TdZ

Q

α
α+

=

 
  = 
  

   
   ∆  
     

∑∫

 

مؤلفه   ijDو  ijAمقادیر  بهبرحسب  سفتی  به هاي  زیر  صورت 
 آید. دست می

)16( 

 
( , 1, 2,6)i j = 

1

/2 2

/2

2 ( )

1

( , ) (1, )

(1, )
L

k

k

h

ij ij ijh
N Z k

ijZ
k

A D Z Q dZ

Z Q dZ+

−

=

=

=

∫
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( , 4,5)i j = 

1

/2

/2

( )

1

L
k

k

h

ij ijh
N Z k

ijZ
k

A Q dZ

Q dZ

κ

κ +

−

=

=

=

∫

∑∫
 

5ضریب تصحیح برشی / 6κ  فرض شده است. =
منتجه  منتجه سپس،  و  نیرویی  خمشی  هاي  گشتاور  هاي 

روابط    آمدهدستبه معادلات    14از  گرفتن  نظر  در  با  را 
روابط   روابط  10سینماتیک  بر ورق  معادلات حاکم  در   ،13  

بر   حاکم  غیرخطی  تعادل  معادلات  و  است  شده  جایگذاري 
برحسب  یکنواخت  دماي  تغییر  تحت  نانوکامپوزیتی  ورق 

 آید. صورت زیر به دست میبهها جاییجابه
هاي  هاي دمایی نیرو و منتجهاست، مشتق منتجه  ذکرانیشا

دمایی گشتاور خمشی با توجه به تغییرات یکنواخت دما در 
 است.  شدهحذفشود و از معادلات صفر می Yو  Xهاي  جهت 

)17(  11 , , , 12 , , ,

66 , , , , , ,

( ) ( )
( ) 0

XX X XX XY Y XY

YY XY Y XY X YY

A U W W A V W W
A U V W W W W

+ + +

+ + + + =
 

66 , , , , , ,

12 , , , 22 , , ,

( )
( ) ( ) 0

XY XX XX Y X XY

XY X XY YY Y YY

A U V W W W W
A U W W A V W W

+ + +

+ + + + =
 

( ) ( )

( ) ( )

55 , , 44 , ,

2 2
11 , , 12 , , ,

2 2
12 , , 22 , , ,

66 , , , , ,

( ) ( )

1 1
2 2

1 1
2 2

2 ( ) 0

XX X X YY Y Y

T
X X Y Y XX XX

T
X X Y Y YY YY

Y X X Y XY

A W A W

A U W A V W N W

A U W A V W N W

A U V W W W

ψ ψ+ + +

    + + + + −        
    + + + + −        

+ + + =

 

11 , 12 , 66 , ,

55 ,

( )
( ) 0
X XX Y XY X YY Y XY

X X

D D D
A W
ψ ψ ψ ψ

ψ

+ + +

− + =
 

 66 , ,

12 , 22 , 44 ,

( )
( ) 0

X XY Y XX

X XY Y YY Y Y

D
D D A W
ψ ψ

ψ ψ ψ

+

+ + − + =
 

ورق  پژوهش،  این  در  در  گیردار  و  ساده  مرزي  شرایط  با  ها 
به  شدهگرفتهنظر   و  تعریف   19و    18روابط  صورت  است 

 شوند. می
 شرایط مرزي گیردار:

)18( ( )0,X a=     0X YU V W ψ ψ= = = = = 
( )0,Y b=     0X YU V W ψ ψ= = = = = 

 شرایط مرزي ساده:

)19( ( )0,X a= 0Y XXU V W Mψ= = = = =       
( )0,Y b= 0X YYU V W Mψ= = = = =   

بی پارامترهاي  از  استفاده  اینکه  به  توجه  پیچیدگی  با  بعد 
می کاهش  را  پارامترهاي  مسئله  نیز  پژوهش  این  در  دهد، 

 بعد شده است. مسئله به کمک روابط زیر بی

)20( 

( , ) ( / , / )x y X a Y b=  
( , , ) ( , , ) /u v w U V W h=  
( , ) ( , )x y X Yϕ ϕ ψ ψ=  

1 2( , ) / ( , )a h bλ λ =  
2

110( , ) ( , / ) /ij ij ij ija d A D h A=  
110( , ) ( , ) /T T T T

x y X YP P N N A=  
110A  11برابر با مقدارA    براي یک ورق همگن از جنس زمینه

مشتقات جزئی  معادلات با   20سپس، با توجه به روابط  است.
 بعد سازي شده است.و شرایط مرزي حاکم بر ورق بی

 روش تربیع دیفرانسیلی -2-1

توسط    1971روش تربیع دیفرانسیلی براي اولین بار در سال  
عنوان یک روش عددي براي حل  ، به] 21[بلمن و همکاران  

غیرخطی   و  خطی  دیفرانسیل  است.    شنهادشدهیپ معادلات 
گسسته   وهیش با  روش  این  در  پیوسته حل  فضاي  سازي 

می انجام  صورت   ده ی اشود.  مسئله  این  به  روش  این  اصلی 
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صورت جمع است که مشتق تابع در هر یک از نقاط گرهی به
از مقدار تابع در تمام نقاط گرهخطی وزن    شده نییتعاي  دار 

در هر    موردنظردر آن راستا است. خواسته مسئله مقدار تابع  
گرهیک   نقاط  است.از  مرتبه  اي  به    1kمشتق  نسبت  تابع 
)1که در آن    شودصورت تعیین میبه  iدر نقطه   xمتغیر )k

imC

مرتبه  مشتق  وزنی  و   1k ،Nضریب  گره  پاسخ    muتعداد 
 است. iدر نقطه  موردنظر

)21( 
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C u v w
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ϕ ϕ

=

=

∂
∂

=∑
 

و مشتق مرتبه  xریمتغنسبت به    1kهمچنین مشتق مرتبه
2k  ریمتغنسبت بهy آید. صورت زیر به دست میبه 

)22( 
{ }

{ }

1 2

1 2

1 2
1 2

,

( ) ( )

1 1

, , , ,

, , , ,

i j

k k

x yk k
x x y y

N N
k k

im jn mn mn mn xmn ymn
m n

u v w
x y

C C u v w

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= =

= =

∂ ∂
∂ ∂

= ∑∑
 

1( )k
imC   2و( )k

jnC   1به ترتیب ضریب وزنی مشتق مرتبهk    نسبت
متغیر  مرتبه   xبه  متغیر   2kو مشتق  به   mnuاست.  yنسبت 

نقطه  موردنظرپاسخ   )در  , )i j  1ت.اسN  2وN    ترتیب به 
و تعداد گره در راستاي محور   xتعداد گره در راستاي محور 

y   صورت یکنواخت و طبق یک الگوي  ها بهاست. توزیع گره
 است. شدهگرفتهکسینوسی در نظر 

 )23( 

 

1( 1, 2, , )i N=  
( )

1

11 1 cos
2 1i

i
x

N
π − 

= − − 
 

 

2( 1, 2, , )j N=  
( )

2

11 1 cos
2 1j

j
y

N
π − 

= − − 
 

به اول  مرتبه  مشتق  وزنی  محاسبه ضرایب  زیر  صورت 
 . ]22[گردد  می

)24( 

 
( , 1,2, , )
( )
i j N
i j

=
≠

 
( )

( )

( ) ( )
1 1,

1,

ij

N

i k
k i

N

i j j k
k j

x x
C

x x x x

= ≠

= ≠

−
=

− −

∏

∏
 

( 1,2, , )i N=  ( ) ( )1 1

1,
ii ik

N

k i
C C

= ≠

= − ∑  

مرتبه مشتقات  براي  وزنی  ضرایب  به  kهمچنین  صورت نیز 
 شود. زیر تعریف می

)25(  ( 1)
( ) 1 ( 1)

( )

k
ijk k

ij ii ij
i j

C
C k C C

x x

−
−

 
= − 

−  
 

( , 1,2, , )
( )
i j N
i j

=
≠

 

( 1,2, , )i N=  ( ) ( )

1,
ii iv

N
k k

v i
C C

= ≠

= − ∑  

  شدهارائه   xتنها براي شبکه گرهی در راستاي  نجایاروابط در  
فرمول و  جهتاست  در  به  yبندي  تعریف  نیز  مشابه  طور 

 شوند. می
 yϕو   u ،v،w،xϕتوابع هاي مرتبه اول و بالاتر  سپس، مشتق

بازنویسی شده است و دستگاه    22و    21با استفاده از روابط  
(رابطه  ورق  بر  حاکم  غیرخطی  جبري  دیفرانسیل  معادلات 

 ) در بخش ضمائم آورده شده است.1-الف
گسسته و  دیفرانسیلی  تربیع  اعمال  با  شرایط  سپس،  سازي 

لبه در  مرزي  شرایط  ورق،  بر  حاکم  )هاي  مرزي  )0x =  ،
( )1x =  ،( )0y )و    = )1y با توجه به مختصات و شماره    =

 است.  شدهارائهورق  لبهمتناظر با هر گره در 
 شرایط مرزي گیردار:

)26( 

( )0x = 1 1 1 1 1 0,j j j x j y ju v w ϕ ϕ= = = = =   
( )1x =

1 1 1 1 1
0,N j N j N j xN j yN ju v w ϕ ϕ= = = = =   

( )0y = 1 1 1 1 1 0,i i i xi yiu v w ϕ ϕ= = = = =   
( )1y =

2 2 2 2 2
0,iN iN iN xiN yiNu v w ϕ ϕ= = = = =   

 شرایط مرزي ساده:

)27( 

( )0x = 1 1 1 1 0,j j j y ju v w ϕ= = = =   
1 2

(1) (1)
11 1 12 2 1

1 1
0

N N

m xmj jn y n
m n

d C d Cϕ λ ϕ
= =

+ =∑ ∑  

( )1x =
1 1 1 1

0,N j N j N j yN ju v w ϕ= = = =   
1 2

1 1

(1) (1)
11 12 2

1 1
0

N N

N m xmj jn yN n
m n

d C d Cϕ λ ϕ
= =

+ =∑ ∑  

( )0y = 1 1 1 1 0,i i i xiu v w ϕ= = = =   
1 2

(1) (1)
12 1 22 2 1

1 1
0

N N

im xm n yin
m n

d C d Cϕ λ ϕ
= =

+ =∑ ∑  

( )1y =
2 2 2 2

0,iN iN iN xiNu v w ϕ= = = =   
1 2

2 2

(1) (1)
12 22 2

1 1
0

N N

im xmN N n yin
m n

d C d Cϕ λ ϕ
= =

+ =∑ ∑  

غیرخطی  جبري  معادلات  دستگاه  بازنویسی  براي  ادامه،  در 
}جایی حاکم بر ورق به فرم ماتریسی، ابتدا بردار جابه }d    با

ستون  دادن  قرار  هم  جابهکنار  ماتریس  بههاي  صورت جایی 
 است. شدهنظر گرفتهزیر در 

)28( { } { , , , , }T
ij ij ij xij yijd u v w ϕ ϕ= 
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درایه  تطبیق  ماتریسبراي  با  هاي  وزنی  ضرایب  هاي 
جابهجاییجابه بردار  در  گره  هر  با  متناظر  از  هاي  جایی، 

کرونیکر  حاصل بهشده  استفادهضرب  تعریف  و  زیر  صورت 
 شود. می

)29( [ ] [ ] [ ]ijA B A B ⊗ =    
پس و  کمانش  بر  حاکم  غیرخطی  جبري  کمانش  معادلات 

ورق  تحرارتی  مدرج  تقویتهاي  نانوپلاکتابعی  با  هاي  شده 
گرافن تحت بار حرارتی یکنواخت به فرم ماتریسی زیر بیان  

 شود. می
)30( [ ] [ ] [ ] [ ]( ){ }1 2 0L T NL NLK T K K K d− ∆ + + = 

محور   1Nکهییازآنجا راستاي  در  گره  تعداد  2Nو  xتعداد 
راستاي محور  در  دیفرانسیلی    yگره  تربیع  روش  ورق طبق 

است،  آزادي  درجه  پنج  داراي  گره  هر  و  است  شده  فرض 
ورق بر  حاکم  ماتریسی  معادلات  دستگاه  ابعاد  بنابراین 

1 2 1 25 5N N N N×  فتی  هاي ستبع آن ماتریسو به   استLK

،1NLK ،2NLK  وTK   1ابعادشان 2 1 25 5N N N N×  .است  LK  
ثابت،  ضرایب  و   TKماتریس  دما  با  مرتبط  ضرایب  ماتریس 

1NLK   2وNLK  ماتریس ترتیب  به  و  نیز  خطی  توابع  از  هایی 
 هاي مجهول است. جاییدرجه دو از بردار جابه

عبارت حذف  غیرخطی  با  ماتریسی  دستگاه  غیرخطی  هاي 
یک   به  می  ژهیومقدار    مسئلهمسئله  تبدیل  با  خطی  شود، 

فوق   معادله  به   نیترکوچکحل  مثبت  ویژه  عنوان مقدار 
می دست  به  حرانی  کمانش  (مد  دماي  ویژه  بردارهاي  آید. 

با متناظر  عنوان به  آمدهدستبهویژه   مقدار کمانش) 
ماتریسجابه  هیاولهاي  حدس تشکیل  در  و  1NLK  جایی 

2NLK  کار می  به  الگوي  گرفته  یک  کمک  به  سپس  شوند، 
 است.  شدهمیترسکمانش ورق  تکراري مسیرهاي تعادل پس

 بحث و نتایج  -3

 تعیین حداقل تعداد گره و لایه همگرایی -3-1

راستاي محورهايتعداد گره در  با   yو  xها  برابر  و  مساوي 
N    همواره است.  شده  ازامطلوب    جه ینتفرض  تعداد   يبه 

می حاصل  مشخصی  گره  شودگره  تعداد  افزایش  با  از و  ها 
 رود. مقدار مشخص، همگرایی از بین می

منظور یافتن حداقل تعداد نقاط گرهی  در این پژوهش نیز به
دماي   تغییرات  و  بحرانی  کمانش  دماي  تغییرات  براي  نتایج 

  Xاي  هاي ده لایه مدرج تابعی با آرایش لایهکمانش ورق پس

 است. شدهیبررس  2و شرایط مرزي ساده در جدول 

cw   جابه بیشترین  بیمعرف  مرکزي  در  جایی  و  است  بعد 
نظر    2جدول   در  یک  با  مقادیر    شدهگرفتهبرابر  و  است 

پس دماي  نشان  تغییرات  آن  با  متناظر    شده دادهکمانش 
محورهايگره در راستاي    11شود، فرض  مشاهده می است.

x  وy    ورق نتایج همگرایی مطلوبی دارد و با افزایش تعداد
نمیگره ایجاد  دما  در  محسوسی  تغییرات  تعیین  ها  شود. 

بسیار  محاسبات  حجم  کاهش  جهت  از  گره  تعداد  حداقل 
در مرحله بعد نیز براي پیدا کردن حداقل   مورد توجه است.

و تغییرات دماي    ه استطور مشابه عمل شدها بهتعداد لایه
تغییرات دماي پس براي بیشترین کمانش بحرانی و  کمانش 

بیجابه براي ورق جایی مرکزي  برابر یک  آرایش  بعد  با  هایی 
است. ورق با    شدهیبررسهاي مختلف  و تعداد لایه  Xاي  لایه

و   ساده  مرزي  فرض    نقطه  11شرایط  راستا  هر  در  گرهی 
  شده دادهنشان    3در جدول    آمدهدستبهشده است و نتایج  

  است.

و    ):2(جدول   کمانش  (کلوین)  دما  همگرایی  نتایج 
گرهی  پس نقاط  تعداد  با  تابعی  مدرج  مربعی  ورق  کمانش 

)  متفاوت )/ 25, 0.3%,GPLa h W SSSS= =. 
( 1)cT w∆ = crT∆ ( 10)LN N = 

4039/80 5716/39 5 
5651/82 2766/40 7 
0457/83 2612/40 9 
9629/82 2612/40 11 
9702/82 2614/40 13 
9697/82 2614/40 15 
9697/82 2614/40 17 

و    ):3(جدول   کمانش  (کلوین)  دما  همگرایی  نتایج 
ورق  پس گرهی  کمانش  نقاط  تعداد  با  تابعی  مدرج  مربعی 

)  متفاوت )/ 25, 0.3%,GPLa h W SSSS= =. 
( 1)cT w∆ = crT∆ ( 11)LN N = 

3658/82 6902/39 6 
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9629/82 2614/40 10 
2145/83 5023/40 20 
2611/83 5469/40 30 
2774/83 5625/40 40 
2849/83 5697/40 50 
2983/83 5826/40 +∞ 

لایه تعداد  با  ورقی  و  لایه  ده  با  ورقی  نتایج  مقایسه  هاي  از 
میبی مشاهده  و  نهایت  ناچیز  نتایج  این  اختلاف  گردد 

  11ی است، بنابراین انتخاب ورقی با ده لایه و  پوشچشمقابل
نتایج،    مطالعهبراي    yو  xنقطه گرهی در راستاي محورهاي 

 همگرایی و دقت مناسبی دارد. 

 اعتبار سنجی -3-2

نتایج  به سنجی  اعتبار  پژوهش    آمدهدستبهمنظور  از 
پسشدهانجام تعادل  مسیر  از  ،  مربعی  ورق  براي  کمانش 

تغییرات دماي یکنواخت و شرایط مرزي  نیکل تحت  جنس 
با مرجع    آمده دستبهو نتایج    شده میترس  2گیردار در شکل  

 مقایسه شده است.  ]23[

 
پس  ):2(شکل   تعادل  مسیر  تحت  مقایسه  ورق  کمانش 

گیردار  مرزي  شرایط  و  یکنواخت  دماي    تغییر 
6( 199.5 GPa, 0.3, 13.3 10 / )E Kν α −= = = ×. 

  عیتوز  يالگو  و  ی وزن   درصد  تأثیر  -3-3
 یبحران کمانش يدما بر هاکنندهتیتقو

نتایج    ادامهدر   سنجی  [  آمدهدستبهصحت  مرجع  ]  18با 
اثر تغییرات کسر وزنی نانوپلاکت هاي گرافن  مقایسه شده و 

الگوهاي  تقویت  با  ورقی  در  بحرانی  کمانش  دماي  بر  کننده 
تقویت متفاوت  ساده  توزیع  نتایج    شده یبررسکننده  است. 

می تقویتنشان  آرایش  نوع  به  توجه  با  که  با  کنندهدهد  ها 
تواند بدون  دماي کمانش بحرانی می  ها آنافزایش کسر وزنی  

  3طور که در شکل  تغییر، افزایشی و یا کاهشی باشد. همان
می تقویتمشاهده  تابعی  مدرج  توزیع  الزاماً،  گردد،  کننده 

هایی  شود. در ورق انی نمیمنجر به افزایش دماي کمانش بحر
تقویت آرایش  شکل  با  به  به    Xکننده  توجه  مقدار اینکهبا   ،

در لایهکنندهتقویت  این لایهها  است،  بیشتر  ها  هاي سطحی 
افزایش کسر  با  سفتی خمشی بالاتري دارند، به همین علت 

تقویت میکنندهوزنی  افزایش  بحرانی  کمانش  دماي  یابد،  ها 
ورق   کهیدرحال تقویتدر  آرایش  با  شکل  هایی  به    Oکننده 

می کاهش  بحرانی  کمانش  افزایش  دماي  با  همچنین،  یابد. 
تقویت وزنی  کمانش  کنندهکسر  دماي  تغییرات  شیب  ها 

شود افزایش کسر  شود. از طرفی، مشاهده میبحرانی کم می
اثر است  ها در ورقی با توزیع یکنواخت بی کنندهوزنی تقویت

 ماند. ثابت باقی می باًیتقرانی  و دماي کمانش بحر

 
مقابل    سهیمقا  ):3(شکل   در  بحرانی  کمانش  دماي  مقادیر 

تقویت  وزنی  درصد  ورق کنندهتغییرات  براي  مربعی  ها  هاي 
تقویت آرایش  با  تابعی  مرزي مدرج  شرایط  و  متفاوت  کننده 

 چهار طرف ساده 

مرزي  تأثیر   -3-4 به    شرایط  طول  نسبت  و 
 یبحران کمانش يدما  برضخامت ورق 
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به   بعد،  مرحله  به    تأثیر  سهیمقادر  طول  نسبت  تغییرات 
بحرانی   کمانش  دماي  بر  ورق  است.   شدهپرداخته ضخامت 

هایی با آرایش  براي ورق   4این مقایسه در نمودارهاي شکل  
و با چهار شرایط مرزي: چهار طرف   Xصورت  کننده بهتقویت 
ساده )CCCC(  گیردار طرف  چهار   ،  )SSSS ،(   ساده-ساده-
)  CSCS(  گیردار-ساده-گیردار-و ساده)  SSCC(  گیردار-گیردار
تغییرات نسبت طول به ضخامت   تأثیرو    است  شدهدادهنشان  

 است.  شدهدادهبر دماي کمانش بحرانی نمایش  
هایی با شرایط مرزي چهار طرف گیردار، بالاترین مقادیر  ورق 

آن با توجه به  دماي کمانش بحرانی را دارا هستند، به دنبال  
عکس و  مرزي  تکیهالعملشرایط  ترتیبگاهی،  هاي    به 

-گیردار، ساده -گیردار-ساده-هایی با شرایط مرزي: ساده ورق 
قرار می-ساده-گیردار ساده  چهار طرف  و  این  گیردار  گیرند. 

نشان   هرچه    دهدمینتیجه  باشد    يهالبه که  مقیدتر  ورق 
 اشت.دماي کمانش بحرانی بالاتري را خواهیم د

هایی با نسبت طول به دهد در ورق همچنین، نتایج نشان می
ضخامت بیشتر دماي کمانش بحرانی کمتر است، به تعبیري 
دماي   آن  ابعادي  کاهش  یا  ورق  ضخامت  افزایش  با  دیگر 

 یابد. کمانش بحرانی افزایش می

 
مقادیر دماي کمانش بحرانی در مقابل تغییرات   ):4(شکل  

شده  نسبت طول به ضخامت ورق مربعی مدرج تابعی تقویت
 .با شرایط مرزي متفاوت   Xبه شکل 

تقویت  تأثیر   -3-5 توزیع  مسیر  کنندهالگو  بر  ها 
 کمانش حرارتیتعادل پس

دماي   بررسی  و  ویژه  مقدار  مسائل  حل  از  پس  ادامه،  در 
ماتریس گرفتن  نظر  در  با  بحرانی،  غیرخطی  کمانش  هاي 

1NLK  2وNLKپس تعادل  مسیرهاي  بررسی  به  کمانش  ، 
 است.  شدهپرداخته 

پس دماي  تغییرات  ابتدا  بیشترین  در  برحسب  کمانش 
بیجابه مرکزي  ورق جایی  براي  شرایط  بعد  با  مربعی  هاي 

ضخامت   به  طول  نسبت  و  ساده  طرف  چهار  در   35مرزي 
هایی  شود، در ورق است. مشاهده می  شده دادهنشان    5شکل  

تقویت آرایش  بهبا  کسر    Xصورت  کننده  اینکه،  به  توجه  با 
تقویت  لایهکنندهحجمی  در  و  ها  است  بیشتر  سطحی  هاي 

ها استحکام خمشی بالاتري دارند، دماي کمانش بحرانی  ورق 
به  ها آندر   و  است  پسبیشتر  تعادل  مسیر  آن  کمانش  تبع 

 گیرد.کننده قرار میبالاتر از سایر الگوهاي توزیع تقویت

 
پس  ):5(شکل   تعادل  مربعی  مسیر  ورق  حرارتی  کمانش 

آرایش   و  ساده  طرف  چهار  مرزي  شرایط  با  تابعی  مدرج 
 . درصد  3/0کننده کننده متفاوت با کسر وزنی تقویت تقویت 

تقویت  تأثیر  -3-6 وزنی  مسیر  کنندهدرصد  بر  ها 
 کمانش حرارتیتعادل پس

مقایسه تقویتدر  وزنی  درصد  تغییرات  اثر  دیگر  ها  کنندهاي 
پس رفتار  ورق بر  مقادیر    شدهی بررسها  کمانشی  است. 

بعد  جایی مرکزي بیکمانش به ازاي جابهتغییرات دماي پس
ورق  براي  یک،  با  بابرابر  تابعی  مدرج  وزنی    هاي  درصد 

جدول  تقویت  در  متفاوت  با    شده دادهنشان    4کننده  است. 
تقویت وزنی  درصد  پسکنندهافزایش  مقاومت  کمانشی  ها، 

  Oو    Xکننده به شکل  هایی با آرایش تقویتحرارتی در ورق 
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ترتیب و    به  ورق   افتهی کاهشافزایش  در  و  با  است  هایی 
تقویت شکل  آرایش  به  مقاومت    Uکننده  و  نداشته  اثري 

حرارتی  پس   ،براینبنا ؛  است  مانده یباق ثابت    ها آنکمانش 
که    توانیم گرفت  وزنی  طورکلبهنتیجه  درصد  ی 

تأثیر کمی بر دماي بحرانی کمانش دارد ولی با    کننده ت یتقو
توزیعی   الگوي  ارتقا    توانیم  Xانتخاب  در  را  بهره  بیشترین 

 دماي بحرانی کمانش حرارتی برد. 
پس  ):4(جدول   شرایط  دماي  با  تابعی  مدرج  ورق  کمانش 

 . سادهمرزي چهار طرف 

 الگو
1cw =/ 35,a h =/ 1,a b = 

0.5GPLW = 0.3GPLW = 0.1GPLW = 0.0GPLW = 
(%) (%) (%) (%) 

X 633/43 476/42 288/40 144/38 
U 360/38 274/38 187/38 144/38 
O 878/32 932/33 051/36 44/38 

ضخامت    تأثیر  -3-7 به  طول  نسبت 
 کمانش حرارتیها بر مسیر تعادل پسکنندهتقویت

پس تعادل  ورق مسیر  براي  تابعی  کمانش  مدرج  هاي 
  4هاي گرافنی با نسبت ابعادي برابر  با نانوپلاکت  شدهتقویت 

شکل   می  شده میترس  6در  نشان  نتایج  اثر  است.  دهد، 
نانوپلاکت ضخامت  به  طول  نسبت  بر  تغییرات  گرافن  هاي 

پس تعادل  آرایش  مسیر  نوع  به  حرارتی  کمانش 
کننده  هایی با آرایش تقویتها بستگی دارد. ورق کنندهتقویت 

شکل   تقویت   Uبه  یکنواخت  توزیع  به  توجه  ها  کنندهبا 
  تأثیريهاي گرافن  افزایش نسبت طول به ضخامت نانوپلاکت

هایی با آرایش  ها ندارد و در ورق کمانشی ورق بر مقاومت پس
به  ها  کمانشی ورق مقاومت پس  Oو    Xکننده به شکل  تقویت 
می  ترتیب کاهش  و  می  یابد.افزایش  مشاهده  شود  همچنین 
کمانش براي مقادیر نسبت طول به ات مسیر تعادل پستغییر

نانوپلاکت از  ضخامت  بالاتر  گرافن  کم   1000هاي  بسیار 
پارامترهاي    است. تغییر  به  توزیع یکنواخت نسبت   مؤثر الگو 

زیادي   حد  نظر    تفاوتیبتا  به  و  منظر    رسدیماست  از 
این نوع الگو خیلی مناسب نباشد اما از طرفی به    يسازمدل

همچنان    تواند یمدر شرایط ساخت    ترآسانیل امکان اجرا  دل
 باشد.  موردتوجه

تعادل    -3-8 مسیر  بر  مرزي  شرایط  تأثیر 
 کمانش حرارتیپس

هایی با آرایش  کمانش براي ورق مسیر تعادل پس  7  در شکل
شکل  تقویت  به  نسبت   Xکننده  و  متفاوت  مرزي  شرایط  با 

 است.  شدهیبررس 35طول به ضخامت 

 
 (الف)

 
 (ب)
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 (ج)
نسبت  ):6(شکل   تغییرات  ضخامت  تأثیر  به  طول  هاي 

پسنانوپلاکت تعادل  مسیر  بر  گرافن  الف)    : کمانشهاي 
ها  کنندهب) آرایش تقویت؛  Xها به شکل  کنندهآرایش تقویت 

 . Oها به شکل کنندهج) آرایش تقویت؛ Uبه شکل 

 
هاي  کمانش حرارتی براي ورق مسیر تعادل پس ):7(شکل  

 مربعی مدرج تابعی با شرایط مرزي متفاوت. 
شود ورق با شرایط مرزي چهار طرف ساده داراي مشاهده می

پس حرارتی  استمقاومت  کمتري  ترتیب    کمانش  به  و 
ساده  ازآنپس مرزي  شرایط  با  گیردار، -گیردار-ساده-ورق 

قرار -ساده-گیردار-ساده گیردار  طرف  چهار  و  گیردار 
 گیرند. می

 گیرينتیجه  -4

هاي مدرج تابعی  کمانش نانوورق در این مقاله، کمانش و پس
نانوپلاکت  شدهتقویت  حرارت  با  تغییرات  تحت  گرافن  هاي 

تقویت آرایش  نوع  سه  با  با    Oو    X  ،Uکننده  یکنواخت 
تئوري  اساس  بر  و  دیفرانسیلی  تربیع  روش  از  استفاده 

اول    تغییرشکل مرتبه  به  شده یبررسبرشی   منظوراست. 
بار به دستیابی نسبت طول    تأثیر حرارتی، کمانش بیشترین 

حج درصد  و  ضخامت  نانوپلاکتبه  براي می  گرافن  هاي 
لایه مختلف  آرایش  مرزي  شرایط  و  متفاوت    شدهیبررساي 

 نتایج مفیدي به شرح زیر استخراج گردید: تیدرنهااست. 
دماي  ورق  • گیردار  طرف  چهار  مرزي  شرایط  با  ها 

کمانش حرارتی کمانش بحرانی و مسیر تعادل پس
دارند  ورق   بعدازآنو    بالاتري  ترتیب  با  به  هایی 

ساده مرزي  ساده -ساده -گیردار-شرایط  -گیردار، 
قرار -گیردار-ساده ساده  طرف  چهار  و  گیردار 

 گیرند. می
تقویتورق  • آرایش  با  به شکل  هایی  و    X  ،Uکننده 

O  پس مسیر  ترتیب  طی  به  را  بالاتري  کمانش 
 کنند. می

تقویت • تابعی  مدرج  در  کنندهتوزیع  تنها  ها 
با ورق  دماي    Xکننده به شکل  آرایش تقویت  هایی 

پس مقاومت  و  بحرانی  را  کمانش  حرارتی  کمانش 
 دهد. افزایش می

تقویت • وزنی  کسر  کمانش  کنندهافزایش  دماي  ها، 
پس مقاومت  و  در  بحرانی  را  حرارتی  کمانش 

شکل    شده تقویتهاي  ورق  ترتیب    Uو    Xبه  به 
می کاهش  و  یکنواخت  افزایش  توزیع  در  و  دهد 

 دارد.اثري ن
ورق   • نازك  تربزرگهرچه  بار  یا  و  دما  شود،  تر 

 یابد. کمانش بحرانی کاهش می
نانوپلاکت • به  براي  طول  نسبت  با  گرافن  هاي 

از   بیشتر  تقریباً  مسیر پس  1000ضخامت  کمانش 
 ثابت است. 

 ضمایم  -5
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